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1 パッケージの説明

与えられるデータ行列X = [x1, ...,xn]に対して，拡張クロスデータ行列法 (Extended-Cross-
Data-Matrix Methodology，略して ECDM法)による tr(Σ2)の推定，および，高次元無相関性
の検定を実行する．ただし，x1, ...,xnは，平均に p次のベクトル µ，共分散行列に p次の非負
定値対称行列Σをもつ母集団からの無作為標本とする．

1.1 tr(Σ2)の推定

データ行列X に対して，ECDM法による tr(Σ2)の推定を実行する．以下の関数を定義する．

W(X)

入力:

• “X”: p × nデータ行列．ここで，pはデータの次元数，n(≥ 4)は標本数．

出力:

• “Wn”: tr(Σ2)の推定量Wn．

なお，Wnの詳細は，3節を確認のこと．

1.2 高次元無相関性の検定

各 xj を p1次ベクトル x1j と p2 (= p − p1)次ベクトル x2j に分割し1，xT
j = (xT

1j , x
T
2j)とお

き，各 iでXi = [xi1, ...,xin]とする．x1j と x2j の相関行列を Corr(x1j , x2j) = P ∗とおく．そ
のとき，データ行列X1とX2に対して，ECDM法による検定

H0 : P ∗ = O vs. H1 : P ∗ ̸= O (1)

を実行する．以下の関数を定義する．

Tecdm(X1, X2)

入力:

• “Xi”: pi × nデータ行列 (i = 1, 2)．ここで，piはデータの次元数，n(≥ 4)は標本数．

出力:

• “TestStatistics”: 検定統計量 (Tn/δ̂)．

• “pvalue”: p値．

1p1 = 1，または，p2 = 1の場合も含む．
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• “Tn”: ECDM法による∆の不偏推定量 Tn．

• “delta”: Tnの標準偏差の推定量 δ̂．

上記の４つを，上から順にリストとして出力する．なお，∆と δ̂の詳細は，4節を確認のこと．

2 拡張クロスデータ行列法

Yata and Aoshima [5]は，拡張クロスデータ行列法 (ECDM法)という方法論を開発した．2
つの集合 Vn(1)(k), Vn(2)(k) (k = 3, ..., 2n − 1)を次のように定義する．

Vn(1)(k) =

{
{⌊k

2⌋ − n(1) + 1, ..., ⌊k
2⌋}, ⌊k

2⌋ ≥ n(1)のとき,

{1, ..., ⌊k
2⌋} ∪ {⌊k

2⌋ + n(2) + 1, ..., n}, それ以外

Vn(2)(k) =

{
{⌊k

2⌋ + 1, ..., ⌊k
2⌋ + n(2)}, ⌊k

2⌋ ≤ n(1)のとき,

{1, ..., ⌊k
2⌋ − n(1)} ∪ {⌊k

2⌋ + 1, ..., n}, それ以外

ここで，n(1) = ⌈n/2⌉, n(2) = n−n(1), ⌊x⌋は x以下の最大の整数，⌈x⌉は x以上の最小の整数を
表す．そのとき，k = 3, ..., 2n − 1について，#Vn(l)(k) = n(l)，l = 1, 2，Vn(1)(k) ∩ Vn(2)(k) = ∅，
Vn(1)(k) ∪ Vn(2)(k) = {1, ..., n}となること，及び，j < k (≤ n)について

j ∈ Vn(1)(j+k), k ∈ Vn(2)(j+k)

となることに注意する．ここで，#Sは集合 Sの要素の個数を表す．Vn(1)(j+k)と Vn(2)(j+k)に対
応してデータ集合を 2分割し，それらに基づいて不偏推定量を 1つ計算する．これを，j < k (≤ n)
のすべての組合せで繰り返し，得られる不偏推定量の平均をとる．これが拡張クロスデータ行列
法である．
拡張クロスデータ行列法は，高次元統計解析の様々な場面で応用できる．例えば，Aoshima

and Yata [3, 4]は，高次元における推定・検定・判別分析などの各種統計的推測を考え，それら
の高次元統計量の構成に拡張クロスデータ行列法を応用した．さらに，Yata and Aoshima [5, 6]
は，高次元パスウェイ解析に拡張クロスデータ行列法を応用した．

3 拡張クロスデータ行列法による tr(Σ2)の推定

tr(Σ2)は，高次元データの推測に精度を保証するための鍵となるパラメータである．それゆ
え，このパラメータの推定は重要である．詳細は，青嶋・矢田 [1, 2]，Yata and Aoshima [5, 6]
を参照のこと．拡張クロスデータ行列法を使えば，tr(Σ2)の不偏推定量は次のように構築でき
る．各 k (= 3, ..., 2n − 1)で 2分割した集合について，標本平均を

x̄n(1)(k) =
1

n(1)

∑
j∈Vn(1)(k)

xj , x̄n(2)(k) =
1

n(2)

∑
j∈Vn(2)(k)

xj

とし，ある j, k (j < k)について tr(Σ2)の不偏推定量

cn{(xj − x̄n(1)(j+k))
T (xk − x̄n(2)(j+k))}2
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を計算する．ここで，cn = (n(1)−1)−1(n(2)−1)−1n(1)n(2)である．すべての組合せの平均をとり

Wn =
2cn

n(n − 1)

n∑
j,k=1(j<k)

{(xj − x̄n(1)(j+k))
T (xk − x̄n(2)(j+k))}2 (2)

を定義する．Wnは，母集団分布に依らずに，不偏性E(Wn) = tr(Σ2)をもつ．

[拡張クロスデータ行列法による tr(Σ2)の推定量Wnの計算アルゴリズム]

(Step 1) x̄n(l)(k), l = 1, 2を各 k (= 3, ..., 2n − 1)で計算する．

(Step 2) すべての j, k (1 ≤ j < k ≤ n)について (Step 1) で計算した x̄n(l)(j+k) を代入して
cn{(xj − x̄n(1)(j+k))T (xk − x̄n(2)(j+k))}2 を計算し，それらの平均をとったWn で tr(Σ2)
を推定する．

なお，Wnの漸近的性質はAoshima and Yata [3]，Yata and Aoshima [6]を参照のこと．

4 拡張クロスデータ行列法による高次元無相関性の検定

第一種の過誤 α ∈ (0, 1/2)を設定し，高次元のもと検定 (1)を考える．なお，検定 (1)は x1j

と x2j における偏相関に関する無相関性の検定にもなっている2．
いま，xT

j = (xT
1j , x

T
2j)について，各 iの共分散行列をVar(xij) = Σiとおき，相互共分散行

列を Cov(x1j , x2j) = Σ∗とおく．すなわち，

Σ =
(

Σ1 Σ∗
ΣT

∗ Σ2

)
と表記する．行列のフロベニウスノルムを用いて，

∆ = ∥Σ∗∥2
F = tr(Σ∗ΣT

∗ )

とおく．H0のもと∆ = 0であることに注意する．拡張クロスデータ行列法を使えば，∆の不偏
推定量は次のように構築できる．各 k (= 3, ..., 2n − 1)で 2分割した集合について，各 iで標本
平均を

x̄i,n(1)(k) =
1

n(1)

∑
j∈Vn(1)(k)

xij , x̄i,n(2)(k) =
1

n(2)

∑
j∈Vn(2)(k)

xij

とし，

Tn =
2cn

n(n − 1)

n∑
j,k=1(j<k)

(x1j − x̄1,n(1)(j+k))
T (x1k − x̄1,n(2)(j+k))

× (x2j − x̄2,n(1)(j+k))
T (x2k − x̄2,n(2)(j+k)) (3)

を定義する．Tnは，母集団分布に依らずに，不偏性 E(Tn) = ∆をもつ．Tnの分散の推定量と
して，

δ̂2 = 2
W1,nW2,n

n2

2Yata and Aoshima [6]の 1節を参照のこと．
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を考える．ここで，Wi,nは (2)式に従って計算する tr(Σ2
i )の不偏推定量である．高次元 (p → ∞)

のもと Tn/δ̂は漸近的に正規分布に従う3．

[仮説 (1)の検定方式の構築]

(Step 1) x̄i,n(l)(k), l = 1, 2を各 k (= 3, ..., 2n − 1)と i (= 1, 2)で計算する．

(Step 2) すべての j, k (1 ≤ j < k ≤ n)について (Step 1)で計算した x̄i,n(l)(j+k) を代入して
cn(x1j − x̄1,n(1)(j+k))T (x1k − x̄1,n(2)(j+k))(x2j − x̄2,n(1)(j+k))T (x2k − x̄2,n(2)(j+k))を計算
し，それらの平均をとった Tnを求める．

(Step 3) Wnの計算アルゴリズムと同様に，各 iでWi,nを計算し，δ̂を求める．

(Step 4) 標準正規分布の上側 α点 zαを用いて，仮説 (1)を次のように検定する4．

H0を棄却 ⇐⇒ Tn

δ̂
> zα (4)

Yata and Aoshima [6]は，上記の検定方式を用いて，マイクロアレイデータのパスウェイ解
析を行った．
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3Yata and Aoshima [6]の 3節を参照のこと．
4本検定方式の検出力は，Yata and Aoshima [6]の 4節を参照のこと．
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