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トーリック多様体論とは？

代数幾何 　 組合せ論
　

基本事実１

{複素n次元 toric varieties} 1:1⇐⇒ {実n次元扇 (fan)}
コホモロジー，特性類，非特異性，コンパクト性
など，toric varietyのすべての幾何学的性質は，対
応する扇から読み取れる．

基本事実２

L→M =⇒ moment map ΦL : M → Rn

ample line bundle ΦL(M)： 格子凸多面体



1. トーリック多様体

定義. toric variety
⇐⇒
normal algebraic variety of dimC = n with (C∗)n-
action having a dense orbit.

toric manifold :=コンパクト非特異 toric variety

例. (g1, . . . , gn) ∈ (C∗)n

(1) (C∗)n � Cn

　(z1, . . . , zn) �→ (g1z1, . . . , gnzn)

一般に, (C∗)nの忠実な複素n次元表現

(2) (C∗)n � CPn

　[z0, z1, . . . , zn] �→ [z0, g1z1, . . . , gnzn]

例 (Hirzebruch surface).

γ → CP 1 Hopf line bundle, m 自然数

P (γm ⊕ C) CP 1 bundle over CP 1



Tn = (S1)n ⊂ (C∗)n � M : a toric manifold

M/Tn : n次元単純凸多面体

例１．CP 1/S1 ∼= I .

(CP 1)n/Tn = (CP 1/S1)n ∼= In (n-cube)

例２． CPn/Tn ∼= n単体. 　

例３． Hirzebruch surface/T 2 ∼= 四角形

=====================

単純凸多面体⇐⇒単体的凸多面体

Q 単純→ Q∗ 単体的→扇→M (M/Tn = Q)

注．M は射影的 toric orbifold



2. 凸多面体の面数

P : n次元単体的凸多面体

fi(P ) := Pにおける i単体の数 (0 ≤ i ≤ n− 1)

(f0, f1, . . . , fn−1) （Pの）f -vector

オイラー数 =⇒
n−1∑
i=0

(−1)ifi + (−1)n = 1(1)

f0 ≥ n + 1(2)

古典的問題． f -vectorたちを特徴付けよ．

h0t
n+h1t

n−1 + · · · + hn

:=(t− 1)n + f0(t− 1)n−1 + · · · + fn−1

によって定義される

(h0, h1, . . . , hn) h-vector

を考えると都合がよい．h0 = 1, h1 = f0 − n, . . . .

(1) ⇐⇒ hn = h0

(2)⇐⇒ h0 ≤ h1



g-定理 (Billera-Lee, Stanley, 1980).

整数ベクトル (h0, h1, . . . , hn) (h0 = 1)が，
ある単体的凸多面体Pのh-vector
⇐⇒
次がすべて成立
(1) hi = hn−i (∀i). (Dehn-Sommerville eq’s)
(2) h0 ≤ h1 ≤ · · · ≤ h[n/2]

(3) hi+1 − hi ≤ (hi − hi−1)
〈i〉 (1 ≤ i ≤ [n/2]− 1)



自然数 a, iに対して,

a =

(
ai

i

)
+

(
ai−1

i− 1

)
+ · · · +

(
aj

j

)

(ai > ai−1 > · · · > aj ≥ j ≥ 1)と展開し，

a〈i〉 =

(
ai + 1

i + 1

)
+

(
ai−1 + 1

i

)
+ · · · +

(
aj + 1

j + 1

)

例えば，a = 28, i = 4ならば

28 =

(
6

4

)
+

(
5

3

)
+

(
3

2

)

より

28〈4〉 =

(
7

5

)
+

(
6

4

)
+

(
4

3

)
= 40



証明． (⇐= Billera-Lee)
(=⇒ Stanley)
∃M (projective toric orbifold) s.t. M/Tn = P ∗.

hi(P ) = b2i(M)

• Poncaré Duality =⇒ (1)

• Hard Lefschetz =⇒
∃ω ∈ H2(M) s.t.

ωi∪ : Hn−i(M) ∼= Hn+i(M) =⇒ (2)

• R∗ := H∗(M)/(ω) : R2で生成される次数つき有
限代数

dim R2i = b2i − b2i−2 = hi− hi−1

Macaulayの結果 =⇒ (3)



注意．

単体的凸多面体Pの境界は，Sn−1上の単体分割を
与えている．

Sn−1上の単体分割から，f -vector, h-vectorが定ま
るが，それらの特徴付けは未解決．



3. トーラス多様体

定義. Tn 作用をもつ 2n次元C∞閉多様体を torus
manifoldと呼ぶ．

例．S2n(⊂ Cn × R) 上の T 作用として，
(z1, . . . , zn, y)→ (g1z1, . . . , gnzn, y)

S2n/Tn は次の図のような角付き多様体．位相的
にはn次元球．
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K: Sn−1の単体的セル分割

f -vector, h-vector 同様に定義．

例． K: ２つの２単体を境界で貼り合わせたもの
(f0, f1, f2) = (3, 3, 2),

h0t
3 + h1t

2 + h2t + h3

= (t− 1)3 + 3(t− 1)2 + 3(t− 1) + 2 = t3 + 1

ゆえ，(h0, h1, h2, h3) = (1, 0, 0, 1).



定理. 整数ベクトル (h0, h1, . . . , hn) (h0 = 1)が，
Sn−1のある単体的セル分割Kのh-vector
⇐⇒
次がすべて成立．
(1) hi = hn−i (∀i).
(2) hi ≥ 0 (∀i).
(3) hi > 0 (∀i) または ∑n

i=0 hi が偶数．

証明のアイデア．(=⇒ (3))
∃ torus manifold M s.t. ∂(M/T )∗ = Kとする．

hi(K) = b2i(M)

H2n
T (M)

IndT−−→ H0
T (pt) = Z� �=

H2n(M)
Ind−→ H0(pt) = Z

Atiyah-Bott-Berline-Vergne formulaより

IndT (w) =
∑

p∈MT

w|p
eT (τpM )

∈ Z

次の (1),(2)をみたすw ∈ H2n
T (M)を探す．

(1) H2
T (M)の元のn次多項式

(2) w|p = ±eT (τpM ) ∈ H2n
T (pt)

このようなwが見つかれば，あるhi = 0のとき，
|MT |は偶数．一方

|MT | = χ(M ) =
∑

b2i(M) =
∑

hi(K)



4. 基本事実２

M : toric manifold

L→M : T -複素直線束

H0(M ; L) =
∑

u:weight

mL(u)tu (mL(u) ∈ Z)

問題． H0(M ; L)（または mL(u)）を求めよ．

例. r : 自然数

L := (C2\{0})× C/ ∼ → CP 1.

(z0, z1, w) ∼ (hz0, hz1, h
rw) (h ∈ C∗)

[z0, z1, z
r−k
0 zk

1 ]
sk←− [z0, z1] (0 ≤ k ≤ r)は切断

H0(CP 1; L) = Cs0 ⊕ Cs1 ⊕ · · · ⊕ Csr

CP 1上のT 1作用を [z0, z1]→ [z0, gz1]とすると，上
の分解は固有空間分解．



局所的な考察

自明束 C
n × C→ C

n.

切断は，
(z, f (z))←− z (f(z) ∈ C[z1, . . . , zn])

ゆえ
H0(Cn; Cn × C) = C[z1, . . . , zn]

Cn 上の T -作用として
(z1, . . . , zn)→ (g1z1, . . . , gnzn)

を取ると，
C[z1, . . . , zn] =

⊕
b1≥0,...,bn≥0

Czb1
1 · · · zbn

n

は固有空間分解．



L→M に対して，∃モーメント写像
ΦL : M → Lie(T )∗ = R

n

θ : T -不変なLの接続形式
〈ΦL, X〉 = iXθ (X ∈ Lie(T ))

L : ample =⇒ ΦL(M): 格子凸多面体

定理 (Well-known). L : ample
=⇒

H0(M ; L) =
∑

u∈Φ(M)

tu

特に

�(Φ(M)) = dimC H0(M ; L) =

∫
M

ec1(L) td(M)



5. Ehrhart多項式

定理 (Ehrhart (1956)).
P：n次元格子凸多面体，q：自然数

=⇒
#(qP ) = anq

n + an−1q
n−1 + · · · + a1q + a0

an = vol(P ), an−1 =
1

2
vol(∂P ), a0 = 1



証明．P に対し，∃ ample L→M s.t. ΦL(M) = P .

#(P ) = dimC H0(M ; L) =

∫
M

ec1(L) td(M)

L� Lq のとき，P � qP .

#(qP ) =

∫
M

ec1(L
q) td(M)

ec1(L
q) = eqc1(L) = 1 + c1(L)q + · · · + c1(L)n

n!
qn + ..

td(M) = 1 + td1(M) + td2(M) + · · · + tdn(M)

∫
c1(L)n

n!
=

∫
M

ec1(L) = vol(P ) (Duistermaat-Heckmann)∫
M

tdn(M)(= Todd genus of M) = 1



定理 (Ehrhartの相互律).

#((qP )◦) = (−1)n#(−qP )

Serre duality

Hi(M ; L)∗ ∼= Hn−i(M ; L∗ ⊗ ∧nTM ∗)
から従う．



定理 (Pick (1899)). P：格子多角形
=⇒

#(P ) = Area(P ) +
1

2
#(∂P ) + 1.

Area(P ) = 13/2

#(P ) = 11

#(∂P ) = 7



6. Khovanskii-Pukhlikov formula

Ehrhartの定理
#(P ) =⇒ #(qP ) =⇒ vol(P )

Khovanskii-Pukhlikov formula

vol(P ) =⇒ vol(P (h)) =⇒ #(P )

P = {u ∈ R
n | 〈u, vi〉 ≤ ai}

h = (h1, . . . , hd) ∈ Rdに対し

P (h) := {u ∈ R
n | 〈u, vi〉 ≤ ai + hi}

td(∂/∂h) : =

d∏
i=1

∂/∂hi

1− e−∂/∂hi
(Todd operator)

=
d∏

i=1

(
1 +

1

2
∂/∂hi +

1

12
(∂/∂hi)

2 + . . .
)

定理 (Khovanskii-Pukhlikov (1993)).

td(∂/∂h) vol(P (h))
∣∣
h=0

= #(P )



7. トポロジーから見た一般化

M : torus manifold

L→M : 任意のT -複素直線束（C∞カテゴリー）

Riemann-Roch index

RRT (M, L) =
∑

u:weight

mL(u)tu ∈ R(T )

定理 (Karshon-Tolman, Karshon-Grossberg, M).
mL(u) ∈ Z はモーメント写像 ΦL : M → Lie(T )∗

で記述できる．


