
距離空間の収束と（非線型）変分収束

塩谷 隆 東北大学大学院理学研究科

変分収束理論とは一般にエネルギー汎関数の列の収束に関する一連
の理論を指す．ここでは測度距離空間 X, 距離空間 Y に対して L2 写
像 u : X → Y のエネルギー E(X,Y )(u) を考える．本講演の目標は，測
度距離空間の列 Xi が X へある自然な位相で収束し，Y がCAT(0) の
とき，エネルギー汎関数 E(Xi,Y ) の E(X,Y ) への収束性のついての桑江
氏との共同研究の結果 [8] を紹介することである．この応用として，曲
率 ≥ −1 の n次元アレキサンドロフ空間の列Xi が n次元のアレキサ
ンドロフ空間 X へ Gromov-Hausdorff 収束するとき，CAT(0) 空間 Y
へのエネルギー汎関数 E(Xi,Y ) がE(X,Y ) へ収束することが従う．ここ
に述べる結果はこまかい証明などにまだ未完成の部分があり，定理の
主張は変更の可能性があることをお断りしておく．
関連した事柄として，従来の（線形）変分収束理論については [1, 9]

を参照のこと．測度距離空間の収束 Xi → X の下での線形変分収束理
論（つまり Y = R の場合）については [4] でその formulation が確立
された（[5]はその概説である）．固定された空間 Xi = X 上の非線型
変分収束については，Jost [2] や，また最近 桑江氏によって研究され
ている．測度距離空間上のエネルギー汎関数の定義についての最初の
アイディアは Jost による．さらに Y = R のとき Sturm [10] によって，
また一般の完備距離空間 Y については [6, 7] でそれぞれ詳しく考察さ
れた．本稿での定義は Sturm [10] のアイデアを参考にした．

1. 距離空間の収束

ここでは Gromov-Hausdorff 収束を拡張して，局所コンパクトでな
い無限次元空間（写像の空間）についても取り扱えるようにする．

Xi, X を点つき距離空間，oXi
, oX をそれらの基点とする（i = 1, 2, . . .

あるいはもっと一般に {Xi} を有向系 {i} のネットとする）．直和
(
⊔

i Xi) �X 上の以下の条件 (a1)–(a3) を満たすような位相を {Xi, X}
の漸近関係と呼ぶ．
(a1) 基点は基点に収束する：oXi

→ oX．
(a2) 任意の x ∈ X に対して x へ収束する xi ∈ Xi が存在する．
(a3) Xi � xi → x ∈ X, Xi � yi → y ∈ X ならば dXi

(xi, yi) →
dX(x, y) が成り立つ．
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このような (
⊔

i Xi) � X 上の位相は必然的にハウスドルフになる．
写像列 fi : Xi ⊃ D(fi) → X について以下の条件を考える：

(b1) 任意の i に対して oXi
∈ D(fi) かつ fi(oXi

) = oX .
(b2) 任意の x ∈ X に対して，ある xi ∈ Xi が存在して，fi(xi) → x

(i → ∞)が成り立つ．
(b3) x, y ∈ X, xi, yi ∈ Xi が fi(xi) → x, fi(yi) → y (i → ∞) を満た

すとき，dXi
(xi, yi) → dX(x, y) が成り立つ．

また，写像列 gi : X ⊃ D(gi) → Xi について以下の条件を考える：
(c1) 任意の i に対して oX ∈ D(gi) かつ gi(oX) = oXi

.
(c2) D(gi) は i によらず，かつ X で稠密である．
(c3) 任意の x, y ∈ X に対して，dXi

(gi(x), gi(y)) → dX(x, y) が成り
立つ．

このとき，以下が簡単に証明できる．

補題 1.1. 次の (1)–(3) は同値である．
(1) {Xi, X} は漸近関係を持つ．
(2) (b1)–(b3) を満たすような {fi} が存在する．
(3) (c1)–(c3) を満たすような {gi} が存在する．
以下 {Xi, X}が漸近関係を持つと仮定する．(b1)–(b3)かつ「fi(xi) →

x =⇒ xi → x」を満たす写像列 fi，および (c1)–(c3) かつ「gi(x) → x,
∀x ∈ X」を満たす写像列 gi を {Xi, X} の漸近関係に付随した計量近
似と呼ぶ．{Xi, X}が漸近的コンパクトとは，xi ∈ Xi がdXi

(oXi
, xi) 


∞ ならば xi のある部分列が X のある元に収束するときを言う．

注意 1.1. (1) {Xi, X} が漸近的コンパクトならば X は有限コンパ
クト（任意の有界閉集合はコンパクト）．

(2) Xi, X が有限コンパクトとする．このとき，Xi が X へ点つき
Gromov-Hausdorff 収束することの必要十分条件は {Xi, X} が漸
近関係を持ち漸近的コンパクトであることである．

(3) {Xi, X} が漸近関係を持つとは，Xi が X へGromov-Hausdorff
収束することの拡張であると考えられるが，むしろ lim i Xi ⊃ X
の方が的確である．実際，{Xi, X} が漸近関係を持つならば，任
意の Y ⊂ X に対して {Xi, Y } が漸近関係を持つ．漸近関係を
持つ {Xi, X}が漸近的コンパクトならば，limi Xi = X と言って
良い．

(4) ここで定義した漸近関係と ultra-limit との関係は今のところ不
明である．

2. （非線型）変分収束理論

この原稿を通して，測度空間 X とは，Radon 測度 mX をもつ局所
コンパクトなポーランド空間（完備可分距離空間と同相な位相空間）と
する．
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X を測度空間，Y を点つき完備可分距離空間でその基点を oY とす
る．可測な２つの写像 u, v : X → Y の間の L2 距離を以下で定義する：

dL2(u, v) :=

(∫
X

dY (u(x), v(x))2dx

)1/2

.

ここで dxはX の測度mX に関する変数 x ∈ X での積分 dx := mX(dx)
を表す．（この原稿では，可測写像はほとんど至るところ値の等しいも
のは全て同一視する．）L2 空間を

L2(X, Y ) := { u : X → Y |可測かつ dL2(u, oY ) < ∞ }
と定義すると，これは dL2 に関して完備可分距離空間となる．定値写像
oY : X � x �→ oY を L2(X, Y ) の基点と定める．L2(X, Y ) は Y の基点
の取り方に従属することに注意．もし Y が 測地空間ならば L2(X, Y )
もそうであり，Y が CAT(0) ならば L2(X, Y ) もそうなる．
連続写像 u : X → Y のサポートを

supp u := { x ∈ X | u(x) = oY }.
と定義し，X から Y へのサポートがコンパクトな連続写像全体の集
合をC0(X, Y ) とおく．C0(X, Y ) は L2(X, Y ) で稠密になる．また，も
し Y が CAT(0) ならばC0(X, Y ) は Y の凸部分集合になる．

Xi, X を測度空間とする．写像 fi : Xi ⊃ D(fi) → X が測度近似で
あるとは，D(fi) が可測集合であり∫

D(fi)

u ◦ fi dmXi
→

∫
X

u dmX , ∀u ∈ C0(X, R),

が成り立つことと定義する．ここで R の基点は原点 0 であるとする．

注意 2.1. 普通は測度計量近似（測度近似かつ計量近似）を念頭に置い
ている．測度計量近似を持つ漸近関係は深谷氏の「測度つきGromov-
Hausdorff 位相」の拡張になっている．

以下，測度近似 fi : Xi ⊃ D(fi) → X が与えられたとする．写像
Φi : C0(X, Y ) → L2(Xi, Y ) を u ∈ C0(X, Y ) に対して

Φi(u)(x) :=

{
u ◦ fi(x) if x ∈ D(fi),

oY if x ∈ Xi \ D(fi),

と定義すると，これは以下の性質を持つ：
• Φi は計量近似である．{L2(Xi, Y ), L2(X, Y )} 上の漸近関係から
定まる直和 (

⊔
i L

2(Xi, Y ))�L2(X, Y )上の位相をL2 強位相，そ
の収束を L2 強収束と呼ぶ．以下，ui → u は L2 強収束を表す．

• Y が測地空間のとき，Φi は全測地的写像である．つまり，測地
線を測地線に写す．特に，Y が線形空間のとき，Φi は線形写像
になる．
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以下，Y を点つきの完備可分 CAT(0) 空間とする．すると上で述
べたように，L2(X, Y ) も完備可分 CAT(0) 空間となり，C0(X, Y ) は
L2(X, Y )の稠密な凸部分集合で，上で定義した計量近似 Φi : C0(X, Y ) →
L2(Xi, Y )は全測地的となる．像 Φi(C0(X, Y ))とその閉包（Ci と書く）
は L2(Xi, Y )の凸集合となる．ui ∈ L2(Xi, Y )が u ∈ L2(X, Y )へL2 弱
収束するとは，最短測地線 γi ⊂ L2(Xi, Y )が γ(0) = uなる最短測地線
γ ⊂ L2(X, Y ) へ収束するならば，Πγi

(ΠCi
(ui)) → u が成り立つことと

定義する．ここで，ΠA(x)は x ∈ L2(Xi, Y ) から凸集合 A ⊂ L2(Xi, Y )
への一番近い点とする（距離関数の凸性からこの様な点はただ一つで
ある）．
汎関数 Ei : L2(Xi, Y ) → [ 0,∞ ], E : L2(X, Y ) → [ 0,∞ ] を与え

る．Ei が E へMosco 収束するとは，以下の２条件 (M1), (M2) で定
義する．

(M1) ui ∈ L2(Xi, Y ) が u ∈ L2(Xi, Y ) へ弱収束するならば，E(u) ≤
lim Ei(ui) が成り立つ．

(M2) 任意の u ∈ L2(X, Y ) に対して，ある ui ∈ L2(Xi, Y ) が存在し
て， ui → u かつ Ei(ui) → E(u) が成り立つ．

{Ei}が漸近的コンパクトであるとは，ui ∈ L2(Xi, Y )がdL2(ui, oY )2+
Ei(ui) 
 ∞ を満たすならば，ui は収束部分列を持つことである．§1
の漸近的コンパクト性との類似に注意．
汎関数 E : L2(X, Y ) → [ 0,∞ ] のMoreau-Yosida 近似とは，次で定

義される汎関数 E(λ) : L2(X, Y ) → [ 0,∞ ] のことを言う：

E(λ)(u) := inf
v∈L2(X,Y )

(λE(v) + dL2(u, v)2), u ∈ L2(X, Y ), λ > 0.

もし E が下半連続かつ凸で E ≡ ∞ ならば，任意の u ∈ L2(X, Y ) に
対してある写像 Jλ(u) ∈ L2(X, Y ) がただ一つ存在して

E(λ)(u) = λE(Jλ(u)) + dL2(u, Jλ(u))2

をみたすことが分かる．この Jλ : L2(X, Y ) → L2(X, Y ) を E のレゾ
ルベントと呼ぶ．Y = R で E が L2(X, Y ) 上の閉２次形式のときは，
∆X を E の生成作用素とすれば Jλ = (I − λ∆X)−1 が成り立つことが
知られている．

定理 2.1. Y を完備可分 CAT(0) 空間とし，測度空間 Xi, X の間の測
度近似 fi : Xi ⊃ D(fi) → X が与えられたとする．Ei : L2(Xi, Y ) →
[ 0,∞ ], E : L2(Xi, Y ) → [ 0,∞ ] を共に下半連続かつ凸で恒等的に ∞
でない汎関数とする．もし Ei が E へ Mosco 収束するならば，任意の
λ > 0 に対して Ei のレゾルベント Jλ

i が E のレゾルベントJλ へ収束
する，つまり L2(Xi, Y ) � ui → u ∈ L2(X, Y ) ならば Jλ

i (ui) → Jλ(u)
が成り立つ．
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注意 2.2. Li, L を完備可分 CAT(0) 空間，Ci ⊂ Li を稠密な凸部分集
合，Φi : Ci → L を全測地的な計量近似とする．上の定理 2.1 はこの様
な一般の場合においても成り立つ．

3. 距離空間の間の写像のエネルギーと Sobolev 空間

この章ではX を測度距離空間（距離構造を持つ測度空間）で supp mX =
X （つまり勝手な開集合の測度が正）とし，Y を点つきの完備可分距
離空間とする．X の測度と距離構造を使って，写像 u ∈ L2(X, Y ) の
エネルギーを以下に定義しよう．r > 0 に対して，

ρr(dxdy) :=
χ{dX<r}(x, y)√

mX(B(x, r))mX(B(y, r))
dxdy, x, y ∈ X,

Er
(X,Y )(u) :=

∫
X×X\∆

dY (u(x), u(y))2

dX(x, y)2
ρr(dxdy)

とおく．ここで ∆ ⊂ X × X は対角集合，B(x, r) は中心 x 半径 r の
距離球，χA は集合A の特性関数，つまり，

χ{dX<r}(x, y) =

{
1 if dX(x, y) < r,

0 if dX(x, y) ≥ r.

エネルギー汎関数 E(X,Y ) : L2(X, Y ) → [ 0,∞ ] を Er
(X,Y ) の Γ 上極限

で定義する：

E(X,Y )(u) := Γ − lim
r↘0

Er
(X,Y )(u) := lim

t↘0
lim
r↘0

inf
v∈L2(X,Y )
dL2 (u,v)<t

Er
(X,Y )(v)

これは下半連続となる．さらに Y が CAT(0) ならば E(X,Y ) は凸関数
になる．明らかに定値写像 u のエネルギーは E(X,Y )(u) = 0 となる．

注意 3.1. 上は Γ 下極限

E(X,Y )(u) := Γ − lim
r↘0

Er
(X,Y )(u) := lim

t↘0
lim
r↘0

inf
v∈L2(X,Y )
dL2 (u,v)<t

Er
(X,Y )(v)

を採用しても良い．いつ E(X,Y ) = E(X,Y ) となるか，さらにこれらが
Er

(X,Y ) の点別極限に一致するかは考察すべき問題であろう．これにつ
いては [10, 6, 7] を参照せよ．

以下で (1, 2)-Sobolev 空間を定義する．

dW 1,2(u, v) :=
[
dL2(u, v)2 + {E(X,Y )(u)1/2 − E(X,Y )(v)1/2}2

]1/2
,

u, v ∈ L2(X, Y ),

W 1,2(X, Y ) := { u ∈ L2(X, Y ) | dW 1,2(u, oY ) < ∞ },
W 1,2

0 (X, Y ) := { u ∈ W 1,2(X, Y ) | suppu : compact }dW1,2
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注意 3.2. もし Y = R のときは，ここで定義した dW 1,2 から導入され
るW 1,2(X, R) 上の位相と，普通の W 1,2 ノルムから導入される位相は
同じになる．距離構造として同値であるかどうかは恐らく一般には成
り立たないと思われる．

Y = R の場合は，E(X,�) は閉２次形式となる．このとき X のラプ
ラシアン ∆X をその生成作用素で定義する．

4. 弱リップシッツ収束の下での変分収束

この章では測度距離空間のある収束（弱リップシッツ収束）を定義
して，その収束の下でエネルギー汎関数が Mosco収束することを示す．
また，エネルギー汎関数の列が漸近的コンパクトになるためのある条
件を与える．これらの応用として，アレキサンドロフ空間の収束につ
いて考察する．

X, Z を点つき測度距離空間とする．写像 f : X → Z と一点 x ∈ X
に対して，

dilx(f) := max


 lim

x1 �=x2∈X
x1,x2→x

dZ(f(x1), f(x2))

dX(x1, x2)
, lim
A⊂X, mX(A)>0,

A→x

mZ(f(A))

mX(A)


 ,

dil(f) := sup
x∈X

dilx(f)

とおく．ここで A → x は supa∈A dX(a, x) → 0 を表す．定数 L > 0 に
対して，

dL(X, Z) := inf{
∫

X

| log dilx(f)| dx +

∫
Z

| log dilz(f
−1)| dz

| f : X → Z は f(oX) = oZ なる双リップシッツ写像で

dil(f), dil(f−1) ≤ L を満す．}
Xi, X を点つき測度距離空間とする．Xi が X へコンパクト弱リッ

プシッツ収束するとは，oX を含む任意のコンパクト開部分集合 O ⊂ X
に対して，oY を含むコンパクト開部分集合 Oi ⊂ Y と定数 L > 0 が存
在して，dL(Oi, O) → 0 が成り立つことと定義する．ここで Oi, O の
基点はそれぞれ oXi

, oX とする．Xi が X へコンパクト弱リップシッ
ツ収束するとき，Xi と X の間に測度計量近似が得られる．

定理 4.1. Xi, X を点つき測度距離空間でW 1,2
0 (X, R) = W 1,2(X, R)を

満たすとし，Y を点つきの完備可分 CAT(0)空間とする．もし Xi が X
へコンパクト弱リップシッツ収束するならば，エネルギー汎関数 E(Xi,Y )

は E(X,Y ) へ Mosco 収束する．特にレゾルベントも収束する．さらに
Y = R のとき，ラプラシアンのスペクトルは σ(∆X) ⊂ lim i σ(∆Xi

) を
満たす．
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注意 4.1. 上の定理の仮定W 1,2
0 (X, R) = W 1,2(X, R)からW 1,2

0 (X, Y ) =
W 1,2(X, Y ) が従う．

測度距離空間 X の（弱）ポアンカレ定数(k ≥ 1, r > 0)を以下で定
義する：

PCk,r(X) := sup
u∈W 1,2(X,�),

x∈X

‖u − ūx,r‖L2(B(x,r);mX )

rE(B(x,kr)(u),�)(u)1/2
,

ūx,r :=

∫
B(x,r)

u dmX

mX(B(x, r))
.

ここで sup は分母がゼロにならない範囲でとる．

定理 4.2. Xi, X を点つき測度距離空間で，X をコンパクト，Y を有
限コンパクトな距離空間とする．{Xi, X} が漸近関係を持ち漸近的コ
ンパクトと仮定する．このとき，ある k ≥ 1 に対して

lim
r↘0

lim
i→∞

PCk,r(Xi) < ∞

ならば {E(Xi,Y )} は漸近的コンパクトである．特に {E(Xi,Y )} は Mosco
収束する部分列を持つ．

系 4.1. 上の定理 4.1, 4.2 両方の仮定の下で，

σ(∆X) = lim
i

σ(∆Xi
)

が成り立つ．

5. アレキサンドロフ空間の収束と変分収束

この章では前章で述べた定理をアレキサンドロフ空間に適用する．ア
レキサンドロフ空間の基本的な事柄については [13] などを参照のこと．

X を n次元アレキサンドロフ空間とする． δ > 0 に対して，部分集
合 Ŝδ ⊂ X を以下のように定義する．∂X = ∅ のとき Ŝδ は δ-特異集合
とする．∂X = ∅ のときは X をその double へ埋め込み，double の δ-
特異集合と X との共通部分を Ŝδ とする．Xδ := X \ Ŝδ とおく．次元
n のみに従属するある δn > 0 が存在して，Xδn はリップシッツリーマ
ン多様体になる．Xδn のリップシッツリーマン構造から定義される関
数のエネルギーは 3章で定義したものと（定数倍を除いて）同じにな
る（[6]）．

[11, 12] での証明を修正して以下が得られる．

定理 5.1. n ∈ N, κ ∈ R を定数とし，Xi, X を n 次元点つきアレキサ
ンドロフ空間で曲率 ≥ κ とする．もし Xi がX へ Gromov-Hausdorff
収束するならば，Xi はXδn へコンパクト弱リップシッツ収束する．

さらに以下が成り立つ．
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定理 5.2 ([3, 12]). X を n(≥ 2)次元アレキサンドロフ空間とするとき，

(1) Ŝδn は概極集合である．特に W 1,2
0 (Xδn , R) = W 1,2(Xδn , R) =

W 1,2(X, R) が成り立つ．
(2) X の弱ポアンカレ定数 PC3,r(X) は X の次元と曲率の下限のみ
に従属した定数以下である．

定理 4.1, 4.2, 5.1, 5.2 から最終的に次の定理が得られる．

定理 5.3. n ∈ N, κ ∈ R を固定する．Xi, X が n次元点つきアレキサ
ンドロフ空間で曲率 ≥ κ，Y を点つきの完備可分 CAT(0) 空間とする．
Xi が X へ点つきGromov-Hausdorff 収束するならば，

(1) E(Xi,Y ) は E(X,Y ) へ Mosco 収束する．特に，任意の λ > 0 に対
してレゾルベントの収束 Jλ

i → Jλ が成り立つ．
(2) もし X がコンパクトで Y が有限コンパクトならば，{E(Xi,Y )}
は漸近的コンパクトである．

この定理で Y = R のときは，[12, 4] で証明した．
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