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1This slide is available on http://slideshare.net/konn/lebesguesoloay
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自己紹介

石井大海（いしい・ひろみ）
筑波大学数理物質科学研究科数学専攻博士前期課程二年
専門：公理的集合論（塩谷研）

発表内容：修士論文の一部である実数の集合の正則性と拡
張 Solovayの定理について．
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背景：測度の問題

Lebesgue測度 実数の集合を図形と見做した時に長さに当る量．
測度の問題 任意の実数の集合に対し，測度が定義出来る

（可測）か？
Theorem 1 (Vitali)
R/Qの完全代表系は Lebesgue非可測．

証明をよく分析すると，以下が本質的に使われている：
選択公理 R/Qの完全代表系を取るのに使う．

平行移動不変性
可算加法性

可算個の R/Qで Rを覆って，
µ(R) = 0を結論するのに使う．

⇝ 本講演では選択公理の使用について詳しく見ていく．
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選択公理

選択公理：非空集合の族の直積は空でない．
⇝ 可算和定理（可算集合の可算和は可算）など，解析学・測
度論の展開に不可欠な定理を導く．

⋆ 実際には，従属選択公理（DC）があれば大半は十分！

∀R [∀x ∃y (x R y) =⇒ ∃⟨xn | n < ω⟩ (xn R xn+1)]

「可算上昇（下降）列が取れそうな局面では必ずとれる」
一方，R/Qの完全代表系を取るには連続体濃度の族に対
するフルパワーの選択公理が必要になる．

? 選択公理を従属選択公理に弱めれば，任意の集合を可測に
出来るのでは？

⇝ この疑問に答えたのがSolovay-Shelahの定理！
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Solovay-Shelahの定理

Theorem 2 (Solovay 1970 [5])
到達不能基数の存在が無矛盾なら，
ZF + DC + “任意の実数の集合が可測 (LM)”も無矛盾．

Theorem 3 (Shelah 1984 [4])
ZF + DC + LMが無矛盾なら，到達不能基数の存在も無矛盾．

到達不能基数：存在を仮定すると ZFCの無矛盾性が証明
出来るくらい大きな基数．特に，第二不完全性定理より
ZFCでその存在を証明出来ない．（詳細後述）

⋆ 特に，以下では Solovayの定理について詳しくみていく．
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Solovayの定理

Solovayの定理の正確なステートメントは以下の通り：

Theorem 2 (Solovay 1970)
κを到達不能基数とすると，Col(ω,< κ)による強制拡大におい
て，HODω は「ZF + DC + LM」の内部モデルとなる．

⋆ 以下，この主張を理解するのに必要な知識を紹介．
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到達不能基数

⋆ 到達不能基数は冪や極限で下から辿り着けない大きな基数

Definition 3
Vにより集合全体の宇宙を表す．
整列集合の順序型を順序数と呼び，順序数全体のクラス
をOnと書く．
基数：集合の濃度の同値類の代表元．選択公理の下で全て
の集合は整列可能なので，ZFCでは「それ未満からの全単
射がない順序数」として定義される．
ω：Nの順序型．可算選択公理の下で最小の無限基数．
ω1：ωより大きな最小の基数で，最小の非可算基数．
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到達不能 (cont.)

Definition 4
基数 κに対しその冪 2κ := |P(κ)|.
基数 κが正則 def⇐==⇒ ∀α < κ ∀f : α → κ ∃γ < κ [sup f < γ].
i.e. κはそれより小さな基数の極限で表現できない．
基数 κが強極限 def⇐==⇒ ∀λ < κ 2λ < κ.
i.e. κは下から冪を取る操作で辿り着くことが出来ない．
κが到達不能基数 def⇐==⇒ κ > ωで κは強極限かつ正則．

κ：到達不能基数の時，∅から冪集合を κ回取って得られ
る累積的階層 Vκは ZFCのモデルとなる．
⇝ 第二不完全性定理より，存在は ZFCの内部で証明出来ない．

⋆ 到達不能基数はこうした巨大基数の中でも最も大人しい．
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Solovayの結果

Solovayの定理の正確なステートメントは以下の通り：
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内部モデル

内部モデル 定義可能な推移的クラス (x ∈ y ∈ M =⇒ x ∈ M)
で，全ての順序数を含む ZFのモデル．

典型例：Gödelの構成可能宇宙 L · · · 定義可能な集合全体．
最小モデル．
内部モデルは集合論における相対無
矛盾性証明の道具の一つ．
内部モデルMが集合論の公理系 Γ

の下で公理系 ∆の内部モデル def⇐==⇒
各公理 φ ∈ ∆に対し，φに現れる量
化子を全てMに制限した相対化が，
公理系 Γの下で個別に証明出来る．

On VML

0

ω

! 内部モデルはメタ定義であることに注意．
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HODω：遺伝的順序集合列定義可能宇宙

Solovayの定理で主役となるのは，遺伝的順序集合列定義
可能宇宙 HODω！
Aが順序数列定義可能（

::::::::
A ∈ ODω） def⇐==⇒論理式 φ(x, y)と，

順序数列の可算列 σ ∈ ωOnがあって，A = { x | φ(x, σ) }．
見掛け上，V上の真理述語を用いていて定義不能に見える．
本当に内部モデル？

⋆ Levyの反映定理：論理式 φに対し，V |= φ ⇐⇒ Vα |= φ
となる α ∈ Onが存在する（メタ定理）．

⇝ これを用いれば範囲を適当な Vα に制限すれば定義可能！
Aが遺伝的順序数列定義可能（

:::::::::::
A ∈ HODω）

def⇐==⇒ trcl({A }) ⊆ ODω, i.e. Aは ODω の元だけで構成．
⋆ HODω は外側の宇宙と同じ実数を持つ！
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強制拡大

強制拡大：直感的には集合の宇
宙 Vに，外から理想的な元 Gを
追加した最小の宇宙 V[G]．

実際：Gの近似条件の成す擬順
序集合 Pを考える．
近似 p ∈ Pに対し Vに Gを加え
た宇宙 V[G]で成り立つ命題を調
べられる（強制定理）．

p ⊩P φ ……「p ∈ Pが Gの近似
なら V[G]で φが成り立つ」．

On V[G]V

0

ω

G

V[G]の元 xに対応する P-name ẋを Vの中で考えられる．
「P-値所属確率」つき集合．
⋆ V[G]から見れば Vは内部モデルになる．
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Levy崩壊 Col(ω,< κ)

⋆ Col(ω,< κ) : Levy崩壊．κを ω1に潰す強制法．

V

V[G]

0

ω

ωV
1

ωV
2

κ

= ω
V[G]
1

On
Vでは ωと κの間には無
数の基数が存在する．

各 ω < λ < κに対し，ωか
ら λへの全射を付け加え
て可算順序数にする．
V[G]では ωと κの間の基
数は死滅し，V[G]では κ
が ω1になる．

※ 潰された基数は順序数とし
ては生き残ることに注意！
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読み下し分

Theorem 2 (Solovay 1970)
κを到達不能基数とすると，Col(ω,< κ)による強制拡大に
おいて，HODω は「ZF + DC + LM」の内部モデルとなる．

（到達不能基数の無矛盾性の仮定の下で）選択公理を制限す
れば「任意の実数の集合」が可測になれることがわかった．
今回は立ち入らないが，Shelahの結果はこの逆が成り立つ
ことを示した．（Solovayは当初，到達不能基数は落とせる
と予想していた）

⋆ 以下，V[G]の HODω をSolovayのモデルと呼ぶ．
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⋆ 以下，V[G]の HODω をSolovayのモデルと呼ぶ．
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4. 殆んど至る所「ランダム」 I

Definition 4
Mを推移的モデルとする．実数 xがM上ランダム

def⇐==⇒ ∀B ∈ M [B : M の零 Borel集合 =⇒ x /∈ B∗].

B∗はMでの Bと同じ作り方をした V[G]の Borel集合
· · ·「k番目の基本開集合 Uk」「可算和」「補集合を取る」といっ
た「レシピ」を実数でコードすればよい．例：

c(0) = 0 ⇐⇒ Bc = Uc(1), c(0) = 1 ⇐⇒ Bc =
ωω \ Bc′

c(0) = 2 ⇐⇒ Bc =
∪

n<ω

B(c)n

ここで，c ∈ ωωに対し c′(k) = c(k + 1), (c)n(k) = c(⟨n, k⟩).
ここ解釈が「ちゃんと止まる」ものが Borelコード．
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4. 殆んど至る所「ランダム」 II

以上を踏まえると次のようにしてわかる：
「殆んど至る所ランダム」⇔「Nを M := V[G ↾ λ]に属する
零 Borel集合の全体とした時，∪

N∈N N∗ が V[G]で零集合」
Mに属するような Borel集合全体は高々 (2ℵ0)M個．
λ未満の基数を潰したMでも κは到達不能で (2ℵ0)M < κ．

⇝ V[G]から見るとMに属する Borel集合は可算個しかない．
⇝ 可算加法性から，V[G]で∪

N∗は零集合．
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Borel集合でランダム実数を捕まえる
ランダム実数は測度正 Borel集合の成す擬順序での強制法
（ランダム強制法 MB）で付け加わる実数と一対一に対応．

MBMは十分小さいので，MBMの後に再び Col(ω,< κ)で
拡大して V[G]に辿り着ける．
（Col(ω,< κ)の直積成分 <ωµのある種の普遍性が本質的）

Col(ω,< κ)の組合せ論的性質により，V[G]における閉論
理式の真偽は近似 pに依らず定まる．
MB拡大の「ランダム実数」を指すMBM-名称 ṙが定義可能

⇝ x ∈ A ⇐⇒ ⊩M[x]
Col(ω,<κ) φ(ṙ, σ̌)

⇐⇒ ∃D ∈ M
[
D ⊩M

MB “∅ ⊩Col(ω,<κ) φ(ṙ, σ̌)”
]

⇝ B :=
∪{

D∗
∣∣∣ D ∈ MBM,D ⊩MB “∅ ⊩Col(ω,<κ) φ(ṙ, š)”

}
が

求める Borel集合（可算和なので Borel）．
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⇝ x ∈ A ⇐⇒ ⊩M[x]
Col(ω,<κ) φ(ṙ, σ̌)
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Solovayの定理証明の概略

✓ 到達不能基数 κを ω1に潰す
✓ A ∈ HOD(ωOn)V[G]を実数の集合とする．論理式 φと
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✓ すると実数は殆んど至る所 V[G ↾λ]上「ランダム」になる．
✓ 他方，φ, σを使って Aに属するM上のランダム実数だけ
からなる Borel 集合 Bが定義出来る．

6 Borel集合は可測なので，以上から Aは可測集合と測度零
の差しかなく，従って可測となる．
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Solovayの原論文では，他にもBaireの性質と完全集
合性質についても同様な結果が示されていた．

⋆ 特に，Baireの性質についての証明は可測性と全く同様に
して出来る．

? 両者を統一的に記述することは出来ないか？
⇝ Khomskii [2]による，イデアルに付随した正則性！

Definition 5
次が成り立つ時，I ⊆ P(X)はσ-イデアルという：

1 A ∈ I,B ⊆ A =⇒ B ∈ I,
2 ∀ { An ∈ I | n < ω }

∪
n<ω An ∈ I

I+ := { B ∈ B | B /∈ I }. 但し，Bは Borel集合族．
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正則性

Definition 6 (Khomskii 2012)

A ⊆ RがI-正則 def⇐==⇒

∀B ∈ B \ I ∃C ∈ B \ I [C \ B ∈ I ∧ (C ⊆ A ∨ C ∩ A = ∅)].

⋆ どんな I-正集合も，縮めれば正集合のまま Aに含まれるか，
交わらないようにできる．

A BC C

27 / 34



自己紹介と背景
Solovayの定理

Solovayの定理の証明
Khomskiiによる一般化と今後の課題

参考文献

正則性

Definition 6 (Khomskii 2012)

A ⊆ RがI-正則 def⇐==⇒

∀B ∈ B \ I ∃C ∈ B \ I [C \ B ∈ I ∧ (C ⊆ A ∨ C ∩ A = ∅)].

⋆ どんな I-正集合も，縮めれば正集合のまま Aに含まれるか，
交わらないようにできる．

A BC C

27 / 34



自己紹介と背景
Solovayの定理

Solovayの定理の証明
Khomskiiによる一般化と今後の課題

参考文献

正則性

Definition 6 (Khomskii 2012)

A ⊆ RがI-正則 def⇐==⇒

∀B ∈ B \ I ∃C ∈ B \ I [C \ B ∈ I ∧ (C ⊆ A ∨ C ∩ A = ∅)].

⋆ どんな I-正集合も，縮めれば正集合のまま Aに含まれるか，
交わらないようにできる．

A BC C

27 / 34



自己紹介と背景
Solovayの定理

Solovayの定理の証明
Khomskiiによる一般化と今後の課題

参考文献

正則性

Definition 6 (Khomskii 2012)

A ⊆ RがI-正則 def⇐==⇒

∀B ∈ B \ I ∃C ∈ B \ I [C \ B ∈ I ∧ (C ⊆ A ∨ C ∩ A = ∅)].

⋆ どんな I-正集合も，縮めれば正集合のまま Aに含まれるか，
交わらないようにできる．

A BC C

27 / 34



自己紹介と背景
Solovayの定理

Solovayの定理の証明
Khomskiiによる一般化と今後の課題

参考文献

正則性

Definition 6 (Khomskii 2012)

A ⊆ RがI-正則 def⇐==⇒

∀B ∈ B \ I ∃C ∈ B \ I [C \ B ∈ I ∧ (C ⊆ A ∨ C ∩ A = ∅)].

⋆ どんな I-正集合も，縮めれば正集合のまま Aに含まれるか，
交わらないようにできる．

A BC C

27 / 34



自己紹介と背景
Solovayの定理

Solovayの定理の証明
Khomskiiによる一般化と今後の課題

参考文献

イデアルと正則性の例

以下はいずれも σ-イデアル

null :=
{

A ⊆ R
∣∣ A : Lebesgue零集合

}
,

meager :=
{

A ⊆ R
∣∣ A :痩せ集合

}
⋆ A：可測 ⇐⇒ A: null-正則，

A：Baireの性質を持つ ⇐⇒ A: meager-正則．
他の正則性の例：完全 Ramsey性など．
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Khomskiiの一般化 Solovayの定理

Theorem 7 (Khomskii 2012)
Iを射影的な σ-イデアルとし，I+が適正 (proper) という性質を
満たす順序集合であるとする．この時，Solovayのモデルで，任
意の実数の集合は I-正則性を持つ．

射影的 定義式が実数上の量化子だけで書けていること．
適正 順序集合に関する或る種の組合せ論的性質．

⋆ 証明はほぼオリジナルの Solovayの定理と同様．ただし，
「ランダム実数」に対応する「I-生成的実数」の定義は正則
性の定義にあわせて変更する必要がある．
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Future Work I

Solovayの定理の一般化 適正よりも弱い条件（半適正や急
峻の対応物）で示せないか？

Solovayのモデルでの数学の分析 Wright [6]をはじめとして，
代替的な体系として ZF + DC + BP + LMで解析学
展開する論がある．その集約・発展と，より強い
巨大基数から出発して，新たな結果を得られない
かを試す．
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Future Work II

Solovayの定理の形式化 計算機上で Solovayの定理の証明を形
式化する．
⇝ ある種の仮定の下で，定義論理式から測度を
計算するプログラムが抽出出来ないか？（超
楽観的な観測）

Shelahの定理の一般化 Solovayの定理の逆である Shelahの定
理は，そのままのステートメントとしては一般化
されていない．Khomskiiによるイデアル正則性に
まで拡張出来ないか？
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