
4次元トーラス上の正則レフシェッツペンシルの一意性
早野　健太（北海道大学）

1. 主定理

T を 4次元トーラスとする (つまり T = (S1)4)．本稿では以下の定理の証明を与える (種々

の用語の定義は次節参照)．

定理 1.1 (Hamada-H.). f0, f1を T 上の正則なレフシェッツペンシルとし，f0の種数が 6以上，

あるいは f0の divisibilityは 2以上であると仮定する．このとき f0と f1の種数と divisibility

が一致すれば，f0と f1は同型となる．

注意 1.2. 定理 1.1で仮定が必要な理由は，定理 3.23が補題 3.22の条件 (∗)が満たされるとい

う仮定のもとでしか成立しない，というところにある．補題 3.24と補題 3.25において，定理

1.1の仮定のもとであれば条件 (∗)が満たされるということは示している．筆者は定理 1.1の仮

定がなくても条件 (∗)が満たされると予想しているが，本稿を執筆している時点 (2016年 1月

末)ではそれを証明できていない 1．

本稿は主に「微分トポロジー１６」の予稿として活用していただくために執筆されているが，

それに加えて筆者自身が証明や周辺の知識を再確認する，という目的もある．そのため一部の

読者には説明や証明が冗長であると感じられるかもしれないが，それは筆者の知識不足ゆえの

ことであると理解し，どうかご容赦いただきたい．

2. 用語の意味の確認

以下，本稿では特に断らない限り，多様体は全て可微分，有向，連結，コンパクトであると

仮定する．

2.1. レフシェッツペンシル

定義 2.1. X を 4 次元多様体，B ⊂ X を空でない有限集合 (base locus とよぶ) とする．

f : X \B → CP1がレフシェッツペンシル (本稿では LPと略記する．またBが文脈から明ら

かである，あるいは明示する必要のないとき，有理型写像と同様，f : X −→ CP1と表すこと

にする)であるとは，以下を満たすときをいう：

1. f の臨界点集合への制限が単射，

2. f の臨界点は全て Lefschetz型，つまり任意の x ∈ Crit(f)に対し，x，f(x)のまわりの

向きに適合する複素座標 (U,φ), (V, ψ)が存在し，ψ ◦ f ◦ φ−1(z, w) = zwとなる，

3. 任意の x ∈ Bに対し，xのまわりの向きに適合する複素座標 (U,φ)と，向きを保つ微分

同相 ϕ : CP1 → CP1が存在し，ϕ ◦ f ◦ φ−1(z, w) = [z : w]となる．

x ∈ CP1を f の正則値とすると，F = f−1(x)はXの部分多様体となる．F の種数を f の種数

という．またこの F を用いて定義される以下の値を f の divisibilityという：

max
{
n ∈ Z

∣∣∣ ∃α ∈ H2(X;Z) s.t. [F ] = nα
}
∈ Z>0.

13.4節で定義する φZ が TZ 全体で定義されている場合，すなわち g ≥ 4の場合なら (φZ を直接調べることで)

何とかなるかもしれない (実際 (d, g) = (2, 5)の場合は何とかできた．補題 3.25参照)．また g = 3のときについ
ては，[5, Exercise 10.1]が関係している気がしている．



ここでB ̸= ∅であることから F は自己交差を持つ，特に [F ]は torsionではない (だからmax

をとることができる)ということに注意する．Xが複素多様体で，Lefschetz特異点の標準形を

与える複素座標，および３つめの条件に現れる複素座標と微分同相 ϕとして両正則なものがと

れるとき，その LPは正則であるという．

定義 2.2. fi : Xi −→ CP1 を種数 g の LPとする (i = 1, 2)．微分同相 Φ : X1 → X2 と

ϕ : CP1 → CP1 で，以下の図式を可換にするものが存在するとき，f1 と f2 は同型であると

いう：
X1

Φ−−−−→ X2

f1

y yf2
CP1 ϕ−−−−→ CP1.

定義より f1と f2が同型であれば，その種数と divisibilityは一致するが，逆は一般には成立し

ない (例えば [1]に例がある) 2．

X を複素多様体，U ⊂ X を開集合，f : U → Cを正則写像，x ∈ U を f の臨界点とする．

xのまわりの座標近傍 (z1, z2)において
∂f

∂zi
(x) = 0 (i = 1, 2)であるから，複素ヘッセ行列

Hess(f)x =

(
∂2f

∂zi∂zj
(x)

)
i,j

の行列式が 0であるかどうか，は座標近傍の取り方によらない．以

下の補題は Lefschetz特異点を複素ヘッセ行列により特徴づける．

補題 2.3 ([7, Lemma 2.11]). f の臨界点 x ∈ U が Lefschetz特異点であるための必要十分条件

は det (Hess(f)x)が 0でないということである．

2.2. 豊富な直線束と偏極

定義 2.4. X をコンパクト複素多様体，Lをその上の正則直線束，Γ(L) = H0(X;OL)を Lの

正則切断全体からなるベクトル空間とする．このとき Γ(L)は有限次元であるということが知

られている．s0, . . . , sN を Γ(L)の基底とする．Lの局所自明化を介して siはX の開集合から

Cへの写像とみなすことができ，さらにそれらを用いて

φL : X \BL → CPN , φL(x) = [s1(x) : · · · : sN (x)]

が定義できる (ただしBL = {x ∈ X | s1(x) = · · · sN (x) = 0})．BL = ∅で φLが埋め込みとな

るとき，Lはとても豊富であるといい，ある n ∈ Z>0に対し L⊗nがとても豊富になるとき，L

は豊富であるという．

上の φLの構成において，Γ(L)の基底の代わりに独立な切断 s0, s1を用いれば，XからCP1

への写像が構成できる．この写像を [s0 : s1] : X −→ CP1 と表すことにする．[s0 : s1]は

Bs0,s1 = {x ∈ X | s0(x) = s1(x) = 0}上では定義されない，ということに注意する．

補題 2.5. x ∈ Bx0,s1 において定義 2.1の３つ目の条件にある座標近傍と微分同相がとれると

いうことと，(ds0)x, (ds1)xが一次独立であるということは同値である．

補題 2.5の証明. (U,φ)を，対応する直線束が自明となるような xのまわりの座標近傍とし，U

は φを介してC2と同一視し，直線束のU への制限も適当な自明化を用いてU ×Cと同一視す

2T 上の正則 LPに限れば逆も成立する，というのが本稿の主定理である．



る．このとき s0, s1はC2からCへの正則写像とみなせる．S = (s0, s1) : C2 → C2とする．逆

写像定理より xが Lefschetz型の base pointであることと，dSxが同型であることは同値であ

り，さらに後者は (ds0)x, (ds1)xが一次独立であるということと同値である．

定義 2.6. Λを C2の格子とし，T = C2/Λを複素トーラスとする．H2(T ;Z)の元で，T 上の

豊富な直線束の Chern類として実現されるものを，T の偏極という．自然な同型H1(T ;Z) ∼=
Hom(Λ,Z)より，同型H2(T ;Z) ∼= ∧2 Hom(Λ,Z) ∼= Alt(Λ,Z)が誘導される．ただしAlt(Λ,Z)

はΛ上のZに値を持つ交代形式全体である．この同型により，偏極はΛ上の交代形式とみなす

ことができる．さらにE ∈ Alt(Λ,Z)が正則直線束のChern類であれば，E(iv, iw) = E(v, w)

を満たす ([5, Proposition 1.1.6])．このような交代形式から，以下の対応でC2上のHermite形

式H が得られる：

H(v, w) = E(iv, w) + iE(v, w).

ただし E は C2上の交代形式に拡張されている．この対応は E(iv, iw) = E(v, w)を満たす Λ

上の交代形式全体と，C2上のHermite形式全体との間の１対１対応を与えるので，偏極はC2

上のHermite形式ともみなせる．Λの，交代形式Eに関するシンプレクティック基底をうまく

とれば，Eの表現行列は

(
0 D

−D 0

)
となる．ただしD = diag(d1, d2)は対角行列で，d1|d2で

ある．このD，あるいは対 (d1, d2)を偏極Eの型という．

2.3. 解析的集合

X を複素多様体とし，A ⊂ X とする．任意の x ∈ Aに対し xの (X における)開近傍 U と，

U 上定義された正則関数 f1, . . . , frが存在し，A∩U = {y ∈ U | f1(y) = · · · fr(y) = 0}となる
とき，AをX の解析的集合であるという．A ⊂ X を解析的集合とする．x ∈ Aに対し，xの

開近傍 U ⊂ X で，A ∩U がX の複素部分多様体となるものがとれるとき，xをAの正則点と

いい，そのようなU が xに対し存在しないとき，xをAの特異点という．Aの正則点全体，特

異点全体をそれぞれ reg(A)，sing(A)で表す．x ∈ reg(A)に対し，その近傍の複素多様体とし

ての次元をAのxにおける次元といい，dimx(A)で表す．この次元を用いて，Aの次元を以下

のように定義する．

dim(A) = max
x∈reg(A)

dimx(A).

以下の定理より reg(A) ̸= ∅なので，dim(A)は確かに定義される．

定理 2.7 ([2, Theorem 2.3, Theorem 5.2.2]). 解析的集合 A ⊂ X に対し，reg(A)は Aの稠密

な部分集合である．さらに sing(A)も解析的集合であり，dim(sing(A)) < dim(A)である．

X,Y を複素多様体，A ⊂ X を解析的集合，f : A→ Y を連続写像とする．任意の x ∈ Aに

対し xのX における開近傍 U と正則写像 F : U → Y が存在し，F |U∩A = f |U∩Aとなるとき，

f は正則であるという．以下の定理は後の議論で度々必要となる．

定理 2.8 ([2, Theorem 5.8]). f : A→ Y を解析的集合Aから複素多様体 Y への固有な (つまり

コンパクト集合の逆像がコンパクトとなるような)正則写像とする．このとき f(A) ⊂ Y も解

析的集合であり，その次元はmax{dimz(A)−dimz(f
−1(f(z))) | z ∈ reg(f−1(f(z)))∩ reg(A)}

である (z ∈ Aに対し f−1(f(z))は解析的集合であるということに注意する)．



3. 主定理の証明

3.1. 正則な LPに付随する豊富な直線束

まずこの節で以下の主張を示す．

定理 3.1. T 上の任意の正則な LP f に対し，ある豊富な直線束 L → T と s0, s1 ∈ Γ(L)が存

在し，f = [s0 : s1]となる．

証明は [4, Chap. 1,§.4]の議論とほぼ同様であるが，多様体全体で定義されていない写像を扱

うため，少しだけ工夫が必要である．

定理 3.1の証明. f : T \B → CP1を種数 gの正則な LPとする．Bの十分小さい近傍⊔iDiと，

正則同型 Φi : Di → Φi(Di) ⊂ C2で，f ◦ Φ−1
i (z0, z1) = [z0 : z1]となるものをとっておく (LP

の定義ではCP1の自己同型も必要であるが，CP1の自己同型は全てC2の線形写像に持ち上が

ることから，Φiをうまくとることで LPの定義に現れる CP1の自己同型は恒等写像であると

仮定できるということに注意する)．Φi(x) = (Φ0
i (x),Φ1

i (x))とする．

簡単のため [0 : 1] ∈ CP1は f の臨界点ではないと仮定する．Ui = {[z0 : z1] ∈ CP1 | zi ̸= 0}
とし，φi : Ui → Cを φ0([z0 : z1]) = z1/z0，φ1([z0 : z1]) = z0/z1で定義する．複素多様体 Lf

を

Lf = (f−1(U0) × C) ⊔ (f−1(U1) × C) ⊔i (Di × C)/ ∼

で定義する．ただし，同値関係∼は以下の対が同一視されるように定義する：

• x ∈ f−1(U0 ∩ U1)に対し (x, z) ∈ f−1(U0) × Cと (x, φ1(f(x))z) ∈ f−1(U1) × C，

• x ∈ f−1(U0) ∩Diに対し (x, z) ∈ f−1(U0) × Cと (x,Φ0
i (x)z) ∈ Di × C，

• x ∈ f−1(U1) ∩Diに対し (x, z) ∈ f−1(U1) × Cと (x,Φ1
i (x)z) ∈ Di × C.

Lf は (自然な射影により) T 上の直線束となる．因子D[0:1]は，f−1(U0)，f−1(U1)，Di上で

それぞれ定数関数 1，φ1 ◦ f，Φ0
i の零点集合となるから，Lf はD[0:1]に対応する直線束である．

s0 : T → Lf を次のように定義する．

s0(x) =


(x, 1) ∈ U0 × C ⊂ Lf (x ∈ f−1(U0))

(x, φ1(f(x))) ∈ U1 × C ⊂ Lf (x ∈ f−1(U1))

(x,Φ0
i (x)) ∈ Di × C ⊂ Lf (x ∈ Di).

Lf の構成からこの写像は well-definedであり，Lf の正則な切断となる．さらに s1 : T → Lf

を次のように定義する．

s1(x) =


(x, φ0(f(x))) ∈ f−1(U0) × C ⊂ Lf (x ∈ f−1(U0))

(x, 1) ∈ f−1(U1) × C ⊂ Lf (x ∈ f−1(U1))

(x,Φ1
i (x)) ∈ Di × C ⊂ Lf (x ∈ Di).

この写像もwell-definedで，Lf の正則な切断となる．定義から s−1
0 (0) = f−1([1 : 0])，s−1

1 (0) =

f−1([0 : 1])であるから，s−1
0 (0) ∩ s−1

1 (0)は f の基点集合 Bと一致し，さらに s0と s1から誘

導される写像

[s0 : s1] : T \B → CP1 : x 7→ [s0(x) : s1(x)]



は f と一致する．

最後に，定理 3.1を示すためには Lf が豊富であるということを示せばよいが，それは次の

定理から従う．

定理 3.2 (Ch. 4, Prop.5.2 in [5]). T 上の直線束 Lに対し次の２つの条件は同値．．

1. Lは豊富．

2. Lは非自明な正則切断を持ち，c21(L) > 0．

Lf に対しては定理 3.2の条件 2を容易に確かめることができる．実際 Lf の非自明な正則切断

は既に構成しているし，Dxに代表されるホモロジー類が c1(Lf )のポアンカレ双対になること

と，Dxの自己交差が基点の個数と一致することから，c21 > 0であることも確かめられる．以

上より定理 3.1は示された．

注意 3.3. 証明を見てもわかる通り， (豊富とは限らない)正則直線束を対応させるだけなら一

般の複素多様体でも可能である．得られる正則直線束の豊富性を示す際に，全空間が T である

こと (特に定理 3.2)を用いている．

3.2. 偏極つきアーベル曲面のモジュライ空間とTheta関数

Hgで g× g複素対称行列で，虚部が正定値であるもの全体とする．これは対称行列からなる

空間の開部分多様体で g(g+1)
2 次元である．アーベル曲面の偏極の型としてD = diag(d1, . . . , dg)

を一つ固定する．Z ∈ Hg に対し，ΛZ を (Z,D)の列ベクトルを並べて得られる Cg の 2g個の

ベクトルの対とする．Z の虚部が正定値であることから，ΛZ は Cg の格子を与える．この格
子も同じ記号 ΛZ で表すことにし，TZ = Cg/ΛZ とする．さらにHZ = Im(Z)−1とする．HZ

を Cg 上の Hermite形式とみなし，基底 ΛZ に関して行列表示すると，
(

0 D

−D 0

)
となる．特

にHZ は TZ の偏極を与える．対応 Z 7→ (TZ ,HZ ,ΛZ)のもと，Hg は偏極とそれに付随する交

代形式のシンプレクティック基底の組のモジュライ空間となっている ([5, Proposition 8.1.2])．

補題 3.4. H2において，分裂するもの全体の集合は正の余次元を持つ可算個の解析的集合の和

集合に含まれる．

証明. End(T )で，Tの正則な自己準同型全体からなる環とする．まず主張を示すには「End(TZ) ∼=
Zとならない Z 全体が H2の中で正の余次元を持つ」ということを示せば十分である，という

ことを見ておく．アーベル曲面 T が楕円曲線の直積E1 ×E2と同型であると仮定する．このと

き T = E1 × E2の自己準同型として次の２つが考えられる．

φ1 : E1 × E2 → E1 × E2, φ1(x, y) = (x, 0),

φ2 : E1 ×E2 → E1 × E2, φ2(x, y) = (0, y).

ただし 0は楕円曲線の単位元である．もし End(T ) ∼= Zであれば nφ1 = mφ2となる n,m ∈ Z
が存在するが，両辺に (x, y) ∈ E1 × E2を代入すると，(nx, 0) = (0,my)となり，n = m = 0

となるが，φ1, φ2は自明な準同型ではないので，これは矛盾する．よってEnd(T ) ≇ Zとなる．
次に前段落の「」内の主張を示す (この主張は [5, Exercise 8.1]の一部であるが，解答がつ

いていないのでここで証明しておく)．φ : TZ → TZ を正則な準同型とする．このとき Φ =

dφ0 : T0TZ → T0TZ は C-線形写像であり，これは φの C2 への持ち上げと一致する．Φが

TZ に正則写像を誘導するということから，Φは格子 (Z,D)Z4を (Z,D)Z4内に写す．特に制



限 ϕ = Φ|(Z,D)Z4 : (Z,D)Z4 → (Z,D)Z4はアーベル群の準同型となる．ϕの，(Z,D)Z4の基

底 (Z,D)に関する表現行列をM =

(
a c

b d

)
∈ M4(Z)とする (a, b, c, d ∈ M2(Z))．このとき

(ϕ(Z), ϕ(D)) = (Z,D)M = (Za+Db,Zc+Dd)である．一方DはC2のC-ベクトル空間として

の基底であるから，ZはDの一次結合で表すことができる．実際G = D−1Zとおくと，Z = DG

である．両辺にΦを作用させると，Φ(Z) = Φ(D)Gを得る．ここでΦ(Z) = ϕ(Z),Φ(D) = ϕ(D)

であることから，

Za+Db = (Zc+Dd)D−1Z (1)

を得る 3．つまり，M が格子に誘導する準同型の表現行列になるような，TZ 上の自己準同型が

存在するためには，Zは等式 (1)を満たさなければならない．式 (1)を変形すると，ZcD−1Z−
Za + DdD−1Z = Dbとなる．Z に関する次数をみると，これが自明な等式となるためには

Z によらず ZcD−1Z = DdD−1Z − Za = bD = 0となる必要があることがわかる．このとき

まず第３式より b = 0．さらに第１式と第２式の各成分を計算すると，Z の成分の係数が 0に

なるためには c = 0, a = d = nI(n ∈ Zで I は単位行列)となる必要があることがわかる (逆

に b = c = 0, a = d = nI のとき，対応する準同型は n倍写像であり，これは常に存在する)．

よってM =

(
a c

b d

)
∈ M4(Z)に対し SM = {Z ∈ H2 | Za + Db = (Zc + Dd)D−1Z}とする

と，M ̸= nI であれば SM は余次元１の解析的集合となり，Z ∈ h2 \ (∪M ̸=nISM )であれば，

End(TZ) ∼= Zとなる．以上より主張が示された．

連結準同型 c1 : H1(X;O∗
X) → H2(X;Z)の像，すなわち正則直線束の Chern類となり得るコ

ホモロジー類全体をNéron-Severi群といい，NS(X)で表す．補題 3.4の証明中の結果 (+α)

を用いれば，以下の補題も示すことができる．

補題 3.5 (cf. [5, Exercise 8.1]). H2において，NS(X) ∼= Zとならないもの全体の集合は正の
余次元を持つ解析的集合の可算和に含まれる．

補題 3.5の証明. 補題 3.4の証明における議論から，End(X) ∼= Zであれば，NS(X) ∼= Zを示
せば十分である．[5, Proposition 5.2.1]より，NSQ(X) = NS(X)⊗Qと EndQ(X) ∼= Qのある
Q-部分空間は同型である．よって NSQ(X) ∼= Qとなる．NS(X)は自由アーベル群で階数は 1

であるから Zと同型である．

補題 3.6. d1d2 ≥ 5であれば，とても豊富ではない直線束の Chern類となる H2 の元全体は，

H2の正の余次元を持つ解析的集合の可算和に含まれる．

補題 3.6の証明. まず d1 ≥ 3であれば [5, Theorem 4.5.1]より全ての型が (d1, d2)の直線束は

とても豊富である．また d1 = 2, d2 ≥ 4であれば，[5, §.10.1]にある通り，型が (d1, d2)の直

線束は底空間が分裂しなければとても豊富となる．よって補題 3.4よりこの場合でも主張が従

う．最後に d1 = 1, d2 ≥ 5とすると，[5, Theorem 10.4.1]より，T 上の型が (d1, d2)の直線束

Lがとても豊富ではないための必要十分条件は，X が C · L = 2となる楕円曲線をもつことで

ある．C は楕円曲線であるから随伴等式より C2 = 0である (KT = 0から従う)．特に C,Lは

H2(T ;Z)において一次独立である．一方CはXの因子と思うこともできるから，NS(X)の階

数は 2以上となる．よって補題 3.5より主張が従う．

3[5, Exercise 8.1]のヒントとは少し異なるが，これは群の作用のさせ方によるもので，本質的な差はない．



Z ∈ H2に対し，TZ上のHZをChern類として持つ直線束全体を考える．[5, Corollary 2.5.4]

により，HZ をChern類に持つ直線束が一つ与えられれば，TZ からそのような直線束全体への

全射が引き戻しにより得られる．特にHZ をChern類に持つ２つの直線束に対応する LPの同

型類全体にも一対一対応があるため，「LPの同型類全体を考える」という目的のうえでは，各

HZ に対し直線束を一つ構成し，その正則切断全体の空間の基底を一つ与え，それらを調べれ

ば十分である．

TZ の普遍被覆は C2であり，C2上の正則直線束は全て自明であるから ([5, Lemma 2.1.1])，

TZ 上の正則直線束の切断を与えることと，C2上のある二重周期関数を与えることは同値であ

る．この二重周期関数がTheta関数と呼ばれるものである．HZ をChern類に持つ直線束の切

断に対応する Theta関数の組を一つ与え，それが Z に滑らかに依存する，ということを見て

おく (ここに記す内容の詳細は [5, Chap. 2, §.2]に書いてある)．

格子 ΛZ のうち，Z,Dで張られる部分加群をそれぞれ Λ1
Z ,Λ

2
Z とし，そのRベクトル空間と

しての拡張を V 1
Z , V

2
Z する．χZ : C2 → S1を次のように定義する：

χZ(v1 + v2) = exp(πi Im(HZ)(v1, v2))，ただし vi ∈ V i
Z .

この χZ を用いて，a = aZ : ΛZ × C2 → C×を次のように定義する：

aZ(λ, v) = χZ(λ) exp
(
πHZ(v, λ) +

π

2
HZ(λ, λ)

)
.

V 2
Z = ⟨D⟩は Rベクトル空間としては 2次元であるが，Cベクトル空間としては C2 を生成

する．Im(HZ)は V 2
Z 上自明であり，HZ は Hermite形式であるから，HZ |V 2

Z×V 2
Z
は対称形式

である．この対称形式を C-線形に拡張したものを BZ : C2 × C2 → Cとする．これを用いて
ϑ00Z : C2 → Cを次のように定義する：

ϑ00Z (v) = exp
(π

2
BZ(v, v)

) ∑
λ∈Λ1

Z

exp
(
π(HZ −BZ)(v, λ) − π

2
(HZ −BZ)(λ, λ)

)

Z = (z1, z2) (zi ∈ C2)とし，0 ≤ e1 < d1，0 ≤ e2 < d2に対し，we1,e2 =
e1
d1
z1 +

e2
d2
z2とする．

ϑe1,e2Z : C2 → Cを次のように定義する：

ϑe1,e2Z (v) = aZ(we1,e2 , v)−1ϑZ(v + we1,e2).

このとき，集合 {ϑe1,e2Z | 0 ≤ e1 < d1, 0 ≤ e2 < d2}がHZ を Chern類に持ち，aZ を保型形式

とする直線束 LZ の切断の空間の基底となる ([5, Theorem 2.2.7])．上の構成から各 e1, e2に対

し，ϑe1,e2Z はZに滑らかに依存する，すなわちH2 ×C2 → C，(Z, v) 7→ ϑe1,e2Z (v)は可微分写像

であるということがわかる (HZ = Im(Z)−1であるから正則であるとは限らない 4ということ

に注意しておく)．

3.3. ペンシルが LPとなるための条件

この節では直線束に由来するペンシルが LPとなるための条件について考察する．[7, §.2.1.1]

において一般の複素多様体上の，とても豊富な直線束に対して行われている議論を，アーベル

曲面上の，とても豊富とは限らない，豊富な直線束に対して行う．まず以下の簡単な補題を示

しておく．

4多分正則ではないし，この写像の (非)正則性はあまり重要ではない．



補題 3.7. (1, d)型の偏極を持つ正則直線束は LPを与えるならば分裂しない．

補題 3.7の証明. 対偶を示す．(1, d)型の偏極Lが分裂すると仮定し，T ∼= E1×E2とする．こ

のとき φL(x, y) = [s(x)t1(y) : · · · : s(x)td(y)]と表せる．特に φLは s−1(0) ×E2上で定義され

ないから，φLに射影を合成して得られるCP1への射も s−1(0)上定義されない．sは楕円曲線

の次数 1の直線束の非自明な切断であり，特に s−1(0)は空ではない．よって φLと射影の合成

は複素余次元 1の多様体上定義されないので，LPになり得ない．

Z ∈ H2を一つとる．d1 ≥ 2であれば φZ = φLZ
は TZ 全体で定義され，また d1 = 1であっ

ても d2 ≥ 3であり，TZ が分裂しなければ φZ は TZ 全体で定義される ([5, Chap. 10]参照)．

補題 3.7より d1 = 1で，TZ が楕円曲線の積になっているような状況は考える必要がないので，

以降の議論では以下を仮定する：

仮定１：d1 = 1のとき TZ は分裂しない．

このとき [5, Lemma 10.1.2]より d1d2 ≥ 3を仮定すればBZ = ∅となる．
N = d1d2− 1とし，{ϑijZ}を用いて Γ(LZ)とCN+1を同一視する．CPN の双対射影空間，す

なわちCPN の超平面全体を (CPN )∗で表す．P ⊂ (CPN )∗を直線 (つまり一次式の零点集合で

1次元のもの)とすると，次のようにしてペンシル fP : TZ \BP → P が定義できる：

BP =
{
x ∈ TZ

∣∣∣ s(x) = 0 for ∀s ∈ P
}
, fP (x) = s ∈ P if s(x) = 0.

s0, s1 ∈ P を異なる点とすると，fP は [s0 : s1]と同型である．

以下CPN と (CPN )∗は自然に同一視する．WZ ⊂ TZ × (CPN )∗を，以下のように定義する：

WZ =

(x, [. . . , lij , . . .]) ∈ TZ × (CPN )∗

∣∣∣∣∣∣
∑
i,j

lijϑ
ij
Z (x) =

∑
i,j

lij
∂ϑijZ
∂zk

(x) = 0 (k = 1, 2)

 .

ただし x ∈ TZ は x ∈ C2で代表される点である．定義からWZ は TZ × (CPN )∗の解析的集合

である．

補題 3.8. x ∈ C2，x /∈ BP とする．このときH ∈ P に対し以下の３つは全て同値：

1. (x,H) ∈WZ，

2. fP (x) = H で xが fP の臨界点．

3. φZ とH は xで横断的ではない，

補題 3.8の証明. まず 1. ⇔ 2.を示す．商写像C2 → TZ は普遍被覆であるから，特に局所両正

則である．この逆写像を用いて x ∈ TZ の局所座標を与える．x /∈ BP であるから，[. . . : rij :

. . .] ∈ P で，
∑

i,j rijϑ
ij
Z (x) ̸= 0となるものが存在する．このとき fP は xのまわりの局所座標

上で次のようになる：

x 7→
∑

i,j lijϑ
ij
Z (x)∑

i,j rijϑ
ij
Z (x)

.

となる．なお，値域においてH ∈ P は 0に対応することに注意する．このとき，

fP (x) = H で xが fP の臨界点



⇔
∑
i,j

lijϑ
ij
Z (x) = 0 で

∂

∂zk

(∑
i,j lijϑ

ij
Z (x)∑

i,j rijϑ
ij
Z (x)

)
= 0 (k = 1, 2)

⇔
∑
i,j

lijϑ
ij
Z (x) = 0 かつ

∂

∂zk

(∑
i,j lijϑ

ij
Z (x)

)∑
i,j rijϑ

ij
Z (x) − ∂

∂zk

(∑
i,j rijϑ

ij
Z (x)

)∑
i,j lijϑ

ij
Z (x)(∑

i,j rijϑ
ij
Z (x)

)2 = 0 (k = 1, 2)

⇔
∑
i,j

lijϑ
ij
Z (x) = 0 かつ

∑
i,j

lij
∂ϑijZ
∂zk

(x) = 0

となる．

次に 1. ⇔ 3.を示す．H ⊂ CPN は余次元 1の超平面であるから，xにおいて φZ が H と

横断的でないことと，(dφZ)x(TxTZ) ⊂ TφZ(x)H は同値である．Uij = {[y] ∈ CPN | yij ̸=
0}とし，φZ(x) ∈ Uij とする．自然な方法で Uij と CN を同一視すると，H = [l]は一次式∑
(k,l)̸=(i,j)

lklXkl + lij の零点集合となる．よって，

φZ とH は xで横断的ではない

⇔
∑

(k,l)̸=(i,j)

lkl
ϑklZ (x)

ϑijZ (x)
+ lij = 0 かつ

∑
(k,l)̸=(i,j)

lkl
∂

∂zm

(
ϑklZ (x)

ϑijZ (x)

)
= 0 (m = 1, 2)

⇔
∑
i,j

lijϑ
ij
Z (x) = 0 かつ

∑
(k,l)̸=(i,j)

lkl

∂

∂zm

(
ϑklZ (x)

)
ϑijZ (x) − ∂

∂zm

(
ϑijZ (x)

)
ϑklZ (x)(

ϑijZ (x)
)2 = 0 (m = 1, 2)

⇔
∑
i,j

lijϑ
ij
Z (x) = 0 かつ

∑
(k,l)̸=(i,j)

lkl

∂ϑklZ
∂zm

(x)

ϑijZ (x)
+ lij

∂ϑijZ
∂zm

(x)

ϑijZ (x)
= 0 (m = 1, 2)

⇔
∑
i,j

lijϑ
ij
Z (x) = 0 かつ

∑
i,j

lij
∂ϑijZ
∂zk

(x) = 0

となる．

以降の議論では以下を仮定する：

仮定２：d1d2 ≥ 3．

このときBZ = ∅であることに注意する．Ri ⊂ TZ を以下のように定義する．

Ri = {x ∈ TZ | rank((dφZ)x) = i} (i = 0, 1, 2).

また Si = ∪ij=0Rj する．このとき Siは解析的集合である．



補題 3.9. dim(S1) ≤ 1．さらにNS(TZ) ∼= Zであれば dim(S0) = 0 5．

補題 3.9の証明. TZ はコンパクトであるから，定理 2.8 より φZ(TZ) は解析的集合である．

dim(S1) = 2であるとすると，TZの既約性から S1 = TZとなる．よって階数定理 ([2, Theorem

A2.2.2])よりその次元は 1となる．一方Chowの定理 ([2, Theorem 7.1])よりφZ(TZ)は代数曲

線である．その次数が 1であると仮定すると，φZ(TZ)はあるCPN の超平面に含まれるが，これ
は ϑijZ の非自明な一次結合で 0-切断となるものが存在する，ということを意味する．これは ϑijZ
の一次独立性に反する．よって φZ(TZ)の次数は 2以上であるから，φZ(TZ)はCPN の生成的
な超平面と 2点以上で交わる．しかしこれは線形形式 |LZ |の生成的な因子が非連結，特に可約
であるということを意味するが，これは [5, Theorem 4.3.5]に反する．よって結局 dim(S1) = 1

であることがわかる．

φZ は S0の連結成分上で定数関数である．φZ は定数関数ではないことから，dim(S0) ≤ 1で

ある．dim(S0) = 1と仮定すると，S0の既約成分Cで，dim(C) = 1となるものが存在する．C

は連結であるから，φZ |Cは定数関数となる．H ∈ (CPN )∗としてφZ(C)を通らないものをとる

と，Cと φ−1
Z (H)は交わらない．このことからC ·HZ = 0がわかる．一方 (HZ)2 = 2d1d2 > 0

であるから，[C],HZ ∈ H2(TZ ;Z)は一次独立である (Cは代数多様体TZ内の代数的部分多様体

であるから，特に代表するホモロジー類は非自明であるということに注意する)．[C] ∈ NS(TZ)

であるから，NS(TZ)の階数は 2以上となる．これで主張が従う．

dim(S0) = 1となるような Z から LPは現れ得ない．実際 S0の 1次元の既約成分は必ずペン

シルの一つのファイバーに含まれる臨界点集合になる．よって以降の議論では次を仮定する：

仮定３：dim(S0) = 0．

補題 3.5よりこの仮定は生成的な Z ∈ H2に対し成立することに注意する．

補題 3.10. dim(WZ) ≤ N − 1．

補題 3.10の証明. x ∈ Ri とすると，dim ((dφZ)x(TxTZ)) = iであるから，p−1
1 (Ri)は Ri 上

の CPN−1−iをファイバーとするファイバー束になるということを示すことができる．ただし

p1 : WZ → TZ は第 1成分への射影である．このことと仮定より p−1
1 (R0) = p−1

1 (S0)の次元は

(空でなければ) N − 1である．

p−1
1 (S1)は (S1が解析的集合であるから)解析的集合である．この次元がN − 1より大きいと

仮定する．このとき開集合U ⊂ TZ×(CPN )∗で，U∩p−1
1 (S1)がN次元以上の多様体になるよう

なものが存在する．前段落における議論から，p−1
1 (reg(S1)∩R1)はN−1次元以下の多様体であ

る．よって仮定よりUと p−1
1 (reg(S1)∩R1)は共通部分を持たないから，U ⊂ p−1

1 (sing(S1)∪S0)
である．一方 sing(S1)∪S0は 0次元の解析的集合であるから特に離散集合である．よって前段

落の議論から p−1
1 (sing(S1) ∪ S0)は有限個のN − 1次元以下の多様体の非交和であるが，これ

は U ∩ p−1
1 (S1)の次元がN 以上であることに反する．以上より p−1

1 (S1)の次元がN − 1以下

であるということがわかる．同様にして，p−1
1 (S2) = WZ の次元がN − 1以下であるというこ

とも示すことができる．

p2 : WZ → (CPN )∗を第 2成分への射影とし，DZ = p2(WZ)とする．p2は固有写像である

から，定理 2.8よりDZ は次元が dim(WZ)以下の解析的集合である．
5NS(TZ) ∼= Zという仮定がなくても dim(S0) = 0となる気がするが，筆者にはこの仮定抜きで主張を証明する

ことができない．



補題 3.11. dim(DZ) = N − 1で，dim(WZ) = N − 1．

補題 3.11の証明. 前半が従えば後半が従うので前半のみ示す．dim(DZ) ≤ dim(WZ) ≤ N − 1

であるから，x ∈ (CPN )∗ \ DZ が存在する．自然な射影 π : (CPN )∗ \ {x} → CPN−1のDZ へ

の制限は固有写像であるから，定理 2.8よりその像は解析的集合で，次元は dim(DZ)以下であ

る．ここで dim(DZ) < N − 1と仮定すると π|DZ
は全射ではないので，xを通る (CPN )∗内の

直線 P で，DZ と交わらないものがとれる．このとき p−1
2 (P ) ∩WZ = ∅であるから，ペンシ

ル fP : TZ \BP → P は臨界点を持たず，また補題 2.5よりBP の点は全て Lefschetz型になる．

よって T のブローアップが球面上の曲面束の構造を持つことになるが，これはあり得ない．

W 0
Z ⊂WZ を次のように定義する：

W 0
Z =

(x, [l]) ∈WZ

∣∣∣∣∣∣det

∑
i,j

lij
∂2ϑijZ
∂zk∂zl

(x)


1≤k,l≤2

 ̸= 0

 .

補題 3.12. P ⊂ (CPN )∗を直線，x /∈ BP とする．このときH ∈ P に対し以下の２つは同値：

1. (x,H) ∈W 0
Z，

2. fP (x) = H で xは fP の Lefschetz特異点．

さらに，(x,H) ∈ W 0
Z なら (x,H)はWZ の正則点で，dim(x,H)WZ = N − 1で，さらに p2 :

WZ → DZ は (x,H)においてはめ込みとなる．

補題 3.12の証明. まず前半の主張を示す．補題 3.8より，(x,H) ∈ WZ に対し xが fP の Lef-

schetz特異点であることと，det

∑
i,j

lij
∂2ϑijZ
∂zk∂zl

(x)


1≤k,l≤2

 ̸= 0が同値であることを示せ

ばよい．しかしこれは

x 7→
∑

i,j lijϑ
ij
Z (x)∑

i,j rijϑ
ij
Z (x)

.

の複素ヘッセ行列を計算することで容易に確かめられる (補題 2.3を用いる)．

次に後半の主張を示す．(x, [lij ]) ∈W 0
Z とする．lij のうち少なくとも一つは 0ではない．簡

単のため l00 ̸= 0と仮定し，l′ij = lij/l00とする．正則関数 Φ : C2 × CN → C3を次のように定

義する：

Φ(x, y01, . . . , yij , . . .) =ϑ00Z (x) +
∑

(i,j)̸=(0,0)

yijϑ
ij
Z (x),

∂ϑ00Z
∂z1

(x) +
∑

(i,j)̸=(0,0)

yij
∂ϑijZ
∂z1

(x),
∂ϑ00Z
∂z2

(x) +
∑

(i,j) ̸=(0,0)

yij
∂ϑijZ
∂z2

(x)

 .

WZ の定義より，WZ の (x, [lij ])における解析的集合芽はΦ−1(0)の (x, (l′ij))における解析的集

合芽と同型である．よって (x, (l′ij))がΦの正則点であれば，(x, [lij ])がWZ の正則点であると

いうことがわかる．簡単な計算から，(dΦ)(x,(l′ij))は以下の行列となることがわかる：
0 0 · · · ϑijZ (x) · · ·

∂2ϑ00Z
∂z21

(x) +
∑

(i,j)̸=(0,0) l
′
ij
∂2ϑijZ
∂z21

(x)
∂2ϑ00Z
∂z1∂z2

(x) +
∑

(i,j)̸=(0,0) l
′
ij

∂2ϑijZ
∂z1∂z2

(x) · · · ∂ϑijZ
∂z1

(x) · · ·
∂2ϑ00Z
∂z1∂z2

(x) +
∑

(i,j) ̸=(0,0) l
′
ij

∂2ϑijZ
∂z1∂z2

(x)
∂2ϑ00Z
∂z22

(x) +
∑

(i,j)̸=(0,0) l
′
ij
∂2ϑijZ
∂z22

(x) · · · ∂ϑijZ
∂z2

(x) · · ·

 .



(x, [lij ]) ∈W 0
Z であるから，以下の行列の行列式は 0ではない： ∂2ϑ00Z
∂z21

(x) +
∑

(i,j)̸=(0,0) l
′
ij
∂2ϑijZ
∂z21

(x)
∂2ϑ00Z
∂z1∂z2

(x) +
∑

(i,j)̸=(0,0) l
′
ij

∂2ϑijZ
∂z1∂z2

(x)

∂2ϑ00Z
∂z1∂z2

(x) +
∑

(i,j)̸=(0,0) l
′
ij

∂2ϑijZ
∂z1∂z2

(x)
∂2ϑ00Z
∂z22

(x) +
∑

(i,j) ̸=(0,0) l
′
ij
∂2ϑijZ
∂z22

(x)


また ϑ00Z (x) +

∑
(i,j) ̸=(0,0) l

′
ijϑ

ij
Z (x) = 0であることと，|LZ |が基点を持たないということから，

ϑijZ (x) ̸= 0となる (i, j) ̸= (0, 0)が存在する．よって (x, (l′ij))は Φの正則点であるということ

がわかる．さらに上の議論から解析的集合芽 Φ−1(0)の多様体としての次元はN − 1であるこ

ともわかるから，dim(x,H)WZ = N − 1がわかる．

前段落の２つの解析的集合芽の同一視により，接空間 T(x,H)WZ はKer(dΦ)(x,(l′ij)) ⊂ TxC2⊕
T(l′ij)C

N と同一視できる．この同一視のもと，(dp2)(x,H) は射影 TxC2 ⊕ T(l′ij)C
N → T(l′ij)C

N

のKer(dΦ)(x,(l′ij))への制限と一致する．c1
(

∂
∂z1

)
+ c2

(
∂
∂z2

)
がKer(dΦ)(x,(l′ij))に含まれると仮

定すると，k = 1, 2に対し以下の等式が成立する：

c1

 ∂2ϑ00Z
∂z1∂zk

(x) +
∑

(i,j)̸=(0,0)

l′ij
∂2ϑijZ
∂z1∂zk

(x)

+ c2

 ∂2ϑ00Z
∂z2∂zk

(x) +
∑

(i,j)̸=(0,0)

l′ij
∂2ϑijZ
∂z2∂zk

(x)

 = 0

⇔ek ·

 ∂2ϑ00Z
∂zk∂zl

(x) +
∑

(i,j)̸=(0,0)

l′ij
∂2ϑijZ
∂zk∂zl

(x)


1≤k,l≤2

·

(
c1

c2

)
= 0,

ただし ek は C2の単位ベクトルである．
(
∂2ϑ00Z
∂zk∂zl

(x) +
∑

(i,j)̸=(0,0) l
′
ij
∂2ϑijZ
∂zk∂zl

(x)

)
1≤k,l≤2

の行列

式は 0ではないから，(c1, c2) = (0, 0)となる．このことから (dp2)(x,H∑
lijXij

)は単射であると

いうことがわかる．

系 3.13. (x,H) ∈ W 0
Z，P ⊂ (CPN )∗ を直線とし，H を P 上の点とする．このとき THP が

(dp2)(x,H)(T(x,H)WZ)に含まれるということと，H ′ ∈ P なる全てのH ′が φZ(x)を通るという

ことは同値である．

証明. H = V ([l])とし，l00 ̸= 0であるとする．H ′ = V ([l′]) ̸= H，l′00 ̸= 0となるH ′ ∈ P をと

る．P の元は全て V ([λ0l + λ1l
′])と表せるから，THP ⊂ (dp2)(x,H)(T(x,H)WZ)と φZ(x) ∈ H ′

が同値であるということを示せばよい．補題 3.12の証明と同様に，H のまわりの自然な座標

近傍をとり，それを CN と同一視する．このとき，

(dp2)(x,H)(Ker(dΦ)(x,H)) =

 ∑
(i,j)̸=(0,0)

rij

(
∂

∂lij

) ∣∣∣∣∣∣
∑

(i,j)̸=(0,0)

rijϑ
ij
Z (x) = 0


であった．一方H ′ = (lij + l′ij)としたとき，

THP =

⟨ ∑
(i,j) ̸=(0,0)

l′ij

(
∂

∂lij

)⟩

となるから，THP ⊂ (dp2)(x,H)(T(x,H)WZ)と
∑

(i,j)̸=(0,0)

l′ijϑ
ij
Z (x) = 0は同値であるが，後者は

φZ(x) ∈ H ′と同値である．



DZ の部分集合D′
Z とD′′

Z を次のように定義する．

D′
Z =p2(WZ \W 0

Z),

D′′
Z =

{
H ∈ DZ \ D′

Z

∣∣ ♯(p−1
2 (H)) ̸= 1

}
.

WZ \W 0
Z は解析的集合で，p2は固有写像であるから，定理 2.8よりD′

Z は解析的集合である．

補題 3.14. D′′
Z はDZ の高々N − 2次元の解析的部分集合に含まれる．

証明. dim(DZ) = N − 1であるから，定理 2.7より sing(DZ)は高々N − 2次元の解析的集合

である．よってD′′
Z が sing(DZ)に含まれるということを示せば十分である．H ∈ D′′

Z に対し，

p−1
2 (H)はW 0

Z に含まれる．補題 3.12より，p2はW 0
Z 上ではめ込みであるから，p

−1
2 (H)は有

限集合であり，DZ のHにおける解析的集合芽は，|p−1
2 (H)| > 1の部分多様体芽の和集合とな

る．系 3.13より，これらの部分多様体芽はどの２つも横断的に交差する．特にH はDZ の特

異点である．

定理 3.15. 直線 P ⊂ (CPN )∗に対し，次の 2条件は同値である．

1. fP は LP，

2. P はD′
Z ∪D′′

Zと交点を持たず，各 (x,H) ∈ p−1
2 (DZ ∩P )に対し，(dp2)(x,H)(T(x,H)WZ)+

THP = TH(CPN )∗が成立．

証明. 補題3.12とD′′
Zの定義より，PがD′

Z∪D′′
Zと交点を持たないということと，fPがLefschetz

特異点しか持たず fP |Crit(fP )が単射であるということは同値である．よって定義 2.1の３つ目の

条件を満たさない fP の基点が存在するということと，THP が (dp2)(x,H)(T(x,H)WZ)に含まれ

るような (x,H) ∈ p−1
2 (DZ ∩ P )が存在するということが同値であるということを示せばよい．

系 3.13より，THP ⊂ (dp2)(x,H)(T(x,H)WZ)であるということと，任意の H ′ ∈ P に対し

φ−1
Z (H ′)が xを含むということは同値である．よって THP が (dp2)(x,H)(T(x,H)WZ)に含まれ

るような (x,H) ∈ p−1
2 (DZ ∩ P )が存在するとき，xは fP の基点であり，さらに fP = [s0 : s1]

となるように s0, s1 ∈ LZ をとったとき，DZ の定義より (ds0)x と (ds1)x は一次従属である．

よって補題 2.5より fP の基点 xは定義 2.1の３つ目の条件を満たさない．

逆に fP が定義 2.1の３つ目の条件を満たさない基点を持つと仮定する．H∑
l0ijXij

とH∑
l1ijXij

を P の異なる超平面とし，sk =
∑
lkijϑ

ij
Z とする．補題 2.5と仮定より，fP の基点 bと λk ∈

Cで，λ0(ds0)b + λ1(ds1)b = 0を満たすものが存在する．このとき簡単な計算から (b, H̃ =

H∑
(λ0l0ij+λ1l

1
ij)Xij

)はWZに含まれるということがわかる．bは基点であるから，任意のH ∈ P

に対し b ∈ φ−1
Z (H)が成立する．よって系 3.13より (dp2)(b,H̃)(T(b,H̃)WZ)が成立する．

補題 3.12よりD0
Z = DZ \ (D′

Z ∪D′′
Z)は空集合か，(CPN )∗のN − 1次元部分多様体である．定

理 3.15より直ちに以下の系が得られる：

系 3.16. H ∈ (CPN )∗は DZ 上の点ではないとし，πH : DZ → CPN−1をH からの射影とす

る．このとき f
π−1
H (x)

: TZ −→ π−1
H (x)が LPであることと，π−1

H (x) ∩ (D′
Z ∪ D′′

Z) = ∅でかつ
xが πH |D0

Z
の正則値であるということは同値である．

(CPN )∗の直線全体の集合を Lで表す．自然な方法で Lはグラスマン多様体G2(CN+1)と同一

視できる (特に Lには複素多様体の構造が入る)ということに注意する．



系 3.17. ペンシル fP : TZ −→ P が定義 2.1の２つ目と３つ目の条件を満たすと仮定する (つ

まり特異点や基点での局所的な様子は LPと同様であるが，fP |Crit(fP )が単射とは限らないも

のを考える)．任意の P の開近傍U ⊂ Lに対し，P ′ ∈ U で fP ′ が LPになるようなものが存在

する．

証明. 定理 3.15の証明より，P ∩D′
Z = ∅で，任意の (x,H) ∈ p−1

2 (DZ ∩ P )に対し以下が成立

するということがわかる：

(dp2)(x,H)(T(x,H)WZ) + THP = TH(CPN )∗.

DZ に含まれない点H ∈ P を一つとる．H ′ ∈ P \ {H}とし，πH(H ′)の開近傍 V ⊂ CPN−1

を，任意の y ∈ V に対し π−1
H (y)が U に含まれるようにとる．πH(D′

Z)と πH(sing(DZ))はと

もに解析的集合であり，補題 3.14より πH(sing(DZ))の次元は高々N − 2である．よって正則

写像に関する Sardの定理 ([6, Corollary V.1.2])より，πH(D′
Z ∪ D′′

Z)に含まれない y′ ∈ V で，

πH |D0
Z
の正則値となるものが存在する．このとき系 3.16より，f

π−1
H (y′)

は LPであるというこ

とがわかる．

3.4. 2つの LPの間の道の存在

以下 d1|d2，d1d2 ≥ 3と仮定する．定理 3.1より divisibilityが d1で種数が d1d2 + 1の任意の

正則な LP f に対し，Z ∈ H2と P ⊂ Lが存在し，f は fP : TZ −→ P と同型である．この節

では，そのような２つの LPに対応する H2 × Lの２点を結ぶ道をとることを考える．

補題 3.18. fP : TZ −→ P が LPとなるような (Z,P ) ∈ H2 × L全体は開集合である．

証明. S2(CN+1) ⊂ (CN+1)2をCN+1内のC上独立なベクトルの対全体とする (つまりS2(CN+1)

は Stiefel多様体)．商写像 π : S2(CN+1) → Lは開写像であるから，{
(Z, (v0, v1)) ∈ H2 × S2(CN+1)

∣∣ (Z, π(v0, v1))は LPを与える
}

が開集合であることを示せばよい．

(Z, (v0, v1)) ∈ H2×S2(CN+1)に対し，微分同相写像ϕv0,v1 : CP1 → π(v0, v1)，ψZ : R4 → C2

を次のように定義する：

ϕv0,v1([l0 : l1]) = H∑
(l0v

ij
0 +l1v

ij
1 )Xij

,

ψZ(x) = (Z,D)x,

ただしvk = (. . . , vijk , . . .)，D =

(
d1 0

0 d2

)
とする．補題3.12より，fπ(v0,v1)(ψZ(x)) = ϕv0,v1([l0 :

l1])で ψZ(x)が Lefschetz特異点となることと，次の３つの条件が全て成立することは同値で

ある： ∑
i,j

(l0v
ij
0 + l1v

ij
1 )ϑijZ (ψZ(x)) = 0,

∑
i,j

(l0v
ij
0 + l1v

ij
1 )
∂ϑijZ
∂zk

(ψZ(x)) = 0 (k = 1, 2),

det

∑
i,j

(l0v
ij
0 + l1v

ij
1 )

∂2ϑijZ
∂zk∂zl

(ψZ(x))


1≤k,l≤2

 ̸= 0.

さらに系 3.13より次の２条件は同値である：



• Tϕv0,v1([l0:l1])π(v0, v1)が (dp2)(ψZ(x),ϕv0,v1([l0:l1]))
(T

(ψZ(x),ϕv0,v1 ([l0:l1]))
WZ)に含まれており，

(ψZ(x), π(v0, v1))がW 0
Z に含まれる．

• (Z, (v0, v1))が上の３つの条件を満たし，
∑

i,j v
ij
k ϑ

ij
Z (ψZ(x)) = 0が k = 0, 1に対して成立．

可微分写像 Φ(Z, (v0, v1)) : R4 × CP1 → C6を次のように定義する：

Φ(Z, (v0, v1))(x, [l0 : l1]) =∑
i,j

(l0v
ij
0 + l1v

ij
1 )ϑijZ (ψZ(x)),

∑
i,j

(l0v
ij
0 + l1v

ij
1 )
∂ϑijZ
∂z1

(ψZ(x)),
∑
i,j

(l0v
ij
0 + l1v

ij
1 )
∂ϑijZ
∂z2

(ψZ(x)),

det

∑
i,j

(l0v
ij
0 + l1v

ij
1 )

∂2ϑijZ
∂zk∂zl

(ψZ(x))


1≤k,l≤2

 ,
∑
i,j

vij0 ϑ
ij
Z (ψZ(x)),

∑
i,j

vij1 ϑ
ij
Z (ψZ(x))

 .

V1 = {0} × {0} ×C2，V2 = {0} ×C× {0} ⊂ C3 ×C×C2 = C6とし，∆ = {(x1, x2, x3, x4) ∈
R4 | |xi| ≤ 1/2}とする．関数ϑijZの二重周期性 ([5, §.3.2]参照)より，fπ(v0,v1) : TZ −→ π(v0, v1)

が定義 2.1の条件 2と 3を満たすということと，Φ(Z, (v0, v1))(∆ ×CP1) ∩ (V1 ∪ V2)が空集合
となることは同値である．

V1，V2 は C6 の閉集合であり，∆ × CP1 はコンパクトであるから，H2 × S2(CN+1)の部分

集合

W0 =
{

(Z, (v0, v1)) ∈ H2 × S2(CN+1) | Φ(Z, (v0, v1))(∆ × CP1) ∩ (V1 ∪ V2) = ∅
}

は開集合である 6．

(Z, (v0, v1)) ∈W0を一つとり，fπ(v0,v1) : TZ −→ π(v0, v1)がLPであるとし、{y1, . . . , yn} =

ϕ−1
v0,v1(fπ(v0,v1)(Crit(fπ(v0,v1))))とする．ここで n = 6d1d2 は fπ(v0,v1) の臨界点の個数である．

各 i ∈ {1, . . . , n}に対し，yi の円板近傍 Di ⊂ CP1 を，Di ∩ Dj = ∅ (i ̸= j)となるように

とる．fπ(v0,v1) は定義 2.1の 3つ目の条件を満たすから，補題 2.5より x ∈ ∆が fπ(v0,v1) の

基点を代表するとき，d(
∑
vij0 ϑ

ij
Z )x と d(

∑
vij1 ϑ

ij
Z )x は一次独立である．よって特にこのとき

Φ(Z, (v0, v1))(x, [l0 : l1]) ⊂ C6の最初の３成分が同時に 0となるような [l0 : l1]は存在しない．

故に Φ(Z, (v0, v1))(x, [l0 : l1])の最初の３成分が 0となるのは xが fπ(v0,v1) の臨界点を代表す

るときに限る．∆ × (CP1 \ ⊔iDi)はコンパクトであるから，(Z, (v0, v1))の開近傍 U ⊂W0で，

任意の (Z ′, (v′0, v
′
1)) ∈ U と (x, [l0 : l1]) ∈ ∆ × (CP1 \ ⊔iDi)に対し Φ(Z ′, (v′0, v

′
1))(x, [l0 : l1])

の最初の３成分が 0とならない，つまり fπ(v′0,v′1) : TZ′ −→ π(v′0, v
′
1)の臨界値が全て ⊔iDiに

含まれるようなものが存在する．

ここで以下の補題を示しておく．

補題 3.19. x ∈ TZ を fπ(v0,v1)の基点とする．このとき (Z, (v0, v1))の開近傍 U ′ ⊂ U，x ∈ C2

の開近傍 V，0 ∈ C2 の開近傍W と，可微分写像 ξ : U ′ ×W → V で，(Z ′, (v′0, v
′
1)) ∈ U ′，

y ∈ V に対し以下を満たすものが存在する．

ξ

(Z ′, (v′0, v
′
1)),

∑
i,j

v′ij0 ϑijZ′(ψZ′(y)),
∑
i,j

v′ij1 ϑijZ′(ψZ′(y))

 = y.

6一般に位相空間X,Y,K に対し，f : X ×K → Y が連続，K がコンパクト，F ⊂ Y が閉集合とすると，X の
部分集合 {x ∈ X | f({x} ×K) ∩ F = ∅}は開集合である．



補題 3.19の証明. xは fπ(v0,v1) の基点であるから，以下の写像は ((Z, (v0, v1)), x)において局

所微分同相である：

U×C2 → U×C2, ((Z ′, (v′0, v
′
1)), y) 7→

(Z ′, (v′0, v
′
1)),

∑
i,j

v′ij0 ϑijZ′(ψZ′(y)),
∑
i,j

v′ij1 ϑijZ′(ψZ′(y))

 .

この微分同相の逆写像と射影の合成を ηとすればよい．

補題 3.18の証明の続きを行う．補題 3.19より，(Z, (v0, v1))の開近傍 U ′ ⊂ U と，fπ(v0,v1)の

基点 xのまわりの (y ∈ U ′に依存する)座標近傍 (W,φy)で，(Z ′, (w0, w1)) ∈ U ′に対し以下を

満たすものが存在する：

fπ(w0,w1) ◦ φ(Z′,(w0,w1))(z0, z1) = [z0 : z1],

ただし上の fπ(w0,w1)は TZ′ 上のペンシルである．

以下の可微分写像 ζ を考える：

ζ : U ′ × R4/Z4 −→ U ′ × CP1, ζ((Z ′, (w0, w1)), x) =
(

(Z ′, (w0, w1)), fπ(w0,w1)(ψZ′(x))
)
.

上の座標近傍がとれるという事実から，ζが定義されない点全体の集合は，U ′ ×R4/Z4の実余

次元 4の部分多様体となることがわかる．さらに上の座標近傍を用いることにより，U ′×R4/Z4

の，この部分多様体に沿うブローアップをとることができ，可微分写像 ζはその多様体上に自

然に拡張される．この拡張された写像を ζ̃とする．必要ならU ′を十分小さくとり直し，U ′は弧

状連結であると仮定する．γiを，fπ(v0,v1)の正則値 y0と yiを結ぶ道と，∂Diをつなげて得られ

る道とし，これらは {(Z, (v0, v1))}×CP1に含まれているとみなす．(Z ′, (w0, w1)) ∈ U ′に対し

((Z, (v0, v1)), x)と ((Z ′, (w0, w1)), x)を結ぶ道 αを，第２成分が一定になるようにとり，γ′iを

γiの前後にαをつなげて得られる道とする．このとき γ′iと γiはホモトピックであるから，これ

らの道に沿う ζ̃のモノドロミーは一致する．よって，γi ⊂ CP1に沿う fπ(v0,v1)のモノドロミー

と同じ道に沿う fπ(w0,w1)のモノドロミーは (共役の差を除いて)一致する．特に f−1
π(w0,w1)

(Di)

は fπ(w0,w1)の臨界点を少なくとも一つ含む．fπ(w0,w1)の種数は g = d1d2 + 1で b = 2d1d2個の

基点を持つから，0 = χ(TZ′)は 4− 4g+ n′ − b = n′ − 6d1d2と等しくなければならない．ここ

で n′は fπ(v′0,v′1)の臨界点の個数である．故に n = n′であるから各 iに対し f−1
π(w0,w1)

(Di)は臨

界点を唯一つ含むということがわかる．よって fπ(w0,w1)|Crit(fπ(w0,w1)
)は単射であるから，LP

となる．(Z ′, (w0, w1)) ∈ U ′は任意にとっていたので，これで補題 3.18の主張が従う．

補題 3.18の証明から以下の系が従うということに注意しておく．

系 3.20. (Z0, P0), (Z1, P1) ∈ {(Z,P ) ∈ H2 × L | fP : TZ −→ P は LP}がこの集合の同じ連
結成分に含まれるとき，fP0 と fP1 のモノドロミー分解はHurwitz同値となる．

補題 3.21. 解析的集合D′
Z ⊂ DZ の次元がN − 2以下であると仮定する．このとき，集合

L0
Z = {P ∈ L | fP : TZ −→ P は LP}

は空でない弧状連結な集合である．



Proof. H ∈ (CPN )∗ \DZ を一つとる．仮定より πH(D′
Z ∪D′′

Z)はN − 2次元以下の解析的集合

に含まれる．さらに Sardの定理より，πH |D0
Z
の臨界値集合は CPN−1の可算個のN − 2次元

以下の部分多様体の和集合に含まれる．よって πH(D′
Z ∪D′′

Z ∪ Crit(πH |D0
Z

))もCPN−1の可算

個のN − 2次元以下の部分多様体の和集合に含まれる．特に πH(D′
Z ∪ D′′

Z ∪ Crit(πH |D0
Z

))に

含まれない点 x ∈ CPN−1が存在する．系 3.16より π−1
H (x)は L0

Z に含まれるので，L0
Z ̸= ∅が

わかる．

P0, P1 ∈ L0
Zとし，超平面H0,H

′
0 ∈ P0をDZに含まれないようにとる．系 3.16より πH0(H ′

0)

は πH0(D′
Z ∪ D′′

Z ∪ Crit(πH0 |D0
Z

))に含まれないので，H ′
0 の開近傍 U0 ⊂ (CPN )∗ で，DZ と

交わらず πH0(U0) ∩ πH0(D′
Z ∪ D′′

Z ∪ Crit(πH0 |D0
Z

)) = ∅となるものが存在する．超平面H1 ∈
P1 \ DZ を一つとる．πH1 は開写像であるから，πH1(U0) は CPN−1 の開集合である．特に

πH1(U0) \ (πH1(D′
Z ∪ D′′

Z ∪ Crit(πH1 |D0
Z

)))は空ではない．この集合の中から点 x′1 を一つと

り，P ′
1 = π−1

H1
(x′1) とする．横断性定理 (例えば [3, Theorem 4.9] 参照) より，CPN−1 内の

x1 ∈ πH1(P1)と x′1を結ぶ道で，πH1(D′
Z ∪D′′

Z ∪Crit(πH1 |D0
Z

))と交わらないものが取れる．こ

の道の逆像を考えることにより，L0
Z内のP1とP ′

1の間の道がとれる．超平面H ′
1 ∈ P ′

1∩U0を一

つとり，H0とH ′
1を通る (CPN )∗内の直線をP ′′

1 とする．fP ′′
1
はLPであるから，πH′

1
(P ′′

1 \{H ′
1})

は πH′
1
(D′

Z ∪D′′
Z ∪Crit(πH′

1
|D0

Z
))と交わらない．よってL0

Z 内の P ′
1と P ′′

1 を結ぶ道を，上と同

様の方法でとることができる．πH0(P ′′
1 \ {H0})は πH0(D′

Z ∪ D′′
Z ∪ Crit(πH0 |D0

Z
))と交わらな

いから，L0
Z 内の P ′′

1 と P0を結ぶ道がとれ，これまでにとった道を全てつなげることで，P0と

P1を結ぶ道を取ることができる．

補題 3.22. 以下の (d1, d2)に関する条件 (∗)が成り立つと仮定する：

(∗) {Z ∈ H2 | dim(D′
Z) < N − 1}は正の余次元を持つ解析的集合の可算和に含まれる．

このときK = {(Z,P ) ∈ H2 × L | fP : TZ −→ P は LP}は弧状連結である．

証明. (Zi, Pi) ∈ K (i = 0, 1)をとる．横断性定理，仮定，補題 3.5より，以下の条件を満たす

道 β : [0, 1] → H2をとることができる：

• β(i) = Zi (i = 0, 1)，

• t ∈ (0, 1)のとき dim(Dβ(t)) < N − 1，

• t ∈ (0, 1)のときNS(Tβ(t))は無限巡回群．

このとき上の３つ目の条件から Tβ(t)は楕円曲線の直積には分裂せず，S0 ⊂ Tβ(t)の次元は 0と

なるということがわかる．

補題 3.18より正数 ε > 0で，任意の t ∈ [0, ε]に対し fP0 : Zt −→ P0と fP1 : Z1−t −→ P1

がともに LPとなるものが存在する．これより次の条件を満たす道 γ : [t0, t1] → Kが存在する
ということを証明する：

1. γ2(t0) = P0，

2. 単調非減少関数 δ : [t0, t1] → [ε, 1 − ε]で，δ(t0) = εであり，任意の t ∈ [t0, t1]に対し

γ1(t) = β(δ(t))となるものが存在する，

3. δ(t1) = 1 − ε，γ2(t1) = P1．

ただし γi(t)は γ(t)の第 i成分である．このような道の存在を示すために T ≤ 1 − εを以下で

定義する：

T = sup
{
t ≤ 1 − ε

∣∣∣ ∃γ : [t0, t1] → L s.t. γが条件 (1)，(2)を満たし，γ1(t1) = β(t)
}
.



このとき T = 1 − εである．以下でまずそれを背理法で示す．T が 1 − εより真に小さいと仮

定する．補題 3.21より，P ∈ Lで (β(T ), P ) ∈ Kとなるものが存在する．次に補題 3.18より，

ε′ > 0で任意の t ∈ [T − ε′, T + ε′]に対し (β(t), P ) ∈ Kとなるものが存在する．T の定義より，
道 γ : [t0, t1] → Kと s ∈ (T − ε′, T ]で，γが上の条件 (1)と (2)を満たし，γ1(t1) = β(s)とな

るものが存在する．補題 3.21より L0
β(s)内の道で，γ2(s)と P を結ぶものがとれる．この道を

用いて γの拡張 γ̃で，γ̃は条件 (1)，(2)を満たし，γ̃(t1) = T + ε′となるものがとれるが，こ

れは T の定義に反する．以上より T = 1− εがわかる．この結果を用いると上と同様の方法で，

条件 (1)，(2)，(3)を満たす γ をとることができる．この γ の前と後ろにそれぞれ (β(t), P0)，

(β(t), P1)をつなげることで，(Z0, P0)と (Z1, P1)を結ぶ道をとることができる．

定理 3.23. 補題 3.22の条件 (∗)が満たされるとき，T 4上の種数が d1d2 + 1，divisibilityが d1

の正則 LPは全て同型である．

証明. 系 3.20，補題 3.22と，モノドロミー分解がHurwitz同値である LPは同型であるという

こと ([1]で示されている)から直ちに従う．

最後に，定理 1.1は以下の定理 3.23と以下の２つの補題から従う．

補題 3.24. d1d2 ≥ 5のとき補題 3.22内の条件 (∗)は成立する．

Proof. 補題 3.6より、LZ がとても豊富ではないような Z ∈ H2は，余次元が正の解析的集合

の可算和に含まれる．よって主張を示すためには，LZ がとても豊富であるとき D′
Z の次元が

N − 2以下であるということを示せばよい．

以下，LZ はとても豊富であると仮定する．まず任意の (x,H∑
lijXij

) ∈WZ に対し，その点

における微分 (dΦ)(x,(...,l′ij ,...))が全射であるということを示す．ただしΦ : C2 ×CN → C3は補

題 3.12の証明で定義した写像である．(dΦ)(x,(...,l′ij ,...))が全射ではないと仮定すると，以下の行

列の階数は 2以下である： 
ϑ01Z (x) · · · ϑijZ (x) · · ·
∂ϑ01Z
∂z1

(x) · · · ∂ϑijZ
∂z1

(x) · · ·
∂ϑ01Z
∂z2

(x) · · · ∂ϑijZ
∂z2

(x) · · ·


このとき (c1, c2) ̸= (0, 0)なる k, c1, c2 ∈ Cで，任意の (i, j) ̸= (0, 0)に対し以下の等式を満た

すものが存在する：

kϑijZ (x) = c1
∂ϑijZ
∂z1

(x) + c2
∂ϑijZ
∂z2

(x).

(x,H∑
lijXij

)はWZに含まれているから，ϑ00Z (x)+
∑

(i,j)̸=(0,0) l
′
ijϑ

ij
Z (x) = 0である．またϑijZ (x)

が全て同時に 0になることはないので，ϑijZ (x) ̸= 0なる (i, j) ̸= (0, 0)が存在する．簡単のため

ϑ01Z (x) ̸= 0とする．このとき適当な局所座標のもと，φZ : TZ → CPN は以下の表示を持つ：

x 7→

(
ϑ00Z (x)

ϑ01Z (x)
, . . . ,

ϑijZ (x)

ϑ01Z (x)
, . . .

)
.

仮定よりこの写像の微分は c1

(
∂
∂z1

)
+ c2

(
∂
∂z2

)
を 0に写す．特に φZ は埋め込みにならないの

で，仮定に反する．よって (dΦ)(x,(...,l′ij ,...))は全射であるということがわかった．

上の考察からWZ はN − 1次元多様体で，接空間 T(x,H)WZ はKer((dΦ)(x,(...,l′ij ,...)))と同一

視される．補題 3.12の証明と同様の方法で，p2 : WZ → (CPN )∗が (x,H)においてはめ込みで



あることと，(x,H) ∈ W 0
Z が同値であるということを示すことができる．DZ の次元はN − 1

であるから，W 0
Z は空ではなく，WZ \W 0

Z はWZ より真に小さい解析的集合である．WZ は多

様体であるから特に既約であるので，WZ \W 0
Z の次元はN − 2以下である．p2は固有写像で

あるから，定理 2.8よりD′
Z の次元もN − 2以下となる．

補題 3.25. (d1, d2) = (2, 2)のとき，条件 (∗)は成立する．

証明. Z ∈ H2に対し，(2, 2)型の偏極つきのアーベル曲面 (TZ ,HZ)は，(TZ′ , 2HZ′)と同型で

ある．ただし，Z ′ = Z/2 ∈ H2で，(TZ′ ,HZ′)は (1, 1)型の偏極つきのアーベル曲面である．以

下，TZ は楕円曲線の直積ではないとする (補題 3.4より生成的な Z ∈ H2に対しこの仮定は満

たされるということに注意する)．このとき TZ′ も楕円曲線の直積にはならない．−1 ∈ ZのC2

への作用は格子 ΛZ を保つので，−1は TZ にも作用する．この作用で TZ を割って得られる解

析的集合をKZ とする．直線束LZ′ は ([5, §.4.6]の意味で)対称であるから，次の図式を可換に

する埋め込み ψZ : KZ → (CP3)∗が存在する ([5, §.4.8]参照)：

TZ
φZ //

π

��

(CP3)∗

KZ

ψZ

;;wwwwwwwww

,

ただし π : TZ → KZ は商写像である．特に，R0 = {x ∈ TZ | rank((dφZ)x) = 0}はKZ の特

異点の πによる逆像 (つまり (ΛZ/2)/ΛZ ⊂ TZ)となり，R2 = TZ \R0である．

x ∈ R0に対し，p−1
1 (x)は {x} × (CPN )∗内の超平面である．さらに [5, Theorem 4.8.1]の証

明から以下の写像は同型であるということがわかる：

S2(TxC2) → Hom(φZ(x),C),
∑

aij
∂2

∂zi∂zj
7→
(
φZ(x) ∋ ϑ 7→ aij

∂2ϑ

∂zi∂zj
(x) ∈ C

)
,

ただし S2(TxC2)は TxC2 の対称積であり，Γ(LZ)の基底 {ϑijZ}を用いて φZ(x) ∈ (CPN )∗ を

Γ(LZ)内の超平面とみなしている．この写像による ∂2

∂zi∂zj
の像を sij ∈ Hom(φZ(x),C)とする．

このとき{s11, s12, s22}はHom(φZ(x),C)の基底となる．特にこの基底の双対基底{s∗11, s∗12, s∗22}
をとることができる．ϑ0 = s∗11 + s∗22 ∈ φZ(x) ⊂ Γ(LZ) とすると， ∂2ϑ0

∂zi∂zj
(x) = δij とな

り，特に (x, ϑ0) ∈ W 0
Z ∩ p−1

1 (x)がわかる．p−1
1 (x)は既約な解析的集合であるから，解析的

集合 (WZ \ W 0
Z) ∩ p−1

1 (x) の次元は高々N − 2 となる．定理 2.8 より，D′
Z ∩ p2(p

−1
1 (x)) ⊂

p2((WZ \W 0
Z) ∩ p−1

1 (x))の次元も高々N − 2となる．

p−1
1 (R2) ⊂WZはN −1次元の多様体である．p2(p−1

1 (R2))の次元 7がN −2以下であるとす

ると，p2(p−1
1 (R2))∩D′

Zの次元もN−2以下になる．よってこのときD′
Z = (p2(p

−1
1 (R0))∩D′

Z)∪
(p2(p

−1
1 (R2))∩D′

Z)の次元もN −2以下となる．p2(p−1
1 (R2))の次元がN −1であるとする．補

題 3.24の証明と同様の方法で，p−1
1 (R2)∩ (WZ \W 0

Z)は制限 p2 : p−1
1 (R2) → DZ がはめ込みに

ならない点全体と一致するということを証明することができる．特に p−1
1 (R2)∩W 0

Z ̸= ∅である．
p−1
1 (R2)は多様体であり，p−1

1 (R2)∩(WZ \W 0
Z)は解析的集合であるから，p−1

1 (R2)∩(WZ \W 0
Z)

の次元はN−2以下である．よってWZ \W 0
Z = (p−1

1 (R0)∩(WZ \W 0
Z))∪(p−1

1 (R2)∩(WZ \W 0
Z))

の次元はN − 2以下であるから，定理 2.8よりD′
Z の次元もN − 2以下である．

7本稿では解析的集合に対してしか次元を定義していないが，より一般に多様体の部分集合に対して次元が定義
できる．詳しくは [6]参照．
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