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まとめ.
9-1.変数変換・・・φを R内の領域 Dを φ(D)に一対一に写すとき、φ(u, v) = (x(u, v), y(u, v))とする．
このとき、 ∫ ∫

φ(D)
f (x, y)dxdy =

∫ ∫
D

f (x(u, v), y(u, v))|
∣∣∣∣∣∂(x, y)
∂(u, v)

∣∣∣∣∣ dudv

φによって一点に写された写された集合がジョルダン外測度 0集合であってもこの公式は成り立つ．
例: (x, y) = (r cos θ, r sin θ)なる極座標に対しては、D = {(x, y) ∈ R2|x2 + y2 ≤ 1}とすると、ヤコビ

行列は、

 cos θ cos θ
−r sin θ r cos θ

であるから
∫

D

√
x2 + y2dxdy =

∫ 1

0

∫ 2π

0
r2drdθ = 2π

∫ 1

0
r2dr = 2π

[
r3

3

]1
0
=

2π
3

などとなる．
———————————————————————————————————————————————
今日の課題.
1.重積分の計算
———————————————————————————————————————————————

小テスト-9. [ラグランジュの未定乗数法]
条件式 g(x, y) = x2 + y2 − 1 = 0上で、関数 f (x, y) = x + yの最大と最小を（ラグランジュの未
定乗数法を用いて）求めよ．ただし、最大と最小の存在はわかっているとしてよい．
————————————————————————————————————————————-

問題-9-1. [長方形型の領域上の積分]
Dを下のような領域のとき、関数 z = f (x, y)を D上で積分せよ．

(1) D = [0, 1] × [0, 1], f (x, y) = x2 + y2 (2) D = [0, 1] × [0, 1], f (x, y) = (x + 2y)2

(3) D = [0, 1] × [0, 1], f (x, y) =
y2

1 + x
(4) D =

[
0,
π

2

]
×
[
0,
π

2

]
, f (x, y) =

√
1 − x2 − y2

(5) D = [1, 3] × [0, 2], f (x, y) =
1

(1 + x + y)2

問題-9-2. [三角形および、円盤領域の積分]
Dを下の点を頂点とする三角形領域のとき、関数 z = f (x, y)を D上で積分せよ．

(1) (0, 0), (1, 0), (0, 2), f (x, y) = xy (2) (0, 0), (1, 1), (1, 0), f (x, y) = x + 2y

Dを下のような円盤領域のとき、関数 z = f (x, y)を D上で積分せよ．

(1)
∫ ∫

D
x2dxdy, D = {(x, y)|x2 + y2 ≤ 4} (2)

∫ ∫
D

xdxdy,

D = {(x, y)|(x − 1)2 + (y − 1)2 ≤ 1}

問題-9-3. [積分の順序]
次の積分の順序を交換せよ．



(1)
∫ 3

0

∫ 2y

y−3
f (x, y)dxdy (2)

∫ 1

0

∫ 3x

2x
f (x, y)dxdy (3)

∫ 1

0

∫ √
4−x2

√
2+x2

f (x, y)dxdy

問題-9-4. [一次式による変数変換により求められる積分]
アフィン変換により、以下の積分を計算せよ．

(1)
∫ ∫

D
(x − y)ex+ydxdy, D = {(x, y)|0 ≤ x + y ≤ 2, 0 ≤ x − y ≤ 2}

(2)
∫ ∫

D
cos x sin ydxdy, D = {(x, y)|0 ≤ x + y ≤ 2π, 0 ≤ x − y ≤ 2π}

(3)
∫ ∫

D
y2dxdy, D = {(x, y)|x ≥ 0, y ≤ −x + 1, y ≥ x − 1}

(4)
∫ ∫

D
x2dxdy, D =

{
(x, y)|

( x
a

)2
+

(y
b

)2
≤ 1
}

———————————————————————————————————————————————

宿題-9-1. [積分計算]
次の積分を指定された領域上で計算せよ．

(1)
∫ ∫

D
xdxdy, D = {(x, y)|x2 + y2 ≤ x} (2)

∫ ∫
D

x2dxdy, D = {(x, y)|x2 + y2 ≤ x}

宿題-9-2. [積分]
次の積分を計算せよ．
(2)の領域について：Dは楕円を 45度傾けた形の領域である．変数変換の仕方がわからなけ

れば、xもしくは yについて解いて計算してもよい．そのとき、領域 Dは |x| ≤ 2
√

3
のなかに

含まれることは使ってもよい．

(1)
∫ ∫

D
(x − 2y)2dxdy, D = {(x, y)||x + 2y| ≤ 1, |x − y| ≤ 1}

(2)
∫ ∫

D
(x + y)(x − y)dxdy, D = {(x, y)|x2 + xy + y2 ≤ 1}

———————————————————————————————————————————————
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