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まとめ.

1-1. 距離関数・・・ρが距離関数であるとは、任意のXの 2点 x, yに対して、実数 ρ(x, y)が定め
られており以下を満たすもののことをいう．

1. ρ(x, y) ≥ 0

2. ρ(x, y) = 0 ⇔ x = y

3. Xの任意の 2元 x, yに対し、ρ(x, y) = ρ(y, x)

4. Xの任意の 3元 x, y, zに対し、ρ(x, z) ≤ ρ(x, y) + ρ(y, z)

1-2. 距離空間・・・集合X とその上の距離関数 ρが定められているとき、(X, ρ)を距離空間と
いう．
1-3. 例・・・Iを単位閉区間 [0, 1]とする．

• R∞ =

{
(xn)|

∞∑
n=1

x2
nが収束する

}
と定義する．これをヒルベルト空間という．

• C(I) = {f(x)|f(x)は I上の連続関数 }

1-4. p進付値・・・pを素数とする．n ∈ Zに対して、pと互いに素な整数aを使って、n = apr (r ≥

0)と一意的に表せる．このとき、φp(n) =

2−r n ̸= 0

0 n = 0
と定義する．この関数 φpを p進付値

という．
————————————————————————

問題 1 [距離空間]

以下の問題に答えよ．ただし、I は単位区間 [0, 1]のこととする．

(a) R∞は d∞(x, y) =

√√√√ ∞∑
n=1

(xn − yn)2を距離関数とする距離空間となることを示せ．

(b) f, g ∈ C(I)に対して、d(f, g) = sup{|f(x)− g(x)||x ∈ I}と定義する．このとき、(C(I), d)

は距離空間になることを示せ．

(c) f, g ∈ C(I)に対して、d′(f, g) =

√∫ 1

0
(f(x)− g(x))2dxとして定義する．このとき、(C(I), d′)

は距離空間となることを示せ．

(d) Rnの 2元 x = (x1, .., xn)と y = (y1, .., yn)に対して、d′n(x, y) = |x1 − x2|+ · · ·+ |xn − yn|
とすると、d′nは Rn上の距離関数となることを示せ．

(e) x, y ∈ Rnを d∗n(x, y) = max{|xi − yi||i = 1, .., n}とすると、(Rn, d∗n)は距離空間になること
を示せ．



(f) l,m ∈ Zに対して、ρ(l,m) = φp(l − m)とすると、この ρは Z上の距離関数となることを
示せ．

(g) 自然数からなる数列{x1, x2, ...}全体の集合をNNの任意の２元x = {x1, x2, ...}, y = {y1, y2, ...}
に対して、

ρ(x, y) =

1/n xi = yi(i < n) で xn ̸= yn のとき、

0 xi = yi(i ∈ N)

と定める．このとき、ρは NN上の距離関数となることを示せ．

問題 2 [開集合]

(X, d)を距離空間とする．X の任意の有限個の開集合の共通部分は開集合であることを示せ．

問題 3 [開集合]

(X, d)を距離空間とする．任意個の開集合の和集合は開集合であることを示せ．

問題 4 [距離空間の開集合]

距離空間 (X, ρ)において、X の任意の 2点 x, yに対し、

ρ̃(x, y) = min(ρ(x, y), 1)

とおけば、ρ̃は集合X 上の距離関数であって、A ⊂ X とするとき、

Aは (X, ρ)の開集合⇔ Aは (X, ρ̃)の開集合

問題 5 [距離空間の開集合]

距離空間 (X, ρ)において、X の任意の 2点 x, yに対し、

ρ̃(x, y) =
ρ(x, y)

1 + ρ(x, y)

とおけば、ρ̃は集合X 上の距離関数となり、A ⊂ X とするとき、

Aは (X, ρ)の開集合⇔ Aは (X, ρ̃)の開集合

問題 6 [距離関数となるための条件]

集合X の任意の２元 x, yに対して、実数 ρ(x, y) ≥ 0が定められ、以下の性質を満たすとき、ρは
X 上の距離関数となることを示せ．

• ρ(x, y) = 0 ⇔ x = y

• 任意の 3元 x, y, zに対して ρ(x, y) ≤ ρ(z, x) + ρ(z, y)が成り立つ．

————————————————————————
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