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まとめ.

13-1. 積位相 1・・・ 位相空間 (X1,O1)と (X2,O2)に対して、自然な射影を pi : X1 ×X2 → Xi

とする．このとき、
{p−1

1 (H1)|H1 ∈ O2} ∪ {p−1
2 (H2)|H2 ∈ O2}

によって生成される位相をX1 ×X2上の積位相といい、O1 ×O2とかく．
13-2. 積位相 2・・・ (Xλ,Oλ) (λ ∈ Λ)を位相空間とする．直積集合

∏
λ∈Λ

Xλにおいて、射影を

pλ :
∏
λ∈Λ

Xλ → Xλとする．

∪λ∈Λ{p−1
λ (Hλ)|Hλ ∈ Oλ}

によって生成される位相を
∏
λ∈Λ

Xλ上の積位相といい、
∏
λ∈Λ

Oλとかく．

位相空間Xの可算個の積空間をXℵ0とかく．
13-3. 商位相・・・(X,O)を位相空間とする．f : X → Y が全射であり、Y 上に

Hが Y の開集合⇔ f−1(H)がXの開集合 (∗)

となるように位相をいれたものを Y 上の f による商位相という．
13-4. 商写像・・・位相空間の間の全射 f : (X,O) → (Y,O′)で上の条件 (∗)を満たすものを商写
像という．
13-5. 商空間・・・位相空間X 上の同値関係 σに対して σによる商集合X/σに対して自然な全
射X → X/σによる商位相を同値類集合X/σに入れる．このようなX/σ上の位相空間を商空
間という．
13-6. 連結・・・位相空間Xに対して、ある２つの空ではない互いに素な開集合 U, V を使って、
X = U ∪ V とならないことである．連結でない位相空間は不連結という．
13-7. 連結成分・・・位相空間 (X,O)のうち、xを含む最大の連結部分集合C(x)を連結成分とい
う．
13-8. 完全不連結・・・任意の点 x ∈ Xにおいて、xを含む連結成分が xのみからなるもの．
————————————————————————

問題 120 [積位相]

X × Y に対して Bが (x, y) ∈ X × Y の近傍であるとは、ある x ∈ X の開集合 U と y ∈ Y の開集合 V

が存在して、U × V ⊂ B ⊂ X × Y となることを示せ．

問題 121 [積位相]

積空間X × Y において、A ⊂ X,B ⊂ Y とする．このとき以下を示せ．

(1) Int(A×B) = Int(A)× Int(B)

(2) Bd(A×B) = [Bd(A)× Cl(B)] ∪ [Cl(A)× Bd(B)]

問題 122 [積位相]

積空間X × Y 上の点列 (xn, yn)が連続となるためには、xn, ynがX,Y においてそれぞれ収束すること
であることを示せ．



問題 123 [積位相]

積空間X ×Y の積位相は各射影X ×Y → XとX ×Y → Y が連続となる最弱の位相であることを示せ．

問題 124 [箱型積位相]

(Xλ,Oλ)を位相空間とする．積集合
∏
λ∈Λ

Xλ上に、

{∏
λ∈Λ

p−1
λ (Hλ)|Hλ ∈ Oλ

}
を位相として定めることが

できる．これを箱型積位相という．一般に、箱型積位相と通常の積位相とは異なる位相であることを示
せ．ここで、pλを積集合からXλへの自然な射影とする．

問題 125 [射影]

積空間
∏
λ∈Λ

Xλ → Xλは連続な開写像であることを示せ．

問題 126 [積空間への写像]

pλ : X =
∏
λ∈Λ

Xλ → Xλを積集合からの自然な射影とする．Z を位相空間とし、f : Z → X を写像とす

るとき、f が連続であるための必要十分条件は、任意の λに対して pλ ◦ f が連続であることを示せ．

問題 127 [距離空間の可算無限直積上の距離関数]

可算個の距離空間 (Xi, ρi) (i = 1, 2, · · · )に対して、δ(Xi) ≤ 1とする．このとき、積空間
∏
i≥1

Xiと２点

x = (x1, x2, · · · ), y = (y1, y2, · · · )に対して、

ρ(x, y) =

√√√√ ∞∑
i=1

1

i2
[ρi(xi, yi)]

とおくと、ρは積空間
∏
i≥1

Xi上の距離関数となり、
∏
i≥1

Xi上の積位相と一致する．

問題 128 [無理数とその連分数展開]

(0, 1)上の無理数全体からなる部分空間を P′とかく．P′は、連分数展開

P′ ∋ α =
1

n1 +
1

n2+
1

n3+···

(ni ∈ N)

を使って、(n1, n2, · · · , )を対応させる．この写像は、P′と自然数の可算直積空間Nℵ0 と同相を与えるこ
とを示せ．

問題 129 [商写像となるためのある十分条件]

連続な全射 f が、開写像もしくは閉写像であるなら f は商写像であることを示せ．

問題 130 [商写像]

商写像は連続であることを示せ．

問題 131 [商写像]

X,Y, Z を位相空間とし、f : X → Z, g : X → Y, h : Y → Z とし、f = h ◦ gとして以下を示せ．

(1) gが商写像、f が連続とするなら、hは連続である．

(2) g, hが商写像であるなら、f は商写像である．

(3) f が商写像、g, hが連続であるなら、f は商写像である．



問題 132 [連結]

X,Y を位相空間とし、連続 f : X → Y に対して、X の連結な部分集合Aの像 f(A)も連結であること
を示せ．

問題 133 [連結部分集合の閉包の連結性]

連結な部分集合の閉包は連結であることを示せ．

問題 134 [直積空間の連結性]

連結な位相空間の直積は連結であることを示せ．

問題 135 [R,Qの連結性]

実数全体 Rは連結であることを示せ．また、有理数全体Qは不連結であることを示せ．

問題 136 [連結]

位相空間X 上の任意の 2点がある連結部分集合に含まれるとき、X は連結であることを示せ．

問題 137 [連結]

位相空間の各連結成分は閉集合であることを示せ．

問題 138 [完全不連結集合]

有理数全体は完全不連結であることを示せ．

————————————————————————
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