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まとめ.

3-1. 位相空間・・・Xを集合とする．OをXの部分集合の族とする．以下を満たす (X,O)を位
相空間という．

[O1 ] 全体集合X、空集合 ∅はOに属する．

[O2 ] 任意の k ∈ Nに対してO1, · · · , Ok ∈ OならばO1 ∩O2 ∩ · · ·Ok ∈ O

[O3 ] {Oλ|λ ∈ Λ, Oλ ∈ O}ならば ∪λ∈ΛOλ ∈ O

3-2. 連続写像・・・f : (X1,O1) → (X2,O2)が連続であるとは、任意の U ∈ O2 に対して、
f−1(O) ∈ O1であることをいう．
3-3. 有限補集合位相・・・Xを集合としてO = {U ⊂ X|U = ∅ or X − U : 有限集合 }としたと
きに得られる位相空間 (X,O)を有限補集合位相という．
3-4. 順序位相・・・(X,≤)を全順序集合とする．X外の{∞,−∞}をとり、任意のx ∈ Xに対して、
−∞ < x < ∞となる順序を入れる．O≤ = {U ⊂ X|∀x ∈ U, ∃a, b ∈ X ∪ {±∞}に対して、x ∈
(a, b) ⊂ U}とおく．このとき、(X,O≤)は位相空間となる．この位相を順序位相という．
3-5. 同相な空間・・・(X1,O1)と (X2,O2)を２つの位相空間とする．全単射連続写像 f : X1 → X2

が、f−1も連続であるとき、f は同相写像であるという．もし、X1, X2に対して同相写像が存
在するとき、X1, X2は同相であるという．位相空間において、同相を同値とみなしたものを同
相類という．
3-6. 離散位相・・・集合Xに対して、位相OがXの部分集合全体であるとき、(X,O)を離散空
間であるという．
3-7. 内部、集積点、閉包・・・位相空間 (X,O)の部分集合Aの内点 Int(A)、集積点、閉包Cl(A)

の定義は、距離空間における定義の ϵ-近傍を全て開集合に変えて定義すればよい．位相空間
(X,O)においてXでの部分集合Aの内部を IntX(A)、閉包をClX(A)をとかくこともある．
3-8. 近傍系・・・集合Xの各元 xに対して、Xの部分集合の空でない族U(x)が定められるとき、
U = {U(x)|x ∈ X}をXの近傍系という．

1. U ∈ U(x)ならば、x ∈ U

2. U1 ∈ U(x)かつ U2 ∈ U(x)ならば、U3 ⊂ U1 ∩ U2となる U3 ∈ U(x)が存在する．

3. U ∈ U(x)、y ∈ U ならば、V ⊂ U を満たす V ∈ U(y)が存在する．

集合上に近傍系がさだめられるとき、ただひとつX上に位相を定めることができる．
————————————————————————

問題 22 [位相空間]

次の問題に答えよ．

(a) R上の部分集合の族をO = {(a,∞)|a ∈ R∪ {−∞}}∩ {∅}とすると、(X,O)は位相空間にな
ることを示せ．



(b) 有限補集合位相が位相空間であることを確かめよ．

(c) 順序位相 (X,O≤)は位相空間となることを確かめよ．

(d) (X,O)が位相空間とする．A ⊂ X を部分集合とする、OA を {A ∩ U |U ∈ O}とするとき、
(A,OA)は位相空間であることを確かめよ．

(e) (X,O)を位相空間とする．AをXの任意の部分集合とする．このとき、O(A) = {A∪O|O ∈
O} ∪ {∅}とする．このとき、O(A)はX 上の位相空間であることを示せ．

問題 23 [位相の数]

次の集合の上に定義される位相の総数を求めよ．

(a) {1, 2}

(b) {1, 2, 3}

問題 24 [位相の数]

次の集合の上に定義される位相の同相類を求めよ．

(a) {1, 2}

(b) {1, 2, 3}

問題 25 [有限集合上の位相]

有限集合上の距離空間は離散空間であることを示せ．

問題 26 [離散空間]

位相空間X が離散空間であるためには, 一点集合がすべて開集合となることが必要十分であるこ
とを示せ.

問題 27 [半円と Rの間の全単射]

半円を
S1
+ = {(x, y) ∈ R2|x2 + y2 = 1, x > 0}

として定義する．次の写像 φ : (−1, 1) → Rを以下のように定義する．y ∈ (−1, 1)とする．S1
+上

の点 (x, y)に対して、原点と (x, y)を通る直線の傾きを φ(y)として定義する．このとき φ(y)、ま
た、その逆写像を計算せよ．

問題 28 [導集合]

位相空間X の部分集合Aの集積点全体の集合をAの導集合といい、Adで表す．X が距離空間の
とき、Adは閉集合であることを示し、また、A,Ad, (Ad)dが全て違う例を作れ．

問題 29 [部分集合の内部]

(X,O)を位相空間とする．(Y,OY )をその部分空間とする．すべての X の部分集合 Aに対して
IntX(A) ∩ Y が Y の中で Aの内部になることと Y がX の中で開集合であることは同値であるこ
とを示せ．



問題 30 [距離空間の間の連続写像と位相空間としての連続写像]

(X1, d1)および (X2, d2)を距離空間とし、Ojをdjによって定まる距離位相とする．写像f : X1 → X2

について、f が距離空間 (X1, d1)から (X2, d2)への連続写像であることと、f が位相空間 (X1,O1)

から (X2,O2)への連続写像であることは、同等（同値）であることを確かめよ．

問題 31 [距離空間の ϵ-近傍系]

距離空間 (X, d)において、U(x) = {{y ∈ X|d(y, x) < ϵ}|ϵ > 0}とすると、{U(x)}は距離空間の
近傍系であることを示せ．

問題 32 [2点集合からなる位相空間から決まる順序集合]

X を任意の 2点集合上の位相空間とする．x ∈ X に対して、Uxを xを含む最小の開集合とする．
任意の x, y ∈ X において、y ∈ Uxとなるとき、x ≤ yと定義することで、X 上の順序集合を明ら
かにせよ．

問題 33 [3点集合からなる位相空間から決まる順序集合]

X を任意の 3点集合上の位相空間とする．x ∈ X に対して、Uxを xを含む最小の開集合とする．
任意の x, y ∈ X において、y ∈ Uxとなるとき、x ≤ yと定義することで、X 上の順序集合を明ら
かにせよ．

————————————————————————
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