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第3回（’16年 10月 26日：Keywords · · · 接平面、合成関数の微分法)

3-1.偏微分可能・・・f(x, y)が (x, y) = (a, b)において、xで偏微分可能であるとは、
f(x, b)が一変数関数として微分可能であることをいう．yに関する微分可能性も同
じようにする．

3-2.偏微分係数、偏導関数・・・f(x, y)の (x, y) = (a, b)での xに関する偏微分の微

分係数を fx(a, b)もしくは、
∂f

∂x
(a, b)とかく．これは、関数のグラフ z = f(x, y)を

y = bに制限してできる関数 z = f(x, b)の微分係数である．また、関数を fx(x, y)を

偏導関数という．また (fx)x(x, y)のような高次の偏導関数を fxx(x, y)もしくは
∂2f

∂x2

や (fx)y(x, y) = fxy(x, y)もしくは
∂2f

∂y∂x
とかく．

(例)偏導関数を求める．
(1) f(x, y) = xexyのとき、fx(x, y) = exy + xexyy = (1 + xy)exy, fy(x, y) = x2exy

(2) f(x, y) =
√
1− x2 − y2のとき、fx(x, y) =

−x√
1− x2 − y2

, fy(x, y) =
−y√

1− x2 − y2

3-3.接平面の方程式・・・関数 z = f(x, y)が (a, b)で全微分可能とする．このとき、

f(x, y) = f(a, b)+fx(a, b)(x−a)+fy(a, b)(y−b)+o(
√
(x− a)2 + (y − b)2) (x, y) → (a, b)

を満たすが、最後の項を取り除いて (一次近似)、

z = fx(a, b)(x− a) + fy(a, b)(y − b) + f(a, b) (接平面の方程式)

⇔ fx(a, b)(x− a) + fy(a, b)(y − b)− (z − f(a, b)) = 0

となる (x, y, z)の方程式（接平面の方程式）が得られる．
(例)次の関数 z = f(x, y)の接平面の方程式を求める．
f(x, y) = xyのとき、z = b(x−a)+a(x−b)+abもしくは、b(x−a)+a(y−b)−z+ab = 0

が接平面の方程式、

3-4.合成関数の微分法 I・・・ (x, y)-平面上に、(x(t), y(t))をおく．このとき合成関数
F (t) = f(x(t), y(t))の t = t0での微分は、

dF

dt
(t0) =

∂f

∂x
(x(t0), y(t0)) ·

dx

dt
(t0) +

∂f

∂y
(x(t0), y(t0)) ·

dy

dt
(t0)

つまり
dF

dt
=
∂f

∂x
· dx
dt

+
∂f

∂y
· dy
dt

となる．
(例)関数 f(x, y)に (x, y) = (t2, t3)として合成関数 f(t2, t3) = F (t)を定義する．こ
のとき、F ′(t) = fx(t

2, t3)2t+ fy(t
2, t3)3tとなる．実際、f(x, y) = 5x+3yとすると、

F ′(t) = 10t+ 9t = 19tとなる．
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3-5.合成関数の微分法 II・・・関数 z = f(x, y)と、x = φ(s, t), y = ψ(s, t)に対して、
z = F (s, t) = f(φ(s, t), ψ(s, t))とすると、次が成り立つ．

(
∂F

∂s

∂F

∂t

)
=

(
∂f

∂x

∂f

∂y

)∂φ

∂s

∂φ

∂t
∂ψ

∂s

∂ψ

∂t


この後ろの 2× 2行列の行列式をヤコビアンといい、

∂(x, y)

∂(s, t)
とかく．

(例)2変数関数を f(x, y) = 5x + 3yとし、x(s, t) = est, y(s, t) = es+2tを代入した
とき、F (s, t) = f(x(s, t), y(s, t))の s, tでの偏微分を計算する．Fs(s, t) = 3test +

5es+2t, Ft(s, t) = 3sest + 10es+2tとなる．

ホームページ：http://www.math.tsukuba.ac.jp/~tange/jugyo/16/bischem.html

blog：http://motochans.blogspot.jp/

Twitter: BasicMathIIB
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例題 3-1. (接平面の方程式、合成関数の微分法 I)

(1) 次の関数の (x, y) = (a, b)での接平面を求めなさい

(1) f(x, y) = exy (2) f(x, y) = x2 + 2y2

(2) 関数 f(x, y)と x = x(t), y = y(t)の合成関数 F (t)の微分を、合成関数の微分法
を使って求めよ．

(a) f(x, y), x = 2t+ 1, y = t2 (b) f(x, y), x = sin t, y = cos t
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例題 3-2. (合成関数の微分法 I,II)

(1) 例題3-1(2)の合成関数において、f(x, y)が次の関数であるとき、F ′(t)を求めよ．

(a) f(x, y) = x2 + xy + y2 (b) f(x, y) = x3 + y3

(2) 次の関数の s, tでの偏微分を fxや fyを用いて求めよ．

F (s, t) = f(cos(s+ t), sin(s− t))

また、f(x, y) = xyであるとき、Fs, Ftを求めよ．
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問題 3-1. (接平面の方程式、合成関数の微分法)

以下の問題に答えよ．

(1) f(x, y) = x2 + y2の (a, b)での接平面の方程式を求めよ．

(2) f(x, y) = x5 + y5とし、x(θ) = cos θ, y(θ) = sin θであるとき、この合成関数
F (θ) = f(x(θ), y(θ))の θでの微分係数を求めよ．

(3) 次の関数を合成した関数 f(x(u, v), y(u, v)) = F (u, v)の u, vに関する偏微分を
合成関数の微分法を用いて計算せよ．

(a) f(x, y) = xy2 + x2y, x = u+ v, y = u− v

(b) f(x, y) = sin(x− y), x = u2 + v2, y = 2uv
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問題 3-2. (合成関数の微分法)

次の関数
F (t) = t2

t

の t微分を合成関数の微分法を使って以下のようにして求める．

(1) まず、F (t)は、tを 2t乗する関数つまり、t(2
t)であるが、それは、t2を t乗す

る関数 (t2)tではないことを示せ．たとえば、3(2
3)は (32)3とは違う値であるこ

とを示せ．

(2) f(x, y) = xyとして、F (t)を合成関数の形 f(x(t), y(t))にしたとき、x, yをどの
ようにしたら適切か？

(3) このとき fx, fyおよび、x′(t), y′(t)を求めよ．

(4) F ′(t)を求めよ．
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