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第6回（’16年 12月 7日：Keywords · · · 条件付き極値・ラグランジュの未定乗
数法)

6-1.ラグランジュの未定乗数法・・・条件 gi(x1, x2 · · · , xn) = 0 (i = 1, · · · ,m)にお
いて関数 F (x1, x2, · · · , xn)の極値を下のようにして求める方法である．このとき、
(λ1, · · · , λn) ∈ Rnとすると、

H(x1, x2, · · · , xn, λ1, · · · , λn) = F (x1, x2 · · · , xn)−
m∑
i=1

λigi(x1, · · · , xn)

とおくと、gi(x1, · · · , xn) = 0の条件のもとでの F の極値において、H の臨界点を
与える．
(例)x2 + y2 − 1 = 0なる条件のもと、3x2 + xy + 3y2を最大にする点を求めよ．

H = 3x2+xy+3y2−λ(x2+y2−1)とおく．このとき、


Hx = (6− 2λ)x+ y = 0

Hy = x+ (6− 2λ)y = 0

Hλ = −x2 − y2 + 1 = 0

ここで、(x, y) ̸= (0, 0)なので、(6− 2λ)(6− 2λ)− 1 = 0を満たすので、

λ =
5

2
,
7

2
である．

λ =
5

2
のとき、

x+ y = 0

x2 + y2 = 1
となる．よって、(x, y) =

(
1√
2
,− 1√

2

)
,

(
− 1√

2
,
1√
2

)

λ =
7

2
のとき、

x− y = 0

x2 + y2 = 1
となる．よって、(x, y) =

(
1√
2
,
1√
2

)
,

(
− 1√

2
,− 1√

2

)

6-2.集合上の最大値・・・A,B を R2 上の集合とし、A ∪ B が有界な閉集合とする．
f : A ∪ B → Rを連続関数とする．このとき、A ∪ B上で、f(x, y)の最大値、最小
値が存在する．

(1) f のAでの最大値があればそれを a

(2) f のBでの最大値があればそれを b

とするとき、f のA ∪Bでの最大値は

max{a, b}

として与えられる．

6-3.円盤上の最大値・・・x2+y2 ≤ 1を満たす領域において、A = {(x, y)|x2+y2 < 1}
とB = {x2 + y2 = 1}とするとき、連続関数 f(x, y)の最大値は、Aでの最大値とB

での最大値のうち大きい方である．最小についても同じ．
(例)x2 + y2 ≤ 1のときに、f(x, y) = xyを満たす最大最小を求めよ．
円盤の内点において、f(x, y)の臨界点は、(0, 0)のみであるが、det(H) = −1 < 0な
ので、極値ではない．よって、円盤の内部において最大最小は存在しない．x2+y2 = 1

を満たす領域において、H = xy−λ(x2+y2−1)に対してラグランジュの未定乗数法

を用いることで、(x, y) =
(

1√
2
,− 1√

2

)
,

(
− 1√

2
,
1√
2

)
,

(
1√
2
,
1√
2

)
,

(
− 1√

2
,− 1√

2

)
1



が極値の条件となる．このとき、f(x, y)に入れてると、それぞれ、−1

2
,−1

2
,
1

2
,
1

2
と

なり、最大値は
1

2
であり、最小値は−1

2
となる．ゆえに、この円盤の最小値と最大

値も、それぞれ
1

2
、−1

2
となる．

ホームページ：http://www.math.tsukuba.ac.jp/~tange/jugyo/16/bischem.html

blog：http://motochans.blogspot.jp/

Twitter: BasicMathIIB
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例題 6-1. (ラグランジュの未定乗数法)

(1) x2 + y2 = 1なる条件のもと、f(x, y) = x2 + xy + y2で臨界点となる x, yを求
めよ．

(2) x2 + xy + y2 = 1なる条件のもと、f(x, y) = x2 + y2で臨界点となる x, yを求
めよ．
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例題 6-2. (円盤上の最大値と最小値)

円盤 {(x, y)|x2 + y2 ≤ 1}において、f(x, y) = x2 + xy + y2の最大と最小を求める．

(1) x2 + y2 < 1において、f(x, y)の極値をとる (x, y)とその値 f(x, y)を求めよ．

(2) x2 + y2 = 1において、f(x, y)の極値をとる f(x, y)とその値 f(x, y)を求めよ．
また、それが最大、最小であるかを判定せよ．
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問題 6-1. (ラグランジュの未定乗数法)

x2 + 2y2 = 1の条件の元、f(x, y) = x2 + 2xy + 2y2を最大、最小にする (x, y)を以
下のようにして求める．

(1) ラグランジュの未定乗数法を用いるため、λを用いて、条件の式、f(x, y)の一
次結合を用いた式H(x, y, λ)を求めよ．

(2) Hの臨界点Hx, Hy, Hλの満たす条件を求めよ．

(3) (2)の満たす x, y, λを求めよ．

(4) 上の条件の元、f(x, y)を最大、もしくは、最小にする (x, y)を求めよ．

(5) (感想)
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問題 6-2. (円盤上の最大最小)

円盤 {(x, y)|x2 + y2 ≤ 1}において、f(x, y) = x2 − y + y2の最大と最小を求める．

(1) x2 + y2 < 1において、f(x, y)の極値をとる (x, y)とその値 f(x, y)を求める．
f(x, y)の x, yに関する偏微分が全て 0になる点を求めよ．

(2) その点のヘッシアンから、その点が極値であるかどうか、判定せよ．

(3) g(x, y) = x2 + y2 − 1として、f(x, y)の最大、最小をラグランジュの未定乗数
法を用いて求める．H(x, y, λ) = f(x, y)− λg(x, y)として、H(x, y, λ)の x, y, λ

に関する偏微分をすべて 0にする (x, y, λ)を求めよ．

(4) (3)で求めた (x, y, λ)において f(x, y)を求め、f(x, y)の最大、最小を求めよ．

(5) (2)で求めた極値と、(4)で求めた最大最小を見比べることで、円盤上の最大最
小となる点とその値をそれぞれ求めよ．
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