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7-1.三角形領域・四角形領域上での重積分・・・D = [a, b]× [c, d] ⊂ R2を長方形領域
という．このD上のでの重積分は、次のように類似積分に直して計算する．∫ ∫

D

f(x, y)dxdy =

∫ d

c

(∫ b

a

f(x, y)dx

)
dy

(例)

∫ ∫
[0,1]×[0,1]

xydxdy =

∫ 1

0

∫ 1

0

xydxdy =

∫ 1

0

[
x2y

2

]1
0

dy =
1

2

∫ 1

0

ydy =
1

4

このように、変数が分離した場合の長方形領域上の積分は、
∫ ∫

[0,1]×[0,1]

xydxdy =∫ 1

0

∫ 1

0

xydxdy =

∫ 1

0

ydy

∫ 1

0

xdx =
1

2
× 1

2
=

1

4
として計算できる．

T =

{
(x, y)|a ≤ x ≤ b, c ≤ y ≤ d− c

b− a
x− ad− bc

b− a

}
を三角形領域 ((a, c), (b, c), (b, d)

が 3角形の頂点）という．この T 上のでの重積分は、次のように類似積分に直して
計算する． ∫ ∫

T

f(x, y)dxdy =

∫ d

c

(∫ b

x0

f(x, y)dx

)
dy

ここで、x0 =
b− a

d− c
y +

ad− bc

d− c
とする．

(例)

∫ 1

0

∫ 1

y

xydxdy =

∫ 1

0

∫ 1

y

xydxdy =

∫ 1

0

y(1− y2)

2
dy =

1

4
− 1

8
=

1

8

7-2.関数行列式 (ヤコビ行列式、ヤコビアン)・・・ x = φ(s, t), y = ψ(s, t)に対して、
もしくは x = φ(s, t, u), y = ψ(s, t, u), z = ϕ(s, t, u)に対して、(

φs φt

ψs ψt

)
, もしくは

φs φt φu

ψs ψt ψu

ϕs ϕt ϕu


なる行列の行列式

∂(x, y)

∂(s, t)
もしくは

∂(x, y, z)

∂(s, t, u)
を関数行列式 (ヤコビ行列式、ヤコビ

アン)をという．

(例) x = uv, y = u2−v2となる変換のヤコビ行列式は、det

(
v u

2u −2v

)
= −2v2−2u2

となる．

7-3.変数変換・・・φをR内の領域Dをφ(D)に一対一に写すとき、φ(u, v) = (x(u, v), y(u, v))

とする．このとき、∫ ∫
φ(D)

f(x, y)dxdy =

∫ ∫
D

f(x(u, v), y(u, v))|
∣∣∣∣∂(x, y)∂(u, v)

∣∣∣∣ dudv
φによって一点に写された写された集合がジョルダン外測度 0集合であってもこの
公式は成り立つ．

1



(例) (x, y) = (u + v,−u + v)なる座標変換に対して、D = {(x, y) ∈ R2||x + y| ≤

2, |x− y| ≤ 2}とすると、ヤコビ行列は、

(
1 1

−1 1

)
であるから

∫
D

(x2 + y2)dxdy = 2

∫ 1

−1

∫ 1

−1

(u2 + v2)2dudv = 8(
2

3
+

2

3
) =

32

3

となる．

ホームページ：http://www.math.tsukuba.ac.jp/~tange/jugyo/16/bischem.html

blog：http://motochans.blogspot.jp/

Twitter: BasicMathIIB
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例題 7-1. (長方形領域、三角形領域)

(1)

∫ ∫
D

(x+ 2y)2dxdy, D = [0, 1]× [0, 1]

(2)

∫ ∫
D

dxdy

(1 + x+ y)2
, D = [1, 3]× [0, 2]

(3)

∫ ∫
T

x(x+ y)dxdy, T を (0, 0), (1, 0), (0, 2)を頂点とする三角形領域．

(4)

∫ ∫
T

(x+ 2y)dxdy, T を (0, 0), (1, 1), (1, 0)を頂点とする三角形領域
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例題 7-2. (ヤコビアン・積分の順序)

(1) 次の変換のヤコビアンを計算せよ．

(a) (u, v) 7→ (u2 + v2, 2uv) (b) (u, v) 7→ (u+ 2v, 3u+ v)

(2) 次の積分の順序を交換せよ．

(a)

∫ 3

0

(∫ 2y

y−3

f(x, y)dx

)
dy (b)

∫ 2

0

(∫ y

−√
y

f(x, y)dx

)
dy
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問題 7-1. (重積分)

(1) D を 1 ≤ x ≤ 2, 1/x ≤ y ≤ xで囲まれる部分の領域とする．このとき、∫ ∫
D

x2ydxdyの重積分を求めよ．

(2) T を (0, 0), (π, π), (π,−π)を頂点とする三角形領域とする．
このとき、

∫ ∫
T

x2 sin(y − x)dxdyを以下のようにして、2通り計算せよ．

(a) まず、x方向から積分してから、y方向の積分をする．

(b) まず、y方向から積分してから、x方向の積分をする．
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問題 7-2. (変数変換による積分)

変数変換を使って、以下の積分を計算する．D = {(x, y)||x+ 2y| ≤ 1, |x− y| ≤ 1}∫ ∫
D

(x− y)2dxdy

(1) x+ 2y = u, x− y = vとおいて、(u, v)から (x, y)への一次変換を作れ．

(2) その一次変換のヤコビアンを計算せよ．

(3) その変換を用いて、
∫ ∫

D

(x− y)2dxdyを u, vの積分に書き直せ．

(4) (3) の積分を実行せよ．

6


