
微積分 II演習
担当 丹下 基生：研究室 (B715) mail(tange@math.tsukuba.ac.jp）

第8回（’16年 12月 21日：Keywords · · · 円盤上の積分)

8-1.極座標による円盤上の積分・・・x = r cos θ

y = r sin θ

となる極座標変換のとき、このヤコビアンは rとなる．よって、極座標変換により、
x, y-平面上の領域Dは r, θ-平面上のEに移るとすると、∫ ∫

D

f(x, y)dxdy =

∫ ∫
E

f(r cos θ, r sin θ)rdrdθ

となる．

(例)

∫ ∫
x2+y2≤1

√
x2 + y2dxdy =

∫ ∫
0≤r≤1,0≤θ<2π

r·rdrdθ =

∫ 1

0

∫ 2π

0

r2dθdr = 2π

∫ 1

0

r2dr =

2π

[
r3

3

]1
0

=
2π

3

8-2.立体の体積・・・領域D ⊂ R2に対して、そのD上で、2変数関数 z = f(x, y)と
x, y-平面とで囲まられた３次元領域の体積は、∫ ∫

D

f(x, y)dxdy

によって求めることができる．(例)f(x, y) = x2 + y2と x2 + y2 ≤ 1となる領域にお
いて x, y-平面で囲まれた領域の体積は∫ ∫

x2+y2≤1

(x2 + y2)dxdy =

∫ 1

0

∫ 2π

0

r2rdrdθ = 2π

[
r4

4

]1
0

=
π

2

ホームページ：http://www.math.tsukuba.ac.jp/~tange/jugyo/16/bischem.html

blog：http://motochans.blogspot.jp/

Twitter: BasicMathIIB
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例題 8-1. (円盤領域上の積分)

(1) 極座標変換 x = r cos θ, y = r sin θとした時の、ヤコビ行列、ヤコビアンを定義
から計算せよ．

(2) 次の積分を計算せよ．

(a)

∫ ∫
D

xdxdy, D = {(x, y)|(x− 1)2 + (y − 1)2 ≤ 1}

(b)

∫ ∫
D

x2dxdy, D = {(x, y)|x2 + y2 ≤ x}

(c)

∫ ∫
D

x(x+ y)dxdy

D = {(x, y)|(x− 1)2 + (y − 1)2 ≤ 1, 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1}
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例題 8-2. (極座標変換)

次の積分 ∫
D

1√
x2 + y2

dxdy,D = {(x, y)|0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ x}

を２通りの積分を実行する．

(1) x = (tan θ)yとして xの積分を実行し、そのあと yの積分を実行せよ．

(2) y = (tan θ)xと x = 1との交点を求めよ．

(3) 極座標変換を用いて積分を求めよ．
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問題 8-1. (円盤上の積分と球面の体積)

(1) 次の積分を求めよ．∫
D

x2ydxdy, D = {(x, y)|x2 + y2 ≤ 2x+ 2y}

(2) ３次元の極座標表示は 
x = r cos θ cosφ

y = r cos θ sinφ

z = r sin θ

で与えられる．このとき、以下の問題に答えよ．

(a) ３次元の極座標表示によるヤコビアンを計算せよ．

(b) 半球 z ≥ 0は θ, φのどのような領域と一致するか？

(c) 半球面は x, y-平面より上で関数 z =
√

1− x2 − y2以下の領域の体積であ
ることから、半球と x, y平面で囲まれる体積を重積分を使って求めよ．
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問題 8-2. (円盤上の積分)∫ ∫
x2+y2<2ax

√
x2 + y2dxdy の積分を求める．

(1) 円 x2 + y2 = 2axと y = (tan θ)xとの交点を求めよ．

(2) 領域 x2 + y2 ≤ 2axは、極座標表示において、r, θにおいてどのような領域と一
致するか？

(3) 上の積分を求めよ．
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