
微積分 I演習 担当丹下基生：研究室 (B715) mail(tange@math.tsukuba.ac.jp）

第11回（’16年 7月 6日：Keywords · · · 広義積分・広義積分の収束）

——————————————————————————————————————————————
今日の課題.
1. 広義積分の収束の判定ができること．
——————————————————————————————————————————————

37.広義積分の収束 広義積分が収束するとは lim
c→b

∫ c

a
f (x)dxの極限が存在することである．

一般に、収束するかどうかを判定するには、優関数を用いる．つまり、| f (x)| ≤ g(x)なる関

数 g(x)を用いて、
∫ b

a
g(x)dxが広義積分として収束するとき、

∫ b

a
f (x)dxも収束する．

数列のときと同様、条件としてこの絶対値はとることはできない．(簡単な例で考えればわ
かる．)

また、逆は成り立つとは限らない．| f (x)| ≤ g(x)で、
∫ b

a
g(x)dxが収束しないからといって、∫ b

a
f (x)dxが収束しないとは限らない．∫ b

a
| f (x)|dxが収束するとき、この広義積分は絶対収束するという．

38.べき関数との比較

(1)
∫ ∞

1

1
xs dxは s > 1の場合に、収束し、s ≤ 1のときに発散する．

(2)
∫ 1

0

1
xs dxは s < 1の場合に、収束し、s ≥ 1のときに発散する．

問題-11-A.
以下の広義積分が収束するかどうか判定せよ．

(1)
∫ ∞

1

dx
1 + x3 (2)

∫ ∞

1

x
1 + x2 dx (3)

∫ ∞

1

1
1 +
√

x
dx

(4)
∫ 1

0

sin x
1 − ex dx (5)

∫ 1

0

x5

√
x + x3

dx (6)
∫ 1

0

log x
1 − ex dx

(7)
∫ ∞

1
e−xx2 dx (8)

∫ ∞

1
e−xx−3 dx (9)

∫ ∞

1
e−xx3 dx

(10)
∫ 1

0

32

1 +
√

x + 3√x + 1
dx (11)

∫ 1

0

x − 1
x3 + 2x + 5

dx (12)
∫ 1

0

1
x(x − 1)

dx



39.関数のオーダーと広義積分 f (x)を、(0, a]で定義される関数とし、 f (x) = O(x−s)と
する．このとき、 ∫ a

0
f (x)dx

は、s < 1のとき、収束する．

f (x)を、[b,∞)で定義される関数とし、 f (x) = O(x−s)とする．このとき、∫ ∞

b
f (x)dx

は、s > 1のとき、収束する．

ここで、関数 f (x)が f (x) = O(g(x)) (x → a)であるとは、十分 aに近い任意の xにおいて

| f (x)
g(x)
|が有界であることである．

問題-11-B.
以下の広義積分の収束発散を言え．

(1)
∫ π

4

0

√
x

1 − cos x
dx (2)

∫ π
2

0
log sin x dx (3)

∫ 1

0

dx
(1 + x2)3

(4)
∫ π

2

0
log(1 + tan x) dx (5)

∫ ∞

0

2x + x2

ex − 1
dx (6)

∫ π
2

0

dx√
x(x3 + 1)

(7)
∫ 1

0
log x dx (8)

∫ ∞

0

dx
√

1 + x4
(9)
∫ 1

0

dx
√

x(1 − x)

(10)
∫ π

2

0

dx
sin x

(11)
∫ ∞

0

dx
√

1 + x2
(12)
∫ 1

0

dx
log x

(13)
∫ π

2

0

sin xdx
√

1 − x
(14)
∫ 1

0

1 − x
log x

dx (15)
∫ ∞

0

dx
1 + ex

問題-11-C.
以下の広義積分の値を求めよ．

(1)
∫ ∞

0

dx
(1 + x2)2 (2)

∫ ∞

0
e−xx3dx (3)

∫ ∞

0
e−xx4dx

(4)
∫ 3

0

dx
√

3 − x
(5)
∫ ∞

1

dx

x
√

1 + x2
(6)
∫ ∞

0
x3e−

x2
2 dx



(7)
∫ 1

0

√
x

1 − x
dx (8)

∫ π
2

0

√
tan x dx (9)

∫ 1

0

arcsinx
√

1 − x2
dx

(10)
∫ π

2

0

x dx
tan x

(11)
∫ ∞

0

x2 + 1
xex dx (12)

∫ ∞

0

1

1 +
√

x3
dx

(13)
∫ 1

0

x
√

1 − x
dx (14)

∫ ∞

1

dx

x
√

1 + x2
dx (15)

∫ ∞

0
x2n+1e−

x2
2 dx

———————————————————————————————————————————

宿題-11-1. [広義積分の収束]
次の広義積分の収束発散を言え．

(1)
∫ π

2

0

√
x

sin x
dx (2)

∫ 1

0

log x dx
√

1 + x2

宿題-11-2. [広義積分の計算]
次の広義積分 ∫ ∞

0
e−x2

dx (∗)

の値を求める

(1) この広義積分が収束することを優関数を用いて示せ．

(2) nを自然数とする．
∫ ∞

0

dx
(1 + x2)n が収束することを示せ．

(3) (2)の積分と
∫ 1

0
(1 − x2)ndxは前回の宿題の S nのどの項と等しくなるか？

(4)
∫ ∞

0
e−nx2

dxを変数変換をして、この値を
∫ ∞

0
e−t2dtと nを用いて求めよ．

(5) nを自然数とする．(1 − x2)n ≤ e−nx2 ≤ 1
(1 + x2)n を証明せよ．

(6) 以上のことと、前回の宿題 10-3の (4)を用いることで、積分 (∗)を求めよ．

質問・その他 今日の微積分学の演習における質問、また勉強中迷ったことがあれば、自由に
書いてください．

———————————————————————————————————————————
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