
微積分 I演習 担当丹下基生：研究室 (B715) mail(tange@math.tsukuba.ac.jp）

第6回（’16年 6月 1日：Keywords · · · ランダウの記号、テイラー展開）

——————————————————————————————————————————————
今日の課題.
1.ランダウの記号になれること．2.関数を近似する多項式を求めること．3. テイラー展開を計算
できること．
——————————————————————————————————————————————

23.ランダウの記号の性質 ランダウの記号は以下のような性質を満たす．ここでは簡単
のため全て x→ 0とする．

(1) α , 0なる実数の時、αo(xn) = o(xn)

(2) xmo(xn) = o(xn+m) (n ≥ 0, −n < m)

(3) o(xm)o(xn) = o(xn+m) (n,m ≥ 0)

(4) m ≤ nならば、o(xm) + o(xn) = o(xm)

ただし、ランダウ記号同士の引き算、o(xn) − o(xn) = 0などは成り立たない．

問題-6-A.
ランダウの記号 o(x2)と多項式を用いて次の関数を分解せよ．

(1) f (x) = xex (2) f (x) = (x + 1) sin x

(3) f (x) = x cos x (4) f (x) = ex sin x

(5) f (x) = x cos x2 (6) f (x) = sin x2

(7) f (x) = (x + 1)ex2 (8) f (x) = cos x sin x

(9) f (x) = (x2 + x + 1) cos x, (10) f (x) = (1 + x + 1000x3)(sin x2 + 200x3)

(11) f (x) = (1 + x)ex cos x, (12) f (x) = (1 + x100)(1 + x) sin x

(13) f (x) = (x + x2)ex2016
, (14) f (x) = cos x(1 + sin x)

(15) f (x) = ex log(1 + x),
(16) f (x) =

10∑
n=−10

exn



24.平均値の定理 微分可能関数 f (x)において、

f (x) − f (a)
x − a

= f ′(c)

なる式を満たす xと aの間の実数 cが存在する．

25.テイラー展開 (多項式近似) Cn級関数 f (x)は、ある n次以下の多項式 p(x)を用いて、

f (x) = p(x) + o((x − a)n)

と一意的に分解できる．この多項式を x = aでの n次までのテイラー展開といい、p(x)は n
次のテイラー多項式という．この p(x)は x = aでの f (x)の n次多項式式近似である．p(x)の
計算式は以下である．

p(x) = f (a) + f ′(a)(x − a) +
f ′′(a)

2!
(x − a)2 +

f ′′′(a)
3!

(x − a)3 + · · · + f (n)(a)
n!

(x − a)n

a = 0でのテイラー展開をマクローリン展開という．
※指数関数、三角関数、対数関数、べき乗関数 ((1+ x)α)のテイラー展開はすぐに計算できる
ようにしよう．

問題-6-B.
次の関数 f (x)の x = aでの n次のテイラー多項式を求めよ．

(1) f (x) = log(1 + x), a = 0, n = 3 (2) f (x) =
√

1 + x, a = 0, n = 3

(3) f (x) = ex, a = 0, n = 5 (4) f (x) = log(1 + x2), a = 0, n = 6

(5) f (x) = sin x, a = 0, n = 5 (6) f (x) = cos x, a = 0, n = 6

(7) f (x) = ex, a = 1, n = 3
(8) f (x) =

1
1 − x

, a = 0 n = 4

(9) f (x) = log(1 + tan x), a = 0, n = 2
(10) f (x) = log

(
1 +

1
√

x

)
, a = 0, n = 2.

(11) f (x) = log
1 − x
1 + x

, a = 0, n = 3
(12) f (x) = arctan(x), a = 0, n = 3

(13) f (x) = log
1 + x2

1 + x4 , a = 0, n = 4 (14) f (x) = (1 + x)
1
3 , a = 0, n = 3

(15) f (x) =
1
x

, a = 1, n = 3
(16) f (x) =


sin x − x

x3 x , 0

−1
3

x = 0
, a = 0, n = 2

(17) f (x) =
x

1 + x
, a = 0, n = 2 (18) f (x) = ex2

, a = 0, n = 4

(19) f (x) =
1 + x

x2 , a = 1, n = 2 (20) f (x) =
1

1 +
√

x
, a = 0, n = 2



(21) f (x) = x log(1 + x), a = 0, n = 3 (22) f (x) = x3
√

1 + x, a = 0 n = 3

26.剰余項 テイラー展開の分解において、o((x − a)n)の部分の関数をテイラー展開の剰余項
という．剰余項 Rn+1(x)は以下のように、関数 f (x)と 0 < θ < 1なるある数を用いて以下のよ
うに表される．

Rn+1(x) =
f (n+1)(a + θ(x − a))

(n + 1)!
(x − a)n+1

ただし、θは n, x, aに依存して決まるある定数である．

問題-6-C.
上の 6-B(1)-(22)において剰余項を計算せよ．

———————————————————————————————————————————

宿題-6-1. [テイラー展開からの平均値の定理]
剰余項を込めて考えた 1次のテイラー展開は、平均値の定理を表していることを示せ．

宿題-6-2. [テイラー展開]
次の関数の x = 0での n次のテイラー展開（マクローリン展開）を計算せよ．また剰余項を
0 < θ < 1を用いて計算もせよ．

(1) f (x) = tan x, n = 3
(2) f (x) =

1
√

1 − x
, n = 3

(3) sin x (4) cos x

宿題-6-3. [倍角の公式の 3次近似式]
sin xのテイラー展開 p1(x)+ o(x3)と cos xのテイラー展開 p1(x)+ o(x3)を求め、それらを用い
て式 2 sin x cos x = sin 2xの両辺のテイラー展開を 3次まで求めることで、この倍角の公式が
x = 0において 3次の項まで成立していることを示せ．

質問・その他 今日の微積分学の演習における質問、また勉強中迷ったことがあれば、自由に
書いてください．

———————————————————————————————————————————
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