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今日の課題.
1．2次形式の分類を理解する．2. 2次曲面、2次曲線を標準形を求める．
———————————————————————————————————————————————

まとめ.
8-1.シルベスターの慣性の法則と 2次形式・・・Aを実対称行列とする．このとき、ある実正則行列
Pで、tPAPが diag(1, · · · , 1,−1, · · · ,−1, 0, · · · , 0)なる対角行列が存在する．これを、シルベスター
の慣性の法則という．ここで、diag(a1, · · · , an)は、対角成分 aiiが aiとなるような対角行列とする．
このとき、Aの符号を (p, q)とすると、pを上の対角行列のうち、1の数に等しく、qは −1の数に
等しい．

(実)2次形式とは、x1, · · · , xnの 2次の斉次式であり、一般に、ある実対称行列Aを使って、tx ·A · x
のように書くことができる．ある正則な行列 Pを使ってできる次の２次形式 tx(tPAP)xを txAxと
同値な 2次形式であるという．よって 2次形式の同値類は、シルベスターの慣性の法則を用いる
と、2次形式は、

±x2
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2 + · · · ± xp+q
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に同値である．この同値類は、行列の符号によって完全に分類される．
8-2.アフィン幾何・・・ある集合 S 1, S 2 ⊂ Rn = Vがアファイン合同であるとは、ある正則行列 Pと
ベクトル x ∈ Vが存在して、任意の v ∈ S 1に対して、Pv + x ∈ S 2となる S 1 → S 2への一対一写像
が作れることである．上のような合同条件を持つ幾何学をアファイン幾何という．V のアファイ

ン合同写像は、V ⊂ Rn+1 = V ′上の線形変換として表せる．v ∈ Vに対して、
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一般に、アファイン写像とは、ある行列 Aとベクトル xに対して、v 7→ Av + xとなる写像のこ
とである．
8-3. 2次曲線・2次曲面の標準形・・・ f (x, y) = ax2 + 2bxy + cy2 + 2dx + 2ey + f = 0なる曲線を 2次
曲線という．この式は (
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と書き直すことができる．この 2次形式の標準形として、教科書定理 8,3のような式のどれかに分
類される．
8-4.広義固有空間・・・λを線形変換 f の固有値とする．このとき、V(λ)を

{v ∈ V |十分大きい nに対して、(λE − A)nv = 0}

とする．このベクトル空間を広義固有空間という．
———————————————————————————————————————————————



B-8-1. [広義固有空間]
固有空間 Vλは広義固有空間 V(λ)の部分空間であることを示せ．

B-8-2. [アファイン写像の合成]
アファイン写像の合成もアファイン写像であることを示せ．

B-8-3. [2次 (曲線)曲面の分類]
次の 2次曲線 f (x, y) = 0もしくは 2次曲面 f (x, y, z) = 0はどのような形か？

(1) f (x, y) = x2 − 2y2 + 2x + 2y

(2) f (x, y, z) = x2 + 2xy + 3y2 − z2 − 1

(3) f (x, y) = x2 + xy − y2 + 2x

(4) f (x, y) = x2 + 2xy + y2 + 2x

(5) f (x, y) = x2 − 2xy − y2 + 4x + 2y − 3

(6) f (x, y) = x2 + 4xy + y2 + 2x + 2y − 5

(7) f (x, y, z) = x2 + 2y2 + 8z2 − 6xz − 6yz + 2xy − 1

(8) f (x, y, z) = 2x2 + y2 + 5z2 + 2xy − 4xz − 1

(9) f (x, y) = 2x2 + 6xy − y2 + 2x + 4y − 2

(10) f (x, y) = x2 − 4xy − 2y2 + 6x + 3

(11) f (x, y, z) = −y2 + 2z2 + 2xy − 2xz + 2z

(12) f (x, y, z) = −2x2 − 2y2 − 3z2 + 4xz − 4yz + 2z
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C-8-1. [2次曲面の形]
次の２次曲面は cの値によって、どのような 2次曲面になるか？

f (x, y, z) = 3x２ + 4y2 + cz2 − 6xz − 2x − 4y + 6z = 0

C-8-2. [2次形式の標準化と符号]
Aを実対称行列としたとき、任意の実正則行列において、A ∼ tPAPなる同値関係を考える．
このとき、この同値関係により、Aの符号は不変であることを示せ．

C-8-3. [アファイン変換]
平面上のある点 (a, b)における θ回転はアファイン変換であることを示し、R3上の行列の形
でかけ．
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