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—————————————————————————————————————————

§1 集合・不等式・連続関数

問題 1-1 [不等式]

任意の実数 x, yに対して、|xn − yn| ≤ |x− y| · (|x|+ |y|)n−1が成り立つことを示せ．

問題 1-2 [コーシーシュワルツの不等式](
n∑

i=1

xiyi

)2

≤
n∑

i=1

x2i

n∑
i=1

y2i を示せ．

問題 1-3 [半円と Rの間の全単射]

半円を
S1
+ = {(x, y) ∈ R2|x2 + y2 = 1, x > 0}

として定義する．次の写像 φ : (−1, 1) → Rを以下のように定義する．y ∈ (−1, 1)とする．S1
+上の点

(x, y)に対して、原点と (x, y)を通る直線の傾きを φ(y)として定義する．このとき φ(y)、また、その逆
写像を計算せよ．
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問題 1-4 [積分０の連続関数]

f(x)を I = [0, 1]上連続で、任意の x ∈ Iにおいて f(x) ≥ 0となる関数とする．
∫ 1

0
f(x)dx = 0ならば、

f(x)は I 上恒等的に 0であることを示せ．

問題 1-5 [非可算集合]

{0, 1}Nは非可算集合であることを示せ．

問題 1-6 [C(R)の濃度]

card(C(R)) = cであることを示せ．

問題 1-7 [カントール集合]

カントール集合 {0, 1}Z = {0, 1} × {0, 1} × · · · に対して、ある 2以上の整数 rに対して、

φr : {0, 1}Z → [0, 1]

φr({an}n∈Zn≥1
) =

∞∑
n=1

r − 1

rn
an

と置く．このとき、φ2は単射ではないが全射であり、φr (r ≥ 3)なら全射ではないが単射であることを
示せ．

問題 1-8 [カントール集合]

Φ : 2ω = {0, 1}N → [0, 1]

(
Φ((xn)) =

∞∑
n=1

2xn
3n

)
なる写像 Φを定義する．[0, 1]から (1/3, 2/3)を除いた集合を T1 とおく．また、T1 から (1/9, 2/9) ∪
(7/9, 8/9)を除いた空間を T2とおく．同じように、Tn−1から、(1/3n, 2/3n) ∪ (7/3n, 8/3n) ∪ · · · ((3n −
2)/3n, (3n − 1)/3n) を除いた空間を Tnとおく．つまり、Tnは Tn−1のそれぞれの区間を 3分割し、その
中央の開区間を除いてできる集合である．このとき T = ∩∞

n=1Tnとおくと、T はΦ(2ω)と一致すること
を示せ．

（2ωと [0, 1]は問題 68とベルンシュタインの定理を使えば濃度はどちらも連続濃度である．（逆単射は
[0, 1]の無限小数 2進展開を用いればよい．）2ωは完全不連結であるが、[0, 1]は連結集合でありその間に
同相写像をつくることはできない．）

—————————————————————————————————————————

§2 距離空間

問題 2-1 [距離空間]

以下の問題に答えよ．ただし、I は単位区間 [0, 1]のこととする．

1. R∞は d∞(x, y) =

√√√√ ∞∑
n=1

(xn − yn)2を距離関数とする距離空間となることを示せ．

2. f, g ∈ C(I)に対して、d(f, g) = sup{|f(x)− g(x)||x ∈ I}と定義する．このとき、(C(I), d)は距
離空間になることを示せ．

3. f, g ∈ C(I)に対して、d′(f, g) =

√∫ 1

0
(f(x)− g(x))2dxとして定義する．このとき、(C(I), d′)は

距離空間となることを示せ．
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4. Rnの 2元 x = (x1, .., xn)と y = (y1, .., yn)に対して、d′n(x, y) = |x1 − y1| + · · · + |xn − yn|とす
ると、d′nは Rn上の距離関数となることを示せ．

5. x, y ∈ Rnを d∗n(x, y) = max{|xi−yi||i = 1, .., n}とすると、(Rn, d∗n)は距離空間になることを示せ．

6. l,m ∈ Zに対して、ρ(l,m) = φp(l −m)とすると、この ρは Z上の距離関数となることを示せ．

7. 自然数からなる数列 {x1, x2, ...}全体の集合をNNの任意の２元 x = {x1, x2, ...}, y = {y1, y2, ...}に
対して、

ρ(x, y) =

1/n xi = yi(i < n) で xn ̸= yn のとき、

0 xi = yi(i ∈ N)

と定める．このとき、ρは NN上の距離関数となることを示せ．

問題 2-2 [開集合]

(X, d)を距離空間とする．X の任意の有限個の開集合の共通部分は開集合であることを示せ．

問題 2-3 [開集合]

(X, d)を距離空間とする．任意個の開集合の和集合は開集合であることを示せ．

問題 2-4 [距離空間の開集合]

距離空間 (X, ρ)において、X の任意の 2点 x, yに対し、

ρ̃(x, y) = min(ρ(x, y), 1)

とおけば、ρ̃は集合X 上の距離関数であって、A ⊂ X とするとき、

Aは (X, ρ)の開集合⇔ Aは (X, ρ̃)の開集合

問題 2-5 [距離空間の開集合]

距離空間 (X, ρ)において、X の任意の 2点 x, yに対し、

ρ̃(x, y) =
ρ(x, y)

1 + ρ(x, y)

とおけば、ρ̃は集合X 上の距離関数となり、A ⊂ X とするとき、

Aは (X, ρ)の開集合⇔ Aは (X, ρ̃)の開集合

問題 2-6 [距離関数となるための条件]

集合X の任意の２元 x, yに対して、実数 ρ(x, y) ≥ 0が定められ、以下の性質を満たすとき、ρはX 上
の距離関数となることを示せ．

• ρ(x, y) = 0 ⇔ x = y

• 任意の 3元 x, y, zに対して ρ(x, y) ≤ ρ(z, x) + ρ(z, y)が成り立つ．

問題 2-7 [連続写像]

次の写像 f が連続であることを示せ．ただし、Rn には普通のユークリッド距離が入っているとする．
C(I)上の距離は d(ϕ, ψ) = sup{|ϕ(x)− ψ(x)||x ∈ I}とする．

1. f : (R, d) → (R, d)を φ(x) = xnとする．δ = min

{
1,

ϵ

(2|x|+ 1)n−1

}
として考えてみよ．
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2. f : (R− {0}, d) → (R, d)を f(x) =
1

x
とする．

3. f : (X, d) → Rを f(x) = d(x,A)とする．

4. f : (C(I), d) → R : f(ϕ) =

∫ 1

0
ϕ(t)dt

5. 距離空間 (X, d)において、A,Bを互いに素な空でない閉集合とする．このとき、

f(x) =
d(x,A)

d(x,A) + d(x,B)

問題 2-8 [開集合]

２次元ユークリッド空間 R2において、２つの距離を

d1(x, y) =
√

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2

d2(x, y) = |x1 − y1|+ |x2 − y2|

とする．このとき、距離空間 (R2, d1)と (R2, d2)の開集合全体は一致することを示せ．

問題 2-9 [非アルキメデス距離関数]

ρがX の非アルキメデス距離関数ならば、U(p; ϵ)は (X, ρ)の閉集合となることを示せ．

問題 2-10 [距離空間の間の連続写像と位相空間としての連続写像]

(X1, d1)および (X2, d2)を距離空間とし、Oj を dj によって定まる距離位相とする．写像 f : X1 → X2

について、f が距離空間 (X1, d1)から (X2, d2)への連続写像であることと、f が位相空間 (X1,O1)から
(X2,O2)への連続写像であることは、同等（同値）であることを確かめよ．

問題 2-11 [ルベーグ数]

(X, d)をコンパクト距離空間とする.このとき、ルベーグ数として正の実数がとれることを示せ.

問題 2-12 [離散位相の距離化]

離散位相は常に距離化可能であり、密着位相は一般に距離化可能でないことを示せ．

問題 2-13 [3点上の距離化可能位相空間]

{1, 2, 3}上の位相に対して、距離化できるものを全て求めよ．

問題 2-14 [p-進距離]

pを固定された素数とする．∀n,m ∈ Zに対して、kを n −mを割り切る最大の pのべきとする．この
とき |n−m|p = 2−kとすると、| · |pは Z上の距離となることを示せ．

問題 2-15 [距離空間より強い位相空間]

距離空間より強い位相は距離空間であるか？

—————————————————————————————————————————

§3 内点・外点

問題 3-1 [内点・境界点・外点]

距離空間上の部分空間Aの境界点を任意の ϵ > 0に対して、U(x, ϵ) ∩A ̸= ∅かつ U(x, ϵ) ∩Ac ̸= ∅を満
たす x全体だとすると、境界点は内点でも外点もない点であることを示せ．

問題 3-2 [部分集合との距離]

距離空間 (X, d)とその部分集合Aにおいて、|d(x,A)− d(y,A)| ≤ d(x, y)が成り立つことを示せ．
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ヒント：ある a ∈ Aを使って、三角不等式を用いよ．

問題 3-3 [触点であるための必要十分条件]

x ∈ AがAの触点であるための必要十分条件は、d(x,A) = 0となることであることを示せ．

問題 3-4 [内点であるための必要十分条件]

x ∈ AがAの内点であるための必要十分条件は、d(x,Ac) > 0となることであることを示せ．

問題 3-5 [集積点・閉包・触点]

以下の問題に答えよ．

1. R上の区間、(a, b)の閉包は [a, b]であることを示せ．

2. R2上の区画、(a, b)× (c, d)の閉包は [a, b]× [c, d]であることを示せ．

3. {1/n|n ∈ N}の集積点は 0のみであることを示せ．

4. A = {(1/m, 1/n)|n,m ∈ Z, n,m > 0} ⊂ R2を考える．R2には通常の距離が入っているとして、A
の集積点は、(0, 1/n), (1/m, 0)、および (0, 0)と一致することを示せ．
ヒント：触点であれば、Aから距離零になる．つまり、いくらでも近い点が存在することを示せ．

5. 有理数全体の閉包は実数全体であることを示せ．

6. (X, d)を距離空間とする．部分集合A ⊂ Xに対して収束するAの点列 xnの収束点 xはAの触点
であることを示せ．

問題 3-6 [ϵ-近傍の閉包]

距離空間 (X, ρ)において、
Cl(U(x; ϵ)) ⊂ {y ∈ X|ρ(x, y) ≤ ϵ}

を示し、等号が成立しない例をあげよ．

問題 3-7 [部分集合の距離と直径]

距離空間 (X, ρ)において、A,B ⊂ X とするとき、以下のそれぞれを証明せよ．

1. δ(A ∪B) ≤ δ(A) + ρ(A,B) + δ(B)

2. δ(Cl(A)) = δ(A)

問題 3-8 [導集合]

位相空間X の部分集合Aの集積点全体の集合をAの導集合といい、Adで表す．X が距離空間のとき、
Adは閉集合であることを示し、また、A,Ad, (Ad)dが全て違う例を作れ．

問題 3-9 [部分集合の内部]

(X,O)を位相空間とする．(Y,OY )をその部分空間とする．すべてのXの部分集合Aに対して IntX(A)∩Y
が Y の中でAの内部になることと Y がX の中で開集合であることは同値であることを示せ．

問題 3-10 [集積点]

位相空間X において、次を示せ．

x が集積点 ⇔ x ∈ Cl(X − {x})
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問題 3-11 [クラトウスキーの方法]

X を集合とする．X の各部分集合 Aに対し X の部分集合 u(A)を対応させる写像 u : ρ(X) → ρ(X)

（ρ(X)はXのべき集合）があってA,BをXの任意の部分集合とするとき、次の４条件を満たすものと
する．

(i) A ⊂ u(A)

(ii) u(u(A)) = u(A)

(iii) u(A ∪B) = u(A) ∪ u(B)

(iv) u(∅) = ∅

このとき、T = {X − A|A ∈ ρ(X), u(A) = A}はX の一つの位相となり、この位相空間 (X,T)におけ
る閉包 Cl(A)は u(A)と一致する．

問題 3-12 [内部・外部・境界点]

X はAの内部、外部、境界の直和となることを示せ．

問題 3-13 [閉包・内点・境界点]

次の等式を示せ．Cl(A) = Int(A) ∪ Bd(A)、Cl(A) = X − Int(X −A)、Bd(A) = Cl(A) ∩ Cl(X −A)

問題 3-14 [内部]

A,BをX の部分集合とするとき、次のことが成り立つことを示せ．

(1) Int(A) ⊂ A, Int(Int(A)) = Int(A), Int(A ∩B) = Int(A) ∩ Int(B)

(2) Int(X) = X, A ⊂ Bならば、Int(A) ⊂ Int(B)

問題 3-15 [R上の部分集合]

Rの中の集積点を持たない部分集合は高々可算集合であることを示せ．

問題 3-16 [内点]

Aに含まれる最大の開集合としてAの内点を定義するとする．このとき、xが位相空間Xの部分集合A

の内点であるとき、X のある開集合 U が存在して x ∈ U ⊂ Aであることを示せ．

問題 3-17 [触点]

Aの触点 Āを、Aを含む最小の閉集合と定義する．そのとき、xが位相空間X の部分集合 Aの触点で
あるとき、X の任意の開集合 U に対してA ∩ U ̸= ∅であることを示せ．

問題 3-18 [内点]

Aを位相空間X の部分集合とする．AiをAに含まれる最大の開集合とする．
◦
AをAの部分集合で、任

意の x ∈
◦
Aにおいて、開集合 U が存在して x ∈ U ⊂ Aとなる点全体とする．このとき、

◦
AはAiに一致

することを示せ．

問題 3-19 [導集合と閉包]

(X,O)を位相空間とし，AをXの部分集合とする．また、Ad(導集合という)を任意の ϵ > 0に対して、
Uϵ(x) ∩ (A− {x}) = ∅である点とする．Ā(Aを含む最小の閉集合)と導集合Adについて、Ā = A ∪Ad

が成り立つことを示せ．

問題 3-20 [集積点]

ユークリッド空間 Rn上の有界な点集合には、集積点が含まれることを示せ．有界な点集合 Sとは、あ
る正の数Rがあり、任意の x ∈ Sに対して、||x|| < Rとなることをいう．

—————————————————————————————————————————
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§4 開集合・閉集合

問題 4-1 [閉集合の無限個の和集合]

閉集合の無限個の和集合が開集合となる例をあげよ．

問題 4-2 [開集合の無限個の共通部分]

開集合の無限個の共通部分が閉集合となる例をあげよ．

問題 4-3 [集合を含む最小の閉集合]

A ⊂ Xを部分集合とする．Cl(A)はAを含む最小の閉集合である．つまり、Aを含む閉集合のすべての
共通部分であることを示せ．

問題 4-4 [R上の開集合]

通常の距離位相における Rにおいて、[a, b)および、[a, b]は開集合ではないことを示せ．

問題 4-5 [開集合の正則性]

位相空間X の開集合Gは、G = Int(Cl(G))となるとき、正則という．次の問題に答えよ．

1. Aが閉集合なら、Int(A)は正則である．

2. U, V が正則なら、U ∩ V も正則である．

問題 4-6 [開集合と部分空間の開集合]

X を位相空間、AをX の閉集合とする．U を部分空間Aの開集合 V を、U ⊂ V を満たすX の開集合
とすると、U ∪ (V −A)はX の開集合となることを証明せよ．

問題 4-7 [閉集合]

X を位相空間を開集合系を使って定義するとき、次のことが成り立つことを示せ．

(1) X および、空集合 ∅は閉集合である．

(2) 有限個の閉集合の和集合は閉集合であることを示せ．

(3) 有限個、もしくは無限個の共通部分は閉集合であることを示せ．

問題 4-8 [閉集合]

A,Bを位相空間X の部分集合とするとき、次のことが成り立つことを示せ．

(1) A ⊂ Cl(A), Cl(Cl(A)) = Cl(A), Cl(A ∪B) = Cl(A) ∪ Int(B)

(2) Cl(X) = X, A ⊂ Bならば、Cl(A) ⊂ Cl(B)

問題 4-9 [境界集合]

任意の部分集合Aの境界集合 Bd(A)は閉集合であることを示せ．

問題 4-10 [距離空間上の閉集合]

距離空間 (X, d)において、Aをその閉集合とする．

x ∈ A⇔ d(x,A) = 0

を示せ．

問題 4-11 [境界点]

A を位相空間 (X,O) の部分集合とする．このとき、∀x ∈ Af に対して x ∈ U となる開集合 U は、
U ∩Ai ̸= ∅かつ U ∩Ae ̸= ∅を満たすことを示せ．

問題 4-12 [上限位相と距離位相]

以下の問題にそれぞれこたえよ．
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(1) 上限位相において、(a, b)が開集合であることを示せ．

(2) 通常の距離位相 (R,Od) において、(a, b]が開集合にならないことを示せ．

問題 4-13 [距離空間上の不等式で得られる領域]

f(x)を実数上の連続関数とする．簡単のため多項式でもよい．Xを距離空間とし、p ∈ Xとなる任意の
点とする．このとき、

U = {q ∈ X|f(d(p, q)) < 0}

で定められる集合 U はX の開集合であることを示せ．

問題 4-14 [一点を共有する位相空間]

S = X∪Y とし、X,Y はただ 1点x0を共有する位相空間とする．Sの部分集合AはA∪X,A∩Y がそれぞ
れX,Y の開集合となるとき、Sの開集合と定める．このとき、SはX×Y の部分空間X×{x0}∪{x0}×Y
と同相になることを示せ．

問題 4-15 [閉集合の内部全体]

(X,O)を位相空間とする．閉集合の内部全体O′ = {F i|F : closed}はX の位相Oと一致するか？ここ
で、F iは F の内部．

—————————————————————————————————————————

§5 近傍

問題 5-1 [距離空間の ϵ-近傍系]

距離空間 (X, d)において、U(x) = {{y ∈ X|d(y, x) < ϵ}|ϵ > 0}とすると、{U(x)}は距離空間の近傍系
であることを示せ．

問題 5-2 [近傍系、近傍基]

次の問題に答えよ．

1. ２つの近傍系 U ,V が同一の位相を定めるための必要十分条件は、各点において、

(a) 任意の V ∈ V(x)に対し U ⊂ V となる U ∈ U(x)が存在し、

(b) 任意の U ∈ U(x)に対し V ⊂ U となる V ∈ V(x)が存在する

ことが必要十分であることを示せ．

2.

3. (X, d)を距離空間とし、Oを dによって定まる距離位相とする．位相空間 (X,O)において、

B(x) =

{
N

(
x;

1

n

)
|n ∈ N

}
は点 xの近傍基であることを示せ．

問題 5-3 [近傍系、近傍基]

{U(x)|x ∈ X}を位相空間X の近傍系であるとする．このとき、U(x)は xにおけるX の近傍基になる
ことを示せ．

問題 5-4 [p-進位相]

p-進距離によって定義された Z上の位相における近傍基を求めよ．

問題 5-5 [ある非可算集合上の位相]

X を非可算集合とする．
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1. x0 ∈ X に対して、x0の近傍を x0 ∈ U となる U ⊂ X であり、X − U が可算集合となるものだけ
を考える．また、x ̸= x0なる x ∈ X においては、{x}だけを近傍とする．このような近傍系をと
ると、X 上に位相を定義できることを示せ．

2. 上のような位相空間Xにおいて、A = X −{x0}は x0の集積点であるが、x0とは異なる点よりな
る点列 {an}は決して x0に収束しないことを示せ．

3. X を上のように定義された位相空間とする．Y をX 上に離散位相を与えた位相空間とする．f :

X → Y を恒等写像とする．この f は、この３つ前の問題の逆は成り立っているといえるか？

問題 5-6 [基本近傍系]

ユークリッド空間 Rnの通常の距離位相において、任意の x ∈ Rnにおいて

B(x) =
{
Bn

(
x;

1

n

)
|n ∈ N

}
が基本近傍系をなすことを示せ．

—————————————————————————————————————————

§6 位相空間

問題 6-1 [位相空間]

次の問題に答えよ．

1. R上の部分集合の族をO = {(a,∞)|a ∈ R ∪ {−∞}} ∪ {∅}とすると、(X,O)は位相空間になるこ
とを示せ．

2. 有限補集合位相が位相空間であることを確かめよ．

3. 順序位相 (X,O≤)は位相空間となることを確かめよ．

4. (X,O)が位相空間とする．A ⊂ Xを部分集合とする、OAを {A∩U |U ∈ O}とするとき、(A,OA)

は位相空間であることを確かめよ．

5. (X,O)を位相空間とする．AをXの任意の部分集合とする．このとき、O(A) = {A∪O|O ∈ O}∪{∅}
とする．このとき、O(A)はX 上の位相空間であることを示せ．

問題 6-2 [位相の数]

次の集合の上に定義される位相の総数を求めよ．

1. {1, 2}

2. {1, 2, 3}

問題 6-3 [位相の数]

次の集合の上に定義される位相の同相類を求めよ．

1. {1, 2}

2. {1, 2, 3}

問題 6-4 [有限集合上の位相]

有限集合上の距離空間は離散空間であることを示せ．

問題 6-5 [離散空間]

位相空間X が離散空間であるためには, 一点集合がすべて開集合となることが必要十分であることを示
せ.
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問題 6-6 [2・3点集合からなる位相空間から決まる順序集合]

X を任意の n点集合上の位相空間とする．x ∈ X に対して、Uxを xを含む最小の開集合とする．任意
の x, y ∈ X において、y ∈ Uxとなるとき、x ≤ yと定義することで、X 上の順序集合を以下の場合明
らかにせよ．

1. n = 2の場合．

2. n = 3の場合．

問題 6-7 [ゾルゲンフライ直線（上限位相、下限位相）]

ゾルゲンフライ直線（下限位相（右半開区間位相））、上限位相（左半開区間位相）、において以下の問
題に答えよ．

1. 上（及び下）限位相に近傍系を導入せよ．（導入した集合族が近傍系であることを示し、その位相
がゾルゲンフライ直線の位相と一致することを確かめよ．）

2. R上の上限位相と下限位相は普通の R上の距離位相より大きいことを示せ．

3. ゾルゲンフライ直線は離散直線よりは粗いことを示せ．

4. 上限位相と下限位相は同相であることを示せ．

5. 上限位相もしくは下限位相より大きい位相は離散位相だけであることを示せ．

問題 6-8 [位相の共通集合と和集合]

各 Ta (a ∈ Ω)を集合Xの位相とするとき、∩aTaもXの位相となることを証明せよ．∪aTaについては
どうか？

問題 6-9 [可算集合と区間からなる辞書式順序]

A ⊂ Rを無限部分集合とする．

1. Aが集積点を持たない可算集合のとき、区間 I = (0, 1]に通常の実数の順序を使って、A× I に辞
書式順序を入れる．このようにしてできる順序集合から作られる順序位相は Rの距離位相と同相
であることを示せ．

2. Aが非可算集合の場合どうか？

問題 6-10 [有限補集合位相]

無限集合上の有限補集合位相を考える．

1. 任意の無限部分集合の閉包は全体と一致することを示せ．

2. 可算無限集合上の有限補集合位相は、第一可算であることを示せ．

3. 非可算無限集合上の有限補集合位相は、第一可算ではないことを示せ．

問題 6-11 [無限集合の有限補集合位相]

無限集合Xに有限補集合位相を与えた位相空間は距離空間でないことを示せ．つまり距離化できないこ
とを示せ．

問題 6-12 [位相空間]

{1, 2, 3}上の位相に対して、距離化できるものを全て求めよ．

問題 6-13 [無限集合の有限補集合位相]
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無限集合Xに有限補集合位相を与えた位相空間は距離空間でないことを示せ．つまり距離化できないこ
とを示せ．

問題 6-14 [位相的性質]

以下の性質は位相的性質であることを示せ．
(1) 連結性
(2) コンパクト．
(3) 第 1可算公理．
(4) 第 2可算公理．

問題 6-15 [ユークリッド距離空間と有理数]

R上のユークリッド距離位相Odに、有理数を付け加えた位相O = Od ∪Qを考える．このときOは距
離空間になることを示せ．

—————————————————————————————————————————

§7 連続写像

問題 7-1 [上限位相の連続性]

実数全体の集合 Rにおいて、通常の距離位相をOで表し、上限位相をOu で表す．写像 f : R → Rを

f(x) =

x (x ≤ 1)

x+ 2 (x > 1)

によって定義する．このとき、f が連続であるのは f の定義域の位相と値域の位相として、Oもしくは
Ouのどちらを選べばよいか？連続となる全ての場合を見つけよ．

問題 7-2 [連続写像]

(X,TX), (Y,TY )を位相空間とする．写像 (X,TX) → (Y,TY )がある．次の条件は同値であることを
示せ．

(1) f は (X,TX)から (Y,TY )への連続写像である．

(2) Y の任意の開集合H に対して f−1(H)がX の開集合である．

(3) Y の任意の閉集合K に対して f−1(K)がX の閉集合である．

問題 7-3 [連続写像]

(X,TX), (Y,TY )を位相空間とする．写像 (X,TX) → (Y,TY )がある．次の条件は同値であることを
示せ．

(1) f は (X,TX)から (Y,TY )への連続写像である．

(2) A ⊂ X に対し、f(ClA) ⊂ Clf(A)ここで、Clはそれぞれの位相空間における閉包である．

(3) Y の一つの開基 βに関する各開集合W に対し、f−1(W )はX の開集合である．

問題 7-4 [連続写像]

つぎの条件は同値であることを示せ．

(1) X → Y は連続である．

(2) 任意のB ⊂ Y に対して f−1(Int(B)) ⊂ Int(f−1(B))．
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(3) 任意のB ⊂ Y に対して f−1(Cl(B)) ⊃ Cl(f−1(B))．

問題 7-5 [連続写像]

つぎの条件は同値であることを示せ．

(1) X → Y は連続である．

(2) 任意のB ⊂ Y に対して Bd(f−1(B)) ⊂ f−1(Bd(B))．

問題 7-6 [関数空間上の連続関数]

距離空間 (C(I), d)（d(f, g) = sup{|f(x)− g(x)||x ∈ I}）において、f ∈ C(I)に対して、

φ(f) =

∫ 1

0
f(t)dt

とおけば、φ : C(I) → Rは連続であることを示せ．

問題 7-7 [位相の大きさ]

ある位相空間上の連続関数 f : X → Y がある．X,Y の位相をそれぞれ大きくするか、小さくするかど
ちらの場合において f の連続性が保たれるか？

問題 7-8 [点列連続]

(X1, ρ1), (X2, ρ2)を距離空間とし、f : X1 → X2を写像とする．次の条件は同値であることを示せ．

(1) f は連続

(2) X1の点列 {xn}がX1の点 xに収束すれば、X2の点列 {f(xn)}はX2の点 f(x)に収束する．

問題 7-9 [像への写像の連続性]

f : X → Y が連続ならば、g : X → f(X)をX ∋ xに対し g(x) = f(x)により定めるとき、gは連続で
ある．また、f = j ◦ gであり、ただし、j : f(X) → Y は包含写像である．

問題 7-10 [稠密部分集合上で一致する関数]

f, gを位相空間X 上の連続関数、DをX において稠密な集合とする．Dの各点において f(x) = g(x)

が成り立つならば、X のすべての点に対して f(x) = g(x)が成り立つことを示せ．

問題 7-11 [連続写像の合成]

f : X1 → X2, g : X2 → X3を位相空間の間の連続写像とする．このとき、この写像の合成 g ◦ f も連続
写像であることを示せ．

問題 7-12 [連続関数]

X を位相空間とする．関数 f : X → R が連続であるための必要十分条件は任意の c ∈ R において
{x ∈ X|f(x) < c}と {x ∈ X|f(x) > c}がどちらも開集合であることであることを示せ．

問題 7-13 [連続写像]

(X, d)を距離空間とし，Odを dによって定まる距離位相とする．X の点 aについて，距離空間 (X, d)

における点 aの近傍系と，位相空間 (X,Od)における点 aの近傍系とは一致することを確かめよ．

問題 7-14 [連続写像]

(X1, d1)および (X2, d2)を距離空間とし、Oj を dj によって定まる距離位相とする．写像 f : X1 → X2

について、f が距離空間 (X1, d1)から (X2, d2)への連続写像であることと、f が位相空間 (X1,O1)から
(X2,O2)への連続写像であることは、同等（同値）であることを確かめよ．

問題 7-15 [離散空間上の連続関数]
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離散空間 (X,O)上の任意の関数X → Rは連続であることを示せ．また、逆に任意の関数X → Rが連
続なら、(X,O)は離散空間であることを示せ．

問題 7-16 [集積点]

x ∈ X がAの集積点⇒ x ∈ X がAの触点であるが、逆が成り立たない例をあげよ．また、距離空間上
の開集合Aに対しては逆が成り立つことを示せ．

問題 7-17 [連続にする像上の最大の位相]

位相空間 (X, T )から集合 Y への写像 f : X → Y が与えられたとき、次のように定義された Tf は Y 上
の位相となる．このとき、Tf は f を連続にする Y の位相のうちで最も細かいものである．

Tf := {V ⊂ Y |f−1(V ) ∈ T }

問題 7-18 [連続写像]

位相空間の写像 f : (X,O) → (X ′,O′)において以下が同値であることを示せ．

(1) ∀U ′ ∈ O′に対して、f−1(U) ∈ Oであること

(2) 任意の x ∈ X と任意の f(x)の近傍N ′ ∈ NbdX′(f(x))に対して、ある xの近傍N ∈ NbdX(x)が
存在して、f(N) ⊂ N ′がなりたつ．

ここで、NbdZ(p)は位相空間 Z の点 pでの近傍全体とする．

問題 7-19 [ゾルゲンフライ直線への連続写像]

距離空間 Rからゾルゲンフライ直線への連続写像は定値写像であることを示せ．

—————————————————————————————————————————

§8 開基

問題 8-1 [開基]

次を示せ．

1. R上の通常の距離位相において、任意の開区間 (a, b)がその開基になる．

2. 位相空間 (X,T)の幾つかの開集合からなる集合族 βが (X,T)の開基となるためには、任意の開集
合 Gと任意の点 x ∈ Gに対し、x ∈ W ⊂ Gを満たすW ∈ β が存在することが必要十分条件で
ある．

3. n次元ユークリッド空間 Rnにおいて、有理点（座標が全て有理数となる点）の 1/m近傍の全体

β = {U((r1, · · · , rn); 1/m)|ri ∈ Q, i = 1, · · · , n,m ∈ N}

は Rnの開基である．

4. βを集合X の部分集合の族とする．βがある位相空間の開基となるための必要十分条件は、

(a) X は βに属する集合の和となる．

(b) βに属する任意の 2つの集合の共通部分は、βに属する集合の和となる．

を満たすことである．

問題 8-2 [準開基]

次を示せ．
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1. 実数直線 Rにおいて、部分集合の族

L = {(a,∞), (−∞, b)|a, b ∈ Q}

は Rを生成する．

2. ゾルゲンフライ直線 Sにおいて、部分集合の族

L = {[a,∞), (−∞, b)|a, b ∈ Q}

は Sを生成する．

問題 8-3 [生成される位相]

X = {1, 2, 3, 4}, T = {{1, 2}, {2, 3}, 4}とする．T によって生成される集合X の位相を求めよ．

問題 8-4 [生成される位相]

X = Z, L = {{[3n− 1,∞)∩X|n ∈ Z}, {(−∞, 2n]∩X|n ∈ Z}}とする．Lによって生成されるX上の
位相は離散位相か？

問題 8-5 [離散空間上の連続関数]

離散空間 (X,O)上の任意の関数X → Rは連続であることを示せ．また、逆に任意の関数X → Rが連
続なら、(X,O)は離散空間であることを示せ．

問題 8-6 [閉集合の和集合の連続性]

f : X → X ′を位相空間 (X,O)と (X ′,O′)の間の写像とし、A,B を位相空間 (X,O)上の閉集合とし、
X = A ∪Bとする．fA : A→ X ′と fB : B → X ′を制限写像とする．このとき、以下を示せ．

f : (X,O) → (X ′,O′)が連続⇔ fA : (A,OA) → (X ′,O′)と fB : (B,OB) → (X ′,O′)が両方連続

問題 8-7 [離散空間上の連続関数]

実数全体の集合 Rの通常の距離位相をOとし、開半区間の全体を T とする．すなわち

T = {(a,+∞), (−∞, a)|a ∈ R}

T はOの準開基であるが、Oの開基でないことを示せ．

問題 8-8 [位相空間の生成]

R上の通常の位相として、有限個の開集合によっては生成されないことを示せ．

問題 8-9 [R上の開基]

R上に存在する位相において、{(a, b)|a, b ∈ R} ∪Qを開基とする位相は離散位相か？

問題 8-10 [R上の開基]

Ai (i = 1, ..., n)は位相空間X の閉集合で、X = ∪i(Ai)とする．

GはX の開集合⇔ G ∩Aiが部分空間Aiの開集合 (1 ≤ i ≤ n)

を証明せよ．

問題 8-11 [位相空間の生成]
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X を位相空間、A ⊂ X とするとき、Cl(A)− Aが閉集合となるためには、A = G ∩ F となる開集合G

と閉集合 F が存在することが必要十分であることを証明せよ．

問題 8-12 [p-進距離]

問題 2-14の距離によって定義された位相はZ上の通常の距離位相と同値でないことを示せ．またこの位
相は Uα(n) = {n+ λpα|λ ∈ Z} を開基としてできる Z上の位相空間と同じであることを示せ．

—————————————————————————————————————————

§9 収束

問題 9-1 [距離空間上の閉集合]

距離空間X の部分集合 F が閉集合であるための必要十分条件は F が点列の極限に関して閉じているこ
とであることを証明せよ．

問題 9-2 [離散位相の収束列]

離散空間X において、点列 {xn}n∈Nが点 x ∈ X に収束するためには、次の条件が必要十分であること
を示せ．

∃n0 ∈ N s.t. n ≥ n0 ⇒ xn = x

問題 9-3 [収束する部分列]

S1 = {(x, y) ∈ R2|x2 + y2 = 1}にR2上の通常の距離位相の相対位相から決まる位相を入れる．S1上の
任意の点列 {xn}は収束する部分列を持つことを示せ．

問題 9-4 [収束点列]

f : X → Y が連続ならば、X の任意の収束点列 {xn}に対し、{f(xn)}は Y の収束点列となることを証
明せよ．

問題 9-5 [基本列]

距離空間 (X, d)の点列 (xn|n ∈ N)について、任意の正数 ϵに対してある自然数Nを選んで、m ≥ N か
つ n ≥ N ならば、d(xm, xn) < ϵとなるようにできることと、点列 (xn|n ∈ N)が基本列であることは同
等であることを確かめよ．

—————————————————————————————————————————

§10 可算公理

問題 10-1 [可算公理、可分]

1. 第 2可算公理を満足する位相空間は、第 1可算公理を満足し、可分な位相空間であることを示せ．

2. Rn上に通常の距離位相を入れた空間は可分な位相空間であることを示せ．

3. ヒルベルト空間 ℓ1, ℓ2は可分であることを示せ．

4. ゾルゲンフライ直線 Sは第 1可算かつ可分であるが第 2可算ではないことを示せ．

問題 10-2 [下限位相の積空間]

R2において
B = {[a, b)× [c, d)|a, b, c, d ∈ R; a < b, c < d}

を開基とする位相空間をを S2とする．次のことを示せ．
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(1) 位相空間 S2は第 1可算公理を満足し、可分である．

(2) S2の部分集合A = {(x, x) ∈ R2|x+ y = 1}の上の相対位相は離散位相である．

(3) S2は第 2可算公理を満足しない．

問題 10-3 [非可算直積の可分性]

Λが非可算集合とするとき、Xλは密着位相ではなく、
∏
λ∈Λ

Xλが可分となることがあることを示せ．

問題 10-4 [問 17.6,17.5]

距離空間では可分であることと第２可算であることは同値であることをしめせ．

問題 10-5 [普遍空間]

第 2可算公理を満たす任意の距離空間 (X, d)は [0, 1]Nの部分距離空間となることを示せ．

—————————————————————————————————————————

§11 相対位相

問題 11-1 [部分位相]

部分位相 (相対位相)の定義が位相の定義を満たしていることを示せ．

問題 11-2 [R2の部分位相としての R]
R2に通常の距離位相を入れる．このとき、部分集合 Rを考える．

1. 任意の a, b ∈ Rに対して、開区間 (a, b)は (a, b) = B ∩ Rとなるような R2上の開集合B ⊂ R2が
存在することを示せ．

2. βをR2上の位相のある開基とする．このとき、β ∩R = {B ∩R|B ∈ β}がRの通常の距離位相の
開基になっていることを示せ．

3. R2における Rの相対位相は通常の Rの距離位相であることを示せ．

問題 11-3 [実数と同相な空間]

S1
+ = {(x, y) ∈ R2|x2 + y2 = 1, x > 0}と実数全体は同相であることを示せ．ただし、S1

+には R2上の
通常の距離位相からくる相対位相が入っているとする．

問題 11-4 [相対位相]

A = {0} ∪ {x ∈ R||x| > 1}とし、A ∋ xに対し、

A ∩ {(a, b) (a < x < b; a, b ∈ A)

を xの近傍として定まる Aの位相は、実数空間 Rの部分空間としての Aの相対位相と異なることを証
明せよ．

問題 11-5 [部分空間の開基]

βを位相空間 (X,T)の開基とする．β ∩ Y = {B ∩ Y |B ∈ β}は部分空間 (Y,T∩ Y )の開基となることを
示せ．

問題 11-6 [部分空間の閉包]

位相空間 (X,T)に対して、部分集合 Y ⊂ X をとる．A ⊂ Y に対して、ClY (A) = Y ∩ ClX(A)が成り
立つことを示せ．

問題 11-7 [閉包と境界点]
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位相空間 (X,T)に対して、部分集合 Y ⊂ X をとる．A ⊂ Y に対して、IntY (A) = Y ∩ IntX(A)や
BdY (A) = Y ∩ BdX(A) はかならずしも成り立たない．成り立たない例を挙げよ．

問題 11-8 [共通集合の閉包]

X を位相空間とする．A ⊂ X とし、GはX の開集合であるとする．

1. Cl(A ∩G) ⊃ Cl(A) ∩Gが成り立つことを示せ．特に、A ∩G = ∅ ⇒ Cl(A) ∩G = ∅ を示せ．

2. すぐ上の問題は、Gが開集合でないと成り立たない．そのような例を挙げよ．

問題 11-9 [相対位相]

位相空間 (X,T)が近傍系 U = {U(x)|x ∈ X}によって定められている場合、y ∈ Y に対して、

U(y) ∩ Y = {U ∩ Y |U ∈ U(y)}

とおけば、V = {U(y) ∩ Y |y ∈ Y }は Y の近傍系となり、この近傍の定める Y の位相は Tによって定め
られる Y 上の相対位相と一致することを示せ．

問題 11-10 [制限写像]

f : X → Y が連続で、A ⊂ X ならば、f をAに制限した写像 fA : A→ Y も連続であることを示せ．

問題 11-11 [相対位相]

Rの部分集合に Rの相対位相からくる位相を入れておく．以下の問題に答えよ．

(1) (a, b)と (c, d)は同相であることを示せ．また [a, b]と [c, d]は同相であることを示せ．

(2) (a, b)と Rは同相であることを示せ．

問題 11-12 [S1上の相対位相]

S1 を {(x, y) ∈ R2|x2 + y2 = 1}として、R2 の相対位相を入れておく．また、f : R → S1 を f(θ) =

(cosπθ, sinπθ)とおき、Rの通常の距離位相から誘導される位相を S1に入れる．このとき、S1上の２
つの位相は同値であることを示せ．

—————————————————————————————————————————

§12 開写像・閉写像

問題 12-1 [射影の開写像]

射影 prX : X × Y → X, prY : X × Y → Y は連続な開写像である．

問題 12-2 [閉写像にならない例]

積空間から、因子空間への写像が閉写像にならない例を与えよ．

問題 12-3 [開写像になることと閉写像になること]

全単射 f : X → Y に対しては、開写像となること、閉写像となることと、および逆写像 f−1 : Y → X

が連続となることは互いに同値であることを示せ．

問題 12-4 [開写像と閉写像]

連続関数 f : S1 → S1として閉写像であるが、開写像でないものを構成せよ．

問題 12-5 [開写像]

連続関数 f : R → Rが開写像であるとき、f : R → f(R)は同相写像であることを示せ．

問題 12-6 [複素数を用いた写像]

複素平面Cに絶対値を用いて距離空間とする．つまり、z, z′ ∈ Cのとき、d(z, z′) = |z − z′|とする．こ
のとき、f : C → Cを f(z) = z2として定義するとき、f は連続写像か？また、開写像となるか？
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問題 12-7 [連続ではない、開写像（閉写像）]

連続ではない開写像の例、および、連続ではない閉写像の例を作れ．

問題 12-8 [開写像]

f : X → Y が開写像であるためには、任意のB ⊂ Y に対し、f−1(Cl(B)) ⊂ Cl(f−1(B))となることが
必要十分であることを証明せよ．

問題 12-9 [閉写像]

f : X → Y が閉写像であるためには、X の任意の開集合 U に対し、{y ∈ Y |f−1(y) ⊂ U}が Y の開集
合となることが必要十分であることを証明せよ．

問題 12-10 [開写像]

f : X → Y は全射、φ : X → I = [0, 1]は連続写像とする．写像 ψ : Y → I を ψ(y) = inf{φ(x)|x ∈
f−1(y)}で定めると、

f が開写像ならば、ψ−1([0, r))は Y の開集合．

を示せ．

問題 12-11 [閉写像]

f : X → Y は全射、φ : X → I = [0, 1]は連続写像とする．写像 ψ : Y → I を ψ(y) = inf{φ(x)|x ∈
f−1(y)}で定めると、

f が閉写像ならば、ψ−1((r, 1])は Y の開集合．

を示せ．

問題 12-12 [開写像かつ閉写像]

f : X → Y は全射、φ : X → I = [0, 1]は連続写像とする．写像 ψ : Y → I を ψ(y) = inf{φ(x)|x ∈
f−1(y)}で定めると、

f が開写像かつ閉写像ならば、ψは連続．

を示せ．

問題 12-13 [開写像かつ閉写像]

a ∈ Iに対し、fa ∈ C(I)を fa(t) = a (t ∈ I)と定めたとき、φ : I → (C(I), d);φ : a 7→ faは埋蔵となる
ことを示せ．

問題 12-14 [開写像]

開写像ではない連続写像をあげよ．

問題 12-15 [開写像]

開写像だが、連続でない例をあげよ．

—————————————————————————————————————————

§13 商写像・商空間

問題 13-1 [商写像]

商写像は連続であることを示せ．

問題 13-2 [トーラス]

通常のユークリッド空間R2上に同値関係、(x1, y1) ∼1 (x2, y2) ⇔ (x1−x2, y1− y2) ∈ Z2をとる．また、
[0, 1]2上に同一視、(1, y) ∼2 (0, y)、(x, 0) ∼2 (x, 1)を入れる．このとき、R2/ ∼1と I2/ ∼2は同相であ
ることを示せ．この空間のことをトーラスという．
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問題 13-3 [トーラス= S1 × S1]

トーラス（I × I もしくは R2の等化空間）は積空間 S1 × S1と同相であることを示せ．

問題 13-4 [トーラスの 1次変換]

T 2 := R2/ ∼1= S1 × S1 と置く．A ∈ SL(2,Z) =

{(
a b

c d

)
|ad− bc = 1, a, b, c, d ∈ Z

}
に対して、(

x

y

)
∈ T 2に対して、変換

(
x

y

)
7→ A

(
x

y

)
はトーラス上の同相写像を与えることを示せ．

問題 13-5 [アニュアラスの同一視空間]

アニュラスA2を
{
(x, y) ∈ R2|1

2
≤ x2 + y2 ≤ 1

}
, 外側の境界 S1 = {(x, y) ∈ A2|x2 + y2 = 1} を 1 点

につぶして出来る商空間A2/S1 は, 単位円板 B2 と同相であることを示せ. このとき, つぶす境界を内
側にしても同じであることをしめせ．

問題 13-6 [単位円版上の同一視空間]

単位円板B2 において, 境界の単位円周 S1 = ∂B2 を 1 点につぶして出来る商空間B2/S1 は, 球面 S2と
同相であることを示せ.

問題 13-7 [商写像]

商写像は連続であることを示せ．

問題 13-8 [商写像]

X,Y, Z を位相空間とし、f : X → Z, g : X → Y, h : Y → Z とし、f = h ◦ gとして以下を示せ．

(1) gが商写像、f が連続とするなら、hは連続である．

(2) g, hが商写像であるなら、f は商写像である．

(3) f が商写像、g, hが連続であるなら、hは商写像である．

問題 13-9 [クラインの壷]

クラインの壺を定義せよ．また、空間の向きを数学的に定義することで、その空間がどうして向きがつ
けられないか説明せよ．空間の向きについては、位相曲面における向きの定義で構わない．

問題 13-10 [商写像となるためのある十分条件]

連続な全射 f が、開写像もしくは閉写像であるなら f は商写像であることを示せ．

—————————————————————————————————————————

§14 埋蔵写像・同相写像

問題 14-1 [埋蔵写像となるための条件]

写像 f : (X, ρ) → (Y, ρ′)が、ρ′(f(x), f(x′)) = ρ(x, x′)（x, x′ ∈ X）を満たすならば、f は埋蔵写像とな
ることを示せ．

問題 14-2 [埋蔵写像]

f : R → Rを連続関数とする．このとき、この f のグラフ Γ := {(x, f(x)) ∈ R2|x ∈ R} は F : R → Γ

からの埋蔵写像が構成できることを示せ．

問題 14-3 [同相写像]

f : X → Y を全単射連続写像とする．このとき、f が同相写像であることは、f が開写像であることと
同値である．

問題 14-4 [全単射連続だが同相でない例]

19



全単射連続だが、同相写像でないものをあげよ．

問題 14-5 [立体射影]

3次元ユークリッド空間 R3 において、S2 = {(x1, x2, x3) ∈ R3|x21 + x22 + x23 = 1} とする．写像 f :

R3 − {x3 = 1} → R2 を f(x1, x2, x3) =

(
x1

1− x3
,

x2
1− x3

)
とする．この写像によって、R3のどの部分

が平面と同相になったか？説明せよ．

問題 14-6 [相対位相]

位相空間 (X,O)の部分集合A ⊂ X の相対位相は、埋め込み写像 i : A→ X が連続となる位相のうちで
最小の位相であることを示せ．

問題 14-7 [R上の区間とゾルゲンフライ直線上の区間]

[0, 1], [0, 1), (0, 1)に R上の部分集合とする．

1. R上の距離空間の相対位相から入る位相を入れる．このとき、これらの区間はお互い位相同型で
ないことを示せ．

2. R上での半開区間位相（ゾルゲンフライ直線の位相）の相対位相とした場合はお互い、位相同型か？

問題 14-8 [無理数全体]

実数 Rの無理数全体の空間 R−Qは NNに同相であることを示せ．

問題 14-9 [ひらがなにはいる位相]

R2 にすべてのひらがなを書くとする．それらを R2 上の部分集合として Hi(i = 1, · · · , 48) とおく．
{Hi|1 ≤ i ≤ 48}に距離位相からくる相対位相を入れるとき、この同相類はいくつあるか？
ひらがなをどう書くかは始めに与えてよいとする．

—————————————————————————————————————————

§15 積空間

問題 15-1 [積位相]

X × Y に対して Bが (x, y) ∈ X × Y の近傍であるとは、ある x ∈ X の開集合 U と y ∈ Y の開集合 V

が存在して、U × V ⊂ B ⊂ X × Y となることを示せ．

問題 15-2 [積位相]

積空間X × Y において、A ⊂ X,B ⊂ Y とする．このとき以下を示せ．

(1) Int(A×B) = Int(A)× Int(B)

(2) Bd(A×B) = [Bd(A)× Cl(B)] ∪ [Cl(A)× Bd(B)]

問題 15-3 [積位相]

積空間X × Y 上の点列 (xn, yn)が連続となるためには、xn, ynがX,Y においてそれぞれ収束すること
であることを示せ．

問題 15-4 [積位相]

積空間X ×Y の積位相は各射影X ×Y → XとX ×Y → Y が連続となる最弱の位相であることを示せ．

問題 15-5 [箱型積位相]

(Xλ,Oλ)を位相空間とする．積集合
∏
λ∈Λ

Xλ上に、

{∏
λ∈Λ

p−1
λ (Hλ)|Hλ ∈ Oλ

}
を位相として定めることが
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できる．これを箱型積位相という．一般に、箱型積位相と通常の積位相とは異なる位相であることを示
せ．ここで、pλを積集合からXλへの自然な射影とする．

問題 15-6 [射影]

積空間
∏
λ∈Λ

Xλ → Xλは連続な開写像であることを示せ．

問題 15-7 [積空間への写像]

pλ : X =
∏
λ∈Λ

Xλ → Xλを積集合からの自然な射影とする．Z を位相空間とし、f : Z → X を写像とす

るとき、f が連続であるための必要十分条件は、任意の λに対して pλ ◦ f が連続であることを示せ．

問題 15-8 [距離空間の可算無限直積上の距離関数]

可算個の距離空間 (Xi, ρi) (i = 1, 2, · · · )に対して、δ(Xi) ≤ 1とする．このとき、積空間
∏
i≥1

Xiと２点

x = (x1, x2, · · · ), y = (y1, y2, · · · )に対して、

ρ(x, y) =

√√√√ ∞∑
i=1

1

i2
[ρi(xi, yi)]

とおくと、ρは積空間
∏
i≥1

Xi上の距離関数となり、
∏
i≥1

Xi上の積位相と一致する．

問題 15-9 [無理数とその連分数展開]

(0, 1)上の無理数全体からなる部分空間を P′とかく．P′は、連分数展開

P′ ∋ α =
1

n1 +
1

n2+
1

n3+···

(ni ∈ N)

を使って、(n1, n2, · · · )を対応させる．この写像は、P′と自然数の可算直積空間 Nℵ0 と同相を与えるこ
とを示せ．

問題 15-10 [積位相]

Rnの 2元 x = (x1, · · · , xn), y = (y1, · · · , yn)に対して、Rnの元 x+ yを

x+ y = (x1 + y1, · · · , xn + yn)

により定義する．f : Rn ×Rn → Rnを f(x, y) = x+ yとして定義する．このとき、f は積空間Rn ×Rn

から位相空間 Rnへの連続写像であることを示せ．

問題 15-11 [積空間]

積空間 (
∏
λ∈Λ

Xλ, \\// λ∈ΛOλ)の積位相 \\// λ∈ΛOλは射影 prλ :
∏
λ∈Λ

Xλ → Xλ が連続写像となる
∏
λ∈Λ

Xλの位

相の中で最小の位相であることを示せ．

問題 15-12 [問 19.3]

(X,O)を位相空間とする．∆ : X → X ×X を対角線写像、すなわち∆(x) = (x, x) (x ∈ X)とする．
∆は位相空間 (X,O)から積空間 (X,O)× (X,O)への連続写像であることを示せ．

問題 15-13 [積空間の近傍]

W ⊂ X × Y が (x, y) ∈ X × Y の近傍となるためには、次の条件を満たすことが必要十分である．

∃U ∈ NbdX(x),∃V ∈ NbdY (y) s.t U × V ⊂W
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問題 15-14 [積空間上の収束点列]

X × Y における点列 {(xn, yn)}n∈Nが点 (x, y) ∈ X × Y に収束するためには xn → x (n→ ∞)および、
(yn → y) (n→ ∞)となることが必要十分である．

問題 15-15 [積空間への連続写像]

位相空間 Z からの写像 f : Z → X × Y が（z ∈ Z において）連続になるためには、prX ◦ f と prY ◦ f
が共に（z ∈ Z において）連続となることが必要十分であることである．すなわち、

f :連続 (at z ∈ Z) ⇔ prX ◦ f, prY ◦ f が共に連続 (at z ∈ Z)

問題 15-16 [射影因子と部分空間の同一視]

任意の点 x ∈ X, y ∈ Y に対して、X × Y の部分空間 {x} × Y, X × {y} はそれぞれ Y および、X の同
相である．すなわち、{x} × Y ≈ Y,X × {y} ≈ X．

問題 15-17 [積空間の距離化可能性]

可算個の距離空間系 ((Xn, dn)|n ∈ N)が与えられ、Onを dnから定まるXnの距離位相とする (n ∈ N)．
このとき、位相空間系 ((Xn,On)|n ∈ N)の積空間は距離化可能であることを示せ．

問題 15-18 [可算積空間]

(Xi, ρi)を可算個の距離空間とする．直径 diam(Xi)は全て 1以下とする．このとき、X =
∏
i

Xiの任意

の 2点 x = (x1, x2, · · · ), y = (y1, y2, · · · , ) に対して、

ρ(x, y) =

√√√√ ∞∑
i=1

1

i2
(ρi(xi, yi))2

と定めると、ρはX 上の距離関数となり、その位相はX の積位相と一致することを示せ．

問題 15-19 [無限積空間の内部]

無限個の積空間
∏
m

Xmにおいて、任意の部分集合Am ⊂ Xmに対して、積の内部 (
∏
m

Am)iは内部の積∏
m

(Am)iとなるか？

—————————————————————————————————————————

§16 連結性

問題 16-1 [連結]

X,Y を位相空間とし、連続 f : X → Y に対して、X の連結な部分集合Aの像 f(A)も連結であること
を示せ．

問題 16-2 [連結部分集合の閉包の連結性]

連結な部分集合の閉包は連結であることを示せ．

問題 16-3 [直積空間の連結性]

連結な位相空間の直積は連結であることを示せ．

問題 16-4 [R,Qの連結性]

実数全体 Rは連結であることを示せ．また、有理数全体Qは不連結であることを示せ．

問題 16-5 [連結]

位相空間X 上の任意の 2点がある連結部分集合に含まれるとき、X は連結であることを示せ．
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問題 16-6 [連結]

位相空間の各連結成分は閉集合であることを示せ．

問題 16-7 [完全不連結集合]

有理数全体は完全不連結であることを示せ．

問題 16-8 [局所連結]

局所連結だが、連結でない空間をあげよ．

問題 16-9 [局所連結]

局所連結であることと、すべて連結な開集合を開基とすることができることは同値であることを示せ．

問題 16-10 [トポロジストのサイン曲線]

{(x, sin(1/x))|0 < x ≤ 1}の閉包をX とする．

1. X は連結であるが、弧状連結でないことを示せ．

2. X は {(x, sin(1/x))|0 < x ≤ 1}の閉包は連結であるが、局所連結でないことを示せ．

問題 16-11 [連結性]

位相空間X が連結であるためには、連続な全射X → {0, 1}が存在しないことが必要十分であることを
示せ．ただし、{0, 1}には離散とする．

問題 16-12 [弧状連結であるが局所連結でない]

Y = {(x, y)|x = 0, 1, 1/2, 1/3, · · · , ; 0 ≤ y ≤ 1} ∪ {(x, 0)|0 ≤ x ≤ 1}

は弧状連結であるが、局所弧状連結ではないことを示せ．

問題 16-13 [商空間の連結性]

A ⊂ X を稠密な部分集合とする．このとき、商空間X/Aは連結であることを示せ．

問題 16-14 [商空間の連結性]

Xを連結な位相空間とする．AをXの連結集合とし、BをX −Aの開集合でかつ閉集合とする．A∪B
は連結であることを証明せよ．

問題 16-15 [任意の 2点がある連結部分集合に含まれる位相空間]

任意の 2点がある連結部分集合に含まれるような位相空間は連結であることを示せ．すなわち次を示せ．

∀x, y ∈ X∃A ⊂ X 連結集合で x, y ∈ A⇒ X 連結

問題 16-16 [連結集合の列]

隣り同士が互いに交わる連結部分集合の列の和集合は連結であることを示せ．つまり次を示せ．

∀n ∈ N, An ⊂ X 連結An ∩An+1 ̸= ∅ ⇒ ∪n∈NAnは連結

問題 16-17 [連結集合の列]

任意の 2つが互いに交わる連結部分集合の族の和集合は連結であることを示せ．

∀λ ∈ Λ, Aλ ⊂ X 連結かつλ, λ′ ∈ Λ, Aλ ∩Aλ′ ̸= ∅ ⇒ ∪λ∈ΛAλは連結
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問題 16-18 [R上の連結集合]

R上の部分集合Aが連結であるためにはAが区間であることを示せ．

問題 16-19 [完全不連結]

相異なる x, y ∈ X を含む連結集合 Aは全て連結集合でないとすると、X は完全不連結であることを示
せ．

問題 16-20 [連結性]

連結集合の連続像は連結であることを示せ．

問題 16-21 [連結性のある同値関係]

位相空間 (X,O)及び、部分集合A ⊂ Xにおいて、Aが (X,O)の連結集合であることと次が成り立つこ
とが同値であることを示せ．

U ∩A ̸= ∅, V ∩A ̸= ∅, A ⊂ U ∪ V

のとき、U ∩ V ∩A ̸= ∅が成り立つ．

問題 16-22 [稠密な連結部分集合]

稠密は連結部分集合を含む位相空間は連結であり、連結集合の閉包は連結であることを示せ．つまり次
を示せ．

A ⊂ B ⊂ cl(A) ⊂ X かつA連結ならBは連結

問題 16-23 [連結成分]

位相空間X における x ∈ X を含む最大の連結集合を xを含む連結成分といい、CX(x)と表すことにす
る．CX(x)は閉集合であり、x, y ∈ X に対して、CX(x) ̸= CX(y)ならば、CX(x) ∩ CX(y) = ∅である
ことを示せ．

問題 16-24 [Rが連結性また、Qが完全不連結性]

Rが連結集合であることを示せ．また、Qが完全不連結空間であることを示せ．

問題 16-25 [例 25.4]

X =

{(
x, sin

1

x

)
|x > 0

}
∪ {(0, y)||y| ≤ 1}

とおき、R2の距離位相から誘導される位相を入れる．このとき、Xは連結だが、局所連結ではなく、弧
状連結でもないことを示せ．

問題 16-26 [区間の連結性]

R上の通常の距離位相に対して（閉、開、半開）区間は連結であるこを示せ．

問題 16-27 [球の連結性]

Rn+1上の球 Sn = {(x1, · · · , xn+1) ∈ Rn+1|x21 + x22 + · · ·+ xnn+1 = 1} は連結であることを示せ．

問題 16-28 [弧状連結]

弧状連結なら連結であることを示せ．また、Rnの連結な開集合は弧状連結であることを示せ．

問題 16-29 [開集合でない連結成分]

各連結成分が閉集合だが開集合でない例をあげ、証明せよ．．Q、カントール集合、ゾルゲンフライ直線
など用いてよい．

問題 16-30 [部分集合と連結空間]

Aが連結空間ならば、Aは埋め込まれた部分集合A ⊂ X としてAは連結集合であることを示せ．つま
り、部分空間として入れている空間に因らずに連結性がいえることを示せ．
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問題 16-31 [閉包の内部と内部の閉包]

Aを閉連結集合とするとき、Aの内部の閉包 (Ai)は Aと一致するか？また、Aを開連結集合とすると
き、Aの閉包の内部 (Ā)iはAと一致するか？

問題 16-32 [Rnの開集合]

Rnの開集合Gに対して次を示せ．

(1) 部分空間Gにおいて、点 a ∈ Gと弧によって結ぶことのできるGの点の全体をG(a)とする．こ
のときG(a)は Rnの開集合であることを示せ．

(2) Gが連結であれば、Gは弧状連結であることを示せ．

問題 16-33 [2点集合]

2点集合 {a, b}上の位相 {∅, {a}, {a, b}}は弧状連結であることを示せ．

問題 16-34 [n点集合]

n点集合上の位相空間X を考える．X が連結であることと弧状連結であることは同値であることを示
せ．

問題 16-35 [局所連結空間の連結成分]

局所連結空間の連結成分は開かつ閉であることを示せ．

問題 16-36 [連結部分集合の性質]

任意の 2点がある連結部分集合に含まれるような位相空間は連結であることを示せ．これを用いてR2か
ら高々可算個の点の補集合は連結集合であることを示せ．

問題 16-37 [位相空間の連結性]

位相空間X が連結であるためには連続な全射X → {0, 1}が存在しないことが必要十分であることを示
せ．ただし、{0, 1}には離散位相が入っているとする．

問題 16-38 [連結性]

X,Y を連結は位相空間とし、A ⊂ X,B ⊂ Y を真部分集合（全体と一致しない）とする．このとき、
X × Y −A×Bも連結となることを示せ．

問題 16-39 [ゾルゲンフライ直線の局所連結性]

ゾルゲンフライ直線は局所連結ではないことを示せ．

問題 16-40 [弧状連結、連結]

R2の部分集合としてX =

{
(x, y)|

(
x, x sin

(
1

x

))
, x > 0

}
∪ {(0, 0)}を考える．このとき、X は連結

か？また弧状連結か？

—————————————————————————————————————————

§17 分離公理

問題 17-1 [非ハウスドルフ空間上の点列]

非ハウスドルフ空間における点列 {an}で aにも bにも収束するものを構成せよ.ただし、a ̸= bとする．

問題 17-2 [ハウスドルフ空間]

ハウスドルフ空間のコンパクト集合は閉集合であることを示せ.

問題 17-3 [距離空間の分離公理]

ユークリッド空間 Rnはハウスドルフ（T2-空間）を満たすことを示せ．
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問題 17-4 [離散空間の分離公理]

離散空間は分離公理 Ti（i = 1, 2, 3, 4）を満たすことを示せ。

問題 17-5 [ユークリッド空間の正規性]

ユークリッド空間 Rnは正規空間 (T2 + T4-空間）を満たすことを示せ．

問題 17-6 [n点集合の分離公理]

n点集合上のハウスドルフ空間 (T2-空間)は離散位相であることを示せ．

問題 17-7 [3点集合の分離公理 2]

3点集合の位相のうち、T0-空間となるものはいくつあるか？

問題 17-8 [ハウスドルフ空間の一点集合]

ハウスドルフ空間の一点集合は常に閉集合であり、正規ハウスドルフ空間は正則空間であることを示せ．

問題 17-9 [距離空間の分離性]

距離位相は常にハウスドルフ空間であり、正規空間であることを示せ．

問題 17-10 [ゾルゲンフライ直線]

ゾルゲンフライ直線は正規であることを示せ．

問題 17-11 [ハウスドルフ空間の直積、部分空間]

ハウスドルフ空間の直積、また部分空間はまたハウスドルフになることを示せ．

問題 17-12 [ハウスドルフ空間の商空間]

ハウスドルフ空間の商空間がハウスドルフにならない例を示せ．

問題 17-13 [ハウスドルフ空間の収束極限]

ハウスドルフ空間X において収束する点列の極限は一意に決まることを示せ．

問題 17-14 [分離公理の遺伝性]

Ti(i = 2, 3)とする．Tiは部分空間で保たれる（遺伝的である）ことを示せ．

問題 17-15 [T2 1
2
の遺伝性]

T2 1
2
は部分空間で保たれる（遺伝的である）ことを示せ．

問題 17-16 [積空間の分離公理]

Ti(i = 2, 3)とする．Tiは積空間で保たれることを示せ．

問題 17-17 [T2 1
2
の積空間]

T2 1
2
は積空間で保たれることを示せ．

問題 17-18 [T4の弱遺伝性]

T4空間は閉部分集合にたいして保たれる（弱遺伝的である）ことを示せ．

問題 17-19 [非ハウスドルフ空間上の点列]

非ハウスドルフ空間における点列 {an}で aにも bにも収束するものを構成せよ．ただし、(a ̸= b)とす
る．

問題 17-20 [3点集合の分離公理]

集合X = {1, 2, 3}の上の位相で、次の条件を満足するものを全て求めよ．

(1) 正規かつ正則であるが、T1位相でないもの．

(2) 正規であるが、正則でなくかつ T1位相でないもの．
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問題 17-21 [正規空間の特徴づけ]

位相空間 (X,O)について、次の二つの条件は同等であることを示せ．

(1) (X,O)は正規空間

(2) O-閉集合 F とO-開集合Gについて、F ⊂ Gならば、O-開集合 U で F ⊂ U かつ Ū ⊂ Gとなる
ものが常に存在する．

問題 17-22 [正則空間の特徴づけ]

位相空間 (X,O)について、次の二つの条件は同等であることを示せ．

(1) (X,O)は正則空間

(2) 各点 x ∈ X について、点 xの閉近傍の全体が基本近傍系となる．

問題 17-23 [有限正則空間]

有限正則空間は正規空間であることを示せ．

問題 17-24 [有限補集合位相の分離公理]

(N,O)を有限補集合位相とする．このとき、Oはハウスドルフでない T1位相であることを示せ．また、
数列 xn (n ∈ N)で、xn ≥ nを満たす数列とする．このとき、xnはN の全ての点に収束することを示
せ．

問題 17-25 [4点集合 http://motochans.blogspot.jp/2014/07/blog-post.htmlを参照]

4点集合 {a, b, c, d}上の T0空間の同相類を全て求めよ．

問題 17-26 [ハウスドルフ空間]

Xをハウスドルフ空間とする．このとき、∆ = {(x, y) ∈ X ×X|x ∈ X}はX ×X上の閉集合であるこ
とを示せ．

問題 17-27 [ハウスドルフ空間]

Xをハウスドルフ空間とする．このとき、次が成り立つことを示せ．f, g : X → Y が連続写像であると
する．

(1) {x ∈ X|f(x) = g(x)}はX の閉集合である．

(2) DをX において稠密な集合とするとき、f |D = g|Dならば、f = gである．

(3) f のグラフ {(x, f(x)) ∈ X × Y |x ∈ X}はX × Y の閉集合である．

問題 17-28 [T1空間]

任意の相異なる 2点 p, qにおいて、一方を包み、他方を含まないような開集合が各点においてとれるこ
とをいう．T1空間は一点が閉集合であることを示せ．

問題 17-29 [T1かつ T4]

T1かつ T4ならばハウスドルフであることを示せ．

—————————————————————————————————————————

§18 コンパクト性

問題 18-1 [コンパクト性]

Rはコンパクトでないことを示せ．

問題 18-2 [コンパクト性]
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{1/n|n ∈ N} ∪ {0}はコンパクトであることを示せ.

問題 18-3 [実数直線がコンパクトでないこと．また自然数全体のあるコンパクト化]

Rはコンパクトでないことを示せ．一方 {1/n|n ∈ N} ∪ {0}はコンパクトであることを示せ．

問題 18-4 [ハウスドルフ空間のコンパクト集合]

ハウスドルフ空間のコンパクト集合は閉集合であることを示せ．

問題 18-5 [コンパクト空間からハウスドルフ空間への全単射連続写像]

コンパクト空間からハウスドルフ空間への全単射連続写像は同相写像である．

問題 18-6 [コンパクト性]

次の条件は同等であることを示せ．

(1) 位相空間 (X,O)はコンパクトである．

(2) (X,O)の閉集合の族 Aが有限交叉性をもてば、常に ∩A ̸= ∅ である．

問題 18-7 [コンパクト距離空間]

(X, d)をコンパクト距離空間とする．このとき、ルベーグ数として正の実数がとれることを示せ．

問題 18-8 [コンパクトハウスドルフ空間は正規性]

コンパクトハウスドルフ空間は正規であることを示せ．

問題 18-9 [コンパクト集合の連続像]

コンパクト集合の連続像もコンパクトであることを示せ．

問題 18-10 [単位閉区間]

単位閉区間はコンパクトであることを示せ．

問題 18-11 [積空間]

コンパクト集合空間の 2つの積空間もコンパクトであることを示せ．ただし、選択公理（チコノフの定
理）を使わない証明を与えよ．

問題 18-12 [局所コンパクトハウスドルフ空間]

局所コンパクトハウスドルフ空間はチコノフ空間であることを示せ．

問題 18-13 [無限部分集合]

コンパクト空間X の無限部分集合Aは集積点を持つことを示せ．

問題 18-14 [距離空間のコンパクト集合]

距離空間のコンパクト集合は有界であることを示せ．

問題 18-15 [局所コンパクトハウスドルフ空間]

局所コンパクトハウスドルフ空間は正則であることを示せ．

問題 18-16 [部分空間の距離]

(X, d)を距離空間とする．XにおいてAをコンパクト部分空間とし、Bを閉部分集合とし、互いに交わ
らないとする．このとき、d(A,B) > 0であることを示せ．

問題 18-17 [一点コンパクト化]

R2の一点コンパクト化は S2と同相であることを示せ．ここで S2の位相はどちらもR3の相対位相から
誘導されるものとする．

問題 18-18 [自然数の一点コンパクト化]

Nの一点コンパクト化は {1/n|n ∈ N} ∪ {0}と同相であることを示せ．

問題 18-19 [有限交叉性と収束]
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位相空間X において、{pn}を点列として、Mn = {pn, pn+1, · · · , }とおく．このとき、Mnは有限交叉
性をもち、{pn}が p ∈ X 収束することと、Mnが pに収束することは同値であることを示せ．

問題 18-20 [有限交叉性をもつ極大集合]

有限交叉性をもつ集合の集まりF に関して極大な集合M（フィルターに対する極大フィルターなど）は
次を満たすことを示せ．
(1) ∅ ̸∈ M．(2) A,B ∈ MならA∩B ∈ M．(3) A ∈ F かつA ⊂ BならB ∈ F (4) 任意のM ∈ Mに
対してA ∩M ̸= ∅ならA ∈ M．

問題 18-21 [有限交叉性]

位相空間 (X,O)について次は同値であることを示せ．

1. 位相空間 (X,O)はコンパクト

2. (X,O)の閉集合族 Aが有限交叉性をもてば、常に、∩A ̸= ∅

問題 18-22 [コンパクト]

集合X とX の 1つの元 ωを与えておく．X の部分集合族Oを ∅, {ω}および、X の有限集合の補集合
の全体からなるものとすれば、OはX 上の位相となり、位相空間 (X,O)はコンパクトであることを示
せ．

問題 18-23 [一点コンパクト化]

位相区間 (X,O)の一点コンパクト化 (X∗,O∗) について (X∗,O∗))がハウスドルフ空間であるための必
要十分条件は局所コンパクトハウスドルフ空間であることを示せ．

問題 18-24 [一点コンパクト化]

位相区間 (X,O)の一点コンパクト化 (X∗,O∗) について (X,O))が (X∗,O∗))において稠密であるため
の必要十分条件は (X,O)がコンパクトでないことである．

問題 18-25 [コンパクト性]

距離空間 (X, d)に対して次は同値であることを示せ．

(1) (X, d)がコンパクトである．

(2) (X, d)は任意の点列は収束する部分列をもつ．

(3) (X, d)は全有界かつ完備である．

問題 18-26 [単位球面のコンパクト性]

任意の n ∈ Nに対して、n次元単位球面 Snはコンパクトであるが、問題 18-25の同値条件を用いるこ
とで (ℓ2, d∞)上の単位球面はコンパクトでないことを示せ．

問題 18-27 [コンパクト集合]

有限部分被覆を持たない閉被覆をもつコンパクト集合の例を与えよ．

問題 18-28 [コンパクトな近傍]

局所コンパクトハウスドルフ空間はコンパクトな近傍全体は基本近傍基となることを示せ．すなわち、
各点 xの任意の近傍は点 xのコンパクト近傍を包む．

問題 18-29 [点列コンパクト空間]

点列コンパクト空間の可算積空間X =
∏
i∈N

Xiは点列コンパクトである．

問題 18-30 [一点コンパクト化]

局所コンパクト可分距離づけ可能空間の一点コンパクト化は距離づけ可能であることを示せ．
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問題 18-31 [コンパクト距離空間]

距離空間がコンパクトなら、任意の点列は収束部分列を持つ

問題 18-32 [ゾルゲンフライ直線のリンデレーフ性]

ゾルゲンフライ直線はリンデレーフであることを示せ．

問題 18-33 [コンパクト空間の増大列]

連結な距離空間X がコンパクトな部分距離空間の増大列X1 ⊂ X2 ⊂ · · · を使ってX = ∪∞
i=1Xiと表せ

るとする．いま、任意の iに対して diam(Xi+1 −Xi) <
1

i2
であるなら、X も有界となるか？

問題 18-34 [局所コンパクトハウスドルフ空間]

局所コンパクトハウスドルフ空間において互いに交わらないコンパクト集合と閉集合は開集合で分離さ
れることを示せ．

問題 18-35 [コンパクト空間のパラコンパクト性]

コンパクト空間はパラコンパクト空間であることを示せ．

問題 18-36 [離散空間のパラコンパクト性]

離散空間はパラコンパクトであることを示せ．

問題 18-37 [局所有限]

{1/n|n ∈ N}は局所有限でないことを示せ．

問題 18-38 [可算個の部分開被覆]

コンパクトではなく、任意の開被覆に対して可算個の部分被覆が存在する例を挙げよ．

—————————————————————————————————————————

§19 完備距離空間・全有界

問題 19-1 [縮小写像]

距離空間上の縮小写像は連続写像であることを示せ．

問題 19-2 [縮小写像]

X が完備な距離空間であるとき、f : X → X を縮小写像とすると f(x) = xとなる x ∈ X がただ一つ存
在することを示せ．

問題 19-3 [全有界距離空間]

全有界距離空間は有界かつ可分であることを示せ．またどんな部分距離空間も全有界であることを示せ．

問題 19-4 [コンパクト]

距離空間において次が同値であることを示せ．

1. (X, d)はコンパクトである．

2. (X, d)は全有界かつX の任意の開被覆 U はルベーグ数をもつ．

問題 19-5 [局所コンパクト距離空間]

局所コンパクト距離づけ可能空間は完備距離づけ可能空間である．

問題 19-6 [可算積空間]

完備距離づけ可能な空間の可算積空間は完備距離づけ可能である．

問題 19-7 [有界と全有界]
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有界だが全有界でない距離空間の例をあげよ．

問題 19-8 [完備部分集合]

距離空間X = (X, d)の完備な部分集合はX において閉集合であることを示せ．

問題 19-9 [完備距離空間の閉集合]

完備距離空間の閉集合は完備部分集合であることを示せ．

問題 19-10 [完備化]

距離空間 (X, dX), (Y, dY )の完備化 (X̃, d̃X), (Ỹ , d̃Y )に対して、一様連続写像 f : X → Y は一様連続写
像 f̃ : X̃ → Ỹ に一意的に拡張されることを示せ．

問題 19-11 [完備部分集合]

距離空間X = (X, d)の完備な部分集合はX において閉集合であることを示せ．

—————————————————————————————————————————

§20 ベール空間・写像空間

問題 20-1 [写像空間]

単位区間 I = [0, 1]上の実数値連続関数全体C(I)において、f, g ∈ C(I)にたいして、d(f, g) = sup{|f(x)−

g(x)||x ∈ I}とすると、dはC(I)上距離関数となることを示せ．また、φ : C(I) → Rをφ(f) =

∫ 1

0
f(t)dt

と定義すると、φは連続写像であることを示せ．

問題 20-2 [第一類、第二類]

第一類である部分集合の部分集合は第一類である．よって第二類である部分集合を含む部分集合は第二
類である．また第一類である部分集合の可算個の和集合は第一類である．

問題 20-3 [可算個の和集合]

第一類である部分集合の可算個の和集合は第一類である．

問題 20-4 [可算部分集合]

X が孤立点を持たない T1空間であれば、すべての可算部分集合は第一類である．

問題 20-5 [ベール集合]

位相空間X において次が全て同値であることを示せ．
(1) X はベール集合．
(2) 内点を持たない閉集合の可算個の和集合は内点を持たない．
(3) 第一類である部分集合は内点を持たない．
(4) 空でない開集合は第二類である．

問題 20-6 [連続関数全体の空間上の距離]

C[0, 1]の 2元 f, gに対して、

d(f, g) =

∫ 1

0
|f(x)− g(x)|dx

と定義する．

1. dは C[0, 1]上の距離関数になることを示せ．

2. 上の距離関数 d(f, g)に対して、C[0, 1]の元、fn, gn（n ∈ N）を

31



O O 1

11 fn gn

1

2
+

1

2n
1

2n

1/2 1/2

として定義する．このとき以下の全ての問題に答えよ．

(a) 点列 (fn|n ∈ N)、(gn|n ∈ N)はともに基本列であることを示せ．

(b) この二つの点列は C[0, 1]の点に収束するか．

問題 20-7 [コンパクト開位相]

Xの任意の部分集合Aおよび Y の任意の閉集合Bに対して、W (A,B)はC(X,Y )上のコンパクト開位
相に関して閉集合であることを示せ．

問題 20-8 [コンパクト開位相]

位相空間X,Y に対して、C(X,Y )にコンパクト開位相をいれておく．Y がハウスドルフであれば、C(X,Y )

もハウスドルフであることを示せ．

問題 20-9 [コンパクト開位相]

位相空間X,Y に対して、C(X,Y )にコンパクト開位相をいれておく．Y が T3空間であれば、C(X,Y )

も T3であることを示せ．

問題 20-10 [supノルム]

C∗(X)を位相空間X 上の実数値有界連続関数全体とする．C∗(X)上の supノルムを

||f || = sup{|f(x)| |x ∈ X}

として与えると、C∗はノルム空間となる．この空間はバナッハ空間となることを示せ．

問題 20-11 [連続関数列]

連続関数列 fn : X → R (n ∈ N)がある正の実数列 an > 0で、
∞∑
n=1

an < ∞ を満たすものに対して、

|fn(x)| ≤ an (∀x ∈ X)となるならば、連続関数
∞∑
n=1

fn : X → Rが (
∞∑
=1

fn)(x) =
∞∑
n=1

fn(x)により定義

されることを示せ．

問題 20-12 [バナッハ空間への等距離埋め込み写像 (定理 14.15(酒井))]

距離空間X = (X, d)において、点 x0 ∈ Xを固定し、各点 x ∈ Xに対して、連続関数 φ(x) : X → R を
次のように定義する．

φ(x)(y) = d(x, y)− d(x0, y) (≤ d(x, x0)) (y ∈ X)

このとき、φ(x) ∈ C∗(X)となり、φ(x)は有界であり、φ : X → C∗(X)は等距離写像となることを示せ．
すなわち、X はバナッハ空間 C∗(X)に等距離に埋め込まれることを示せ．

問題 20-13 [ディニの定理]

X をコンパクト空間とする．X 上の実連続関数列 (fn|n ∈ N)と、X 上の実連続関数 f について、次の
２条件が成り立てば、関数列 fnは f に一様収束する．

1. すべての x ∈ X,n ∈ Nに対して fn(x) ≤ fn+1(x)である．
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2. すべての x ∈ X に対して、
f(x) = lim

n→∞
fn(x)

が成り立つ．

問題 20-14 [局所コンパクトハウスドルフ空間上の写像空間]

X,Y, Z を位相空間とし、Y を局所コンパクトハウスドルフ空間とする．このとき、結合写像

µ : C(X,Y )× C(Y,Z) → C(X,Z)

（ただし、µ(f, g) = f ◦ g）は連続である．ただし、C(X,Y )にはコンパクト開位相が入っているとする．

問題 20-15 [コンパクト開位相]

位相空間X,Y および、C(X,Y )の部分集合H について、ΦH : H ×X → Y をΦH(h, x) = h(x)として
定義する．以下の問題に答えよ．

1. 集合H 上の位相Oに関して、ΦH が連続であれば、位相Oは、H 上のコンパクト開位相より大
きい．

2. X が局所コンパクトハウスドルフ空間である場合、集合H 上のコンパクト開位相に関して、ΦH

は連続であることを示せ．

問題 20-16 [逆写像のなす写像]

HをC(X,X)の同相写像のなす部分空間とする．Xをコンパクトハウスドルフ空間とすると、ν : H →
H (ν(h) = h−1)は連続であることを示せ．

問題 20-17 [adjoint]

連続写像 f : X × Y → Z となるとき、ad(f) : X → C(Y, Z)を ad(f)(x) = f(x, ·) : Y → Z として定義
する．このとき、ad(f)は連続写像であることを示せ．

問題 20-18 [adjoint2]

X,Y がハウスドルフ空間とする．このとき、上の写像を用いて、ad : C(X ×Y,Z) → C(X,C(Y, Z))は
連続であることを示せ．さらに、Y が局所コンパクトであれば、adは同相であることを示せ．

————————————————————————

番外問題 1 [有限位相空間]

{1, 2, 3}上の位相は 29通りあるが、一般に n点集合上の位相の数 T (n)を求める方法を考えよ．
参照
http://en.wikipedia.org/wiki/Finite_topological_space

————————————————————————
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