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課題 11-1. (ゾルゲンフライ平面)

花子さんは、クリスマスの日、ゾルゲンフライ平面 (B = {[a, b)× [c, d)|a, b, c, d ∈ R}
を開基とするR2上の位相O)が以下の性質を満たすことを証明したので、その証明
を振る舞おうと証明文をお皿にのせて運んでいたところ、つまづいて床にこぼして
しまいました (裏面参照)。泣いている花子さんのために、うまく証明となるように
並べかえてあげてください。また、四角に入っていた式はどこかに行ってしまいま
した。それも自分で補ってください。

1. (R2,O)は第一可算公理を満たす。

2. (R2,O)は相対位相として、非可算空間上の離散位相を含む。

3. (R2,O)は第二可算公理を満たさない。



(t2) このとき、Bd(z, δ) ⊂ Bd(x, 1/n)が成り立つ。

(r2) R2のAでの相対位相O|Aでの開基は、B|Aであるが、これは非可算離散位相
であることから、

(a) ∀z = (z1, z2) ∈ Bd(x, 1/n)とする。

(s1) [z1, z1 + δ/
√
2)× [z2, z2 + δ/

√
2) ⊂ Bd(z, δ) ⊂ Bd(x, 1/n)。

(i) ゆえに、Bd(x, 1/n)は (R2,O)での開集合である。これはいくらでも小さくでき
るのでこれらが可算個の基本近傍基である。

(!) ∀x = (x, y) ∈ R2をとる。

(l) V = ∪λ∈ΛVλ (Vλ ∈ B)とすると、

(h) ∀x = (x1, x2) ∈ A に対して、A ∩ [x1, x1 + ϵ)× [x2, x2 + ϵ) = (x1, x2)であるの
で、(x1, x2) ∈ O|A である。

(m1) よって、(R2,O)は第二可算空間ではない。

(y) SをR2の任意の部分集合とする。

(s2) 任意の ϵ > 0と自然数 n ∈ Nに対して、Bd(x, 1/n)が、この位相において開集
合であることが示す。

(e) これは、(R2,O)は第二可算空間であることに矛盾する。

(o1) 特に、Bが可算個であれば、B|Sは高々可算である。

(o3) なぜなら、U ∈ O|Sのとき、U = V ∩ Sかつ V ∈ O である。

(m2) δ = min{d(z,x), 1/n− d(z,x)}とする。dはユークリッド距離とする。

(r3) R2の = 0を満たす部分集合をAとする。

(t1) 今、(R2,O)が第二可算公理をみたすとする。

(o2) U = ∪λ∈ΛVλ ∩ S = ∪λ∈Λ(Vλ ∩ S)より Sは B|Sを開基とする位相空間である。

(c) ゆえに、Aは非可算離散位相である。

(y1) Bを可算個の開基とする。

(g) (S,O|S)は B|S = {B ∩ S|B ∈ B}の開基とする位相空間である。

(r1) その開基 B|Aは可算個にはなりえない。
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課題 11-2. (円周上の位相)

S1を {(x, y) ∈ R2|x2 + y2 = 1}として定義する。S1上に、R2の通常の距離位相の相
対位相をO1とする。また、S1をRのユークリッド距離位相からの全射R → S1 (θ 7→
(cos θ, sin θ))により、S1に商位相O2を入れておく。O1 = O2であることを示せ。


