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小テスト

問題 14-1(開基)

1 B ⊂ Oが位相空間 (X ,O)の開基であること
(∀U ∈ O ⇒ B′ ⊂ Bが存在して、U = ∪V∈B′V )は次が成
り立つことと同値であることと示せ。

∀U ∈ O と、∀x ∈ U に対して

∃V ∈ Bが存在して、x ∈ V ⊂ U となる。

2 R2が第二可算公理を満たすことを示せ。
3 X = RN上の積位相の開基を与えよ。
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14-1の解答

(1)⇒
∀U ∈ Oに対して、条件のような U = ∪V∈B′V をとっておく。
∀x ∈ U に対して、V ∈ B′ ⊂ Bが存在するので、条件が成り
立つ。
⇐
∀U ∈ Oに対して、V ∈ Bで、x ∈ V ⊂ U となる V の全体の
集合を B′とすると、U = ∪V∈B′V がいえる。 2

(2)
B = {Bd(x , r)|x ∈ Q2, r ∈ Q>0}が開基であることを示す。
∀U ∈ Oに対して、∀y ∈ U とする。Bd(y , s) ⊂ U が存在して、
s ∈ Rである。Q2はR2において稠密であるので、十分小さい
∃ϵ ∈ Q>0が存在して y ∈ B(x , ϵ) ⊂ B(y , s)がなりたつ。ゆえ
に、Bが開基である。 2
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14-1の解答

(3)

{p−1
λ1

(Uλ1)∩· · ·∩p
−1
λin

(Uλ1)|n ∈ N, {λ1, · · ·λn} ⊂ Nかつ、Uλi
∈ Od}

2
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問題 14-2

問題 14-2(分離公理)

1 (X ,O)がハウスドルフ空間であることと、対角線集合
∆ = {(x , x)|x ∈ X}が閉集合であることは同値であるこ
とを示せ。

2 X が T4空間であることと、以下が同値であることを
示せ。
∀F、∀U をそれぞれ閉集合、開集合とする。もし、
F ⊂ U であるなら、ある開集合 V が存在して、

F ⊂ V ⊂ V̄ ⊂ U

となる。
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14-2 (1)の解答

(1) ⇒
∀x , y ∈ X とし、x ̸= y のとき、(x , y) ∈ ∆c、ある開集合 U,V
が存在して、x ∈ U かつ y ∈ V かつ、U ∩ V = ∅である。最
後の条件は (U × V ) ∩∆ = ∅と同値である。よって、(x , y)は
∆c の内点である。よって、∆が X 2において閉集合。
⇐
∀x , y ∈ X かつ、x ̸= y とする。このとき、∆c が開集合である
ことから、ある開集合 U,V ∈ OX が存在して、U × V ⊂ ∆c

となる。よって、これは、(x , y) ∈ U × V かつ、U ∩ V = ∅が
成り立つ。
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問題 14-2 (2)の解答

(2) ⇒ X が T4空間とする。このとき、∀F , ∀U を閉集合、開
集合とし、F ⊂ Uを満たすとする。このとき、F ,Uc は閉集合
であり、F ∩Uc = ∅である。X は T4空間であることから、開
集合 V ,W が存在して、F ⊂ V かつ、Uc ⊂ W が存在して、
V ∩W = ∅である。また、W c は V を含む閉集合であり、V̄
はそのような閉集合の最小なので、F ⊂ V ⊂ V̄ ⊂ W c ⊂ U と
なる。
⇐ X が条件を満たすとする。E ,F を閉集合とする。E ⊂ F c

であり、F c は開集合である。このとき、開集合V が存在して、

E ⊂ V ⊂ V̄ ⊂ F c

が成り立つ。V̄ c = W とおくと、E ⊂ V かつ F ⊂ W となり、
V ∩W = ∅である。
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連結

連結

位相空間 X が連結であるとは、以下のような開集合 U1,U2は
存在しないことをいう。

X = U1 ∪ U2

U1 ∩ U2 = ∅
U1,U2 ̸= ∅

上のような U1,U2が存在するならそれらは X において開かつ
閉になる。
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連結な部分集合

A ⊂ X が連結な部分集合とは、Aに相対位相をいれたとき、
(A,O|A)が連結であることをいう。つまり、下のような X の
開集合 U1,U2が存在しない。

1 A = A ∩ (U1 ∪ U2) ⇔ A ⊂ (U1 ∪ U2)

2 A ∩ Ui ̸= ∅
3 A ∩ (U1 ∩ U2) = ∅
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主な性質

Rは連結.Qは不連結
Aが連結集合なら、連続像 f (A)も連結

X と Y が同相で、X が連結なら Y も連結。

A ⊂ X が連結なら閉包 Āも連結。

x を含む連結集合の最大の集合を x の連結成分といい、
C (x)とかく。C (x)は閉集合である。

とくに、Qは、完全不連結 (各点 x ∈ X の連結成分 C (x)が x
のみである) である。
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弧状連結

弧状連結

X が弧状連結であるとは、∀p, q ∈ X に対して、連続写像
f : [0, 1] → X が存在して、f (0) = pかつ f (1) = qを満たす。

弧状連結ならば連結である。
この逆は一般には成り立たない。


