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演習問題答え

問題 1 [2× 2行列の逆行列]

正則行列A =

(
a b

c d

)
に対して、B =

1

ad− bc

(
d −b

−c a

)
とするとき、AB = BA = E2となることを

示せ。

(答え)

AB =
1

ad− bc

(
a b

c d

)(
d −b

−c a

)

=
1

ad− bc

(
ad− bc 0

0 ad− bc

)
=

(
1 0

0 1

)
= E2

BA =
1

ad− bc

(
d −b

−c a

)(
a b

c d

)

=
1

ad− bc

(
ad− bc 0

0 ad− bc

)
=

(
1 0

0 1

)
= E2

よって、AB = BA = E2となることがわかる。

問題 2 [非正則な 2× 2行列]

ad− bc = 0とする。Ã =

(
d −b

−c a

)
のとき、AÃと ÃAはどうなるか？

(答え)

AÃ =

(
a b

c d

)(
d −b

−c a

)

=

(
ad− bc 0

0 ad− bc

)
=

(
0 0

0 0

)
= O

ÃA =

(
d −b

−c a

)(
a b

c d

)

=

(
ad− bc 0

0 ad− bc

)
=

(
0 0

0 0

)
= O
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問題 3 [行列と 1次変換 1]

行列A ∈ M(m,n,R), B ∈ M(n, ℓ,R)に対して, 等式 t(AB) = tBtAが成り立つことを示せ.

(答え) 教科書の問 3.1.2の答えを見よ。

問題 4 [行列と 1次変換 2]

n次正方行列Aの逆行列A−1は存在すれば一意に定まることを示せ.

(答え) 教科書の問 3.1.3の答えを見よ。

問題 5 [行列と 1次変換 3]

以下の行列の逆行列を求めよ.

A =

(
2 5

1 3

)
, B =

(
4 −5

−2 3

)
.

(答え) detA = 1 ̸= 0であるから逆行列が存在する。教科書の式 (3.1.1)からA−1 =

(
3 −5

−1 2

)
がわか

る。同様に detB = 2 ̸= 0であるから逆行列が存在する。教科書の式 (3.1.1)からB−1 =
1

2

(
3 5

2 4

)
。

問題 6 [逆行列]

次の行列は逆行列が存在するか？存在するなら逆行列を求めよ。

(1)

(
1 1

0 0

)
(2)

(
1 2

2 1

)
(3)

(
a b

b c

)
(4)

(
−1 2

3 2

)

(答え) (1)存在しない。 (2)−1

3

(
1 −2

−2 1

)
(3)ac−b2 ̸= 0の場合：

1

ac− b2

(
c −b

−b a

)
ac−b2 = 0

の場合:存在しない。 (4)−1

8

(
2 −2

−3 −1

)

問題 7 [行列と 1次変換 4]

2次の正方行列A,B ∈ M(2,R)に対して, 等式

det(AB) = (detA)(detB)

が成り立つことを示せ.

(答え) 教科書の問 3.1.6の答えを見よ。

問題 8 [逆写像と逆行列]

逆行列の定義で、AB = BA = Enは、逆写像の定義 f ◦ g = idB, g ◦ f = idAの性質に酷似しているが、
この間にどのような関係があるか？
(Hint: 行列は写像と考えられるのだろうか？)

(答え) f ◦ g = idB, g ◦ f = idAを行列の言葉に言い直したものがAB = BA = En であり、両者は線型
写像の場合には同じことを言っている。
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(証明) 線形写像 f が全単射なら、線型写像 f ;Rn → Rnに逆写像 gが存在する。線型写像の逆写像も
線型写像である。なぜなら、f の逆写像を gとすると、任意の x⃗, y⃗ ∈ Rnに対して、f の線形性を使って、

f(g(x⃗+ y⃗)) = f ◦ g(x⃗+ y⃗)

= x⃗+ y⃗

= f ◦ g(x⃗) + f ◦ g(y⃗) = f(g(x⃗)) + f(g(y⃗)) = f(g(x⃗) + g(y⃗))

この両辺に gを施すと、g(f(g(x⃗+y⃗))) = g(f(g(x⃗)+g(y⃗)))となるが、g◦f = idRnであるから、g(x⃗+y⃗) =

g(x⃗) + g(y⃗)となる。また、同様に、aを任意の実数として、f(g(ax⃗)) = ax⃗ = af ◦ g(x⃗) = f(ag(x⃗))で
あるから、この式に両辺に gを施すことで、g(ax⃗) = ag(x⃗)となる。ゆえに、gも線型写像となる。つま
り、g = fB となる正方行列Bが存在する。よって、

fA ◦ fB = fAB = idRn = fEn

fB ◦ fA = fBA = idRn = fEn

となる。このとき、BA = AB = Enがいえる。
上の証明の中で最後に用いた、「m× n行列X,Y が fX = fY ならば、X = Y である」を証明してお

く。
(証明) e⃗i ∈ Rnを i成分が 1でその他が全て 0であるようなベクトルとする。このようなベクトルはRn

の標準ベクトルや標準基底といったりする。第 4回のスライドの中にも出てくる。このとき、fX = fY

であるとすると、fX(e⃗i) = Xe⃗i = fY (e⃗i) = Y e⃗iである。Xe⃗1 = Y e⃗iはX と Y の第 i列が等しいことを
意味する。よって、X と Y の第 i列が全て等しいのだから、X = Y となる。

問題 9 [線型写像 f : R → Rの場合]

f : R → Rが線形であれば、ある実数 aが存在して、f(x) = axとなることを示せ。

(答え) 4回目講義資料の 19から 22ページを参照してください。e⃗1, e⃗2, . . . , e⃗nを 1に書き換えればよい。

番外問題 1 [行列の積]

行列A = (aij)1≤i≤m,1≤j≤n ∈ M(m,n,R), B = (bij)1≤i≤n,1≤j≤ℓ ∈ M(n, ℓ,R)の積を

C = (cij)1≤i≤m,1≤j≤ℓ ∈ M(m, ℓ,R),

cij =
n∑

k=1

aikbkj , (1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ ℓ)

と定義した理由を考えよ. また, その他に定義可能な積は存在するか.
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