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宿題解答編

宿題 4-1略解 (1) f(x) =


sin(x)

x
x ̸= 0

1 x = 0
と定義する。この時 f(x)は連続関数であり、x ̸= 0の時微

分可能となる。f ′(0) = lim
h→0

f(h)− f(0)

h
= lim

h→0

sinh− h

h2
= lim

h→0

cosh− 1

2h
=

1

2
= 0よって x = 0でも微

分可能。f ′(x) =


x cosx− sinx

x2
x ̸= 0

0 x = 0
となり、f ′(x)も連続である。

ex

x3
− esinx

sin(x3)
=

ex sin(x3)− x3esinx

x3 sin(x3)
= ex

x3

sin(x3)

sin(x3)− x3esin(x)−x

x6

= ex
x3

sin(x3)

f(x3)− esin(x)−x

x3

x → 0において
f(x3)− esinx−x

x3
のx → 0での極限値をロピタルの定理を用いて調べる。分母分子を微分し

てできる関数の極限を調べると lim
x→0

f ′(x3)3x2 − esinx−x(cosx− 1)

3x2
= lim

x→0

(
f ′(x3)− esinx−x

3

cosx− 1

x2

)
さらにロピタルの定理を用いて、 lim

x→0

cosx− 1

x2
= lim

x→0

− sinx

2x
= −1

2
が成り立つ。よって、

lim
x→0

f ′(x3)3x2 − esinx−x(cosx− 1)

3x2
=

1

6

となる。ゆえに lim
x→0

(
ex

x3
− esinx

sin(x3)

)
=

1

6
となる。

(2) lim
x→0

cosx− cosx− x(− sinx)

3x2
=

1

3
lim
x→0

sinx

x
=

1

3
であることにより、ロピタルの定理により、

lim
x→0

sinx− x cosx

x3
=

1

3
となる。

(3) lim
x→0

sinx− x

x
= 0であるから、ロピタルの定理から、不定形の極限 lim

x→0

cosx− 1 + x2

2

x2
は 0となる。ロ

ピタルの定理から不定形の極限 lim
x→0

sinx− x+ x3

6

x3
も0となる。このように分母分子をそれぞれ微分し続け

ることで、不定形の極限 lim
x→0

sinx− x+ x3

6 − x5

120 + x7

5040

x7
も0となる。ゆえに、lim

x→0

sinx− x+ x3

6 − x5

120

x7
=

− 1

5040
となる。

宿題 4-2略解
問題となる極限が存在するためには、この極限が不定形である必要がある。よって、分子に 0を代入す
ることで、a0 = 0であることがわかる。また、ロピタルの定理を使って、

lim
x→0

ex sinx+ ex cosx− (a1 + 2a2x)

3x2

となり、この極限が求められるので、この極限も不定形となる。よって、1− a1 = 0となる。さらに分

母分子を微分して、 lim
x→0

ex(sinx+ cosx) + ex(cosx− sinx)− 2a2
6x

= lim
x→0

2ex cosx− 2a2
6x

この極限が求
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められることから、a2 = 1となる。よって、a0 = 0, a1 = a2 = 1となる。

宿題 4-3略解 g(x) = f(x)− f(a)− f ′(a)(x− a)− f ′′(a)

2!
(x− a)2 − · · · − f (n−1)(a)

(n− 1)!
(x− a)n−1とおく。

このとき、平均値の定理から、

g(x)− g(a)
1
n!(x− a)n

=
g(x)

1
n!(x− a)n

=
g′(c1)

1
(n−1)!(c1 − a)n−1

となる、xと aの間の実数が存在する。ここで g′(x) = f ′(x)− f ′(a)− f ′′(a)(x− a)− f ′′′(a)

2!
(x− a)2 −

· · · − f (n−1)(a)

(n− 2)!
(x− a)n−2となる。さらに平均値の定理を用いて、

g′(c1)
1

(n−1)!(c1 − a)n−1
=

g′′(c2)
1

(n−2)!(c2 − a)n−2

となる実数 c2が c1と aの間に存在する。これを繰り返すことで、1 < k ≤ n− 1において

g(x)
1
n!(x− a)n

=
g(k)(ck)

1
(n−k)!(ck − a)n−k

となる実数 ckが ck−1と aの間に存在する。このとき、g(k)(x) = f (k)(x)− f (k)(a)− f (k+1)(a)(x− a)−
f (k+2)(a)

2!
(x− a)2 − · · · − f (n−1)(a)

(n− k − 1)!
(x− a)n−k−1となる。よって、

g(x)
1
n!(x− a)n

=
g(n−1)(cn−1)

cn−1 − a
=

f (n−1)(cn−1)− f (n−1)(a)

cn−1 − a
= f (n)(cn)

cn = cとおくことで、g(x) =
f (n)(c)

n!
(x− a)nより、

f(x) = f(a) + f ′(a)(x− a) +
f ′′(a)

2!
(x− a)2 + · · ·+ f (n−1)(a)

(n− 1)!
(x− a)n−1 +

f (n)(c)

n!
(x− a)n

が成り立つ。
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