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宿題解答編
宿題 8-1 広義積分

∫ 1

−1

1

x
dxが収束する為には

∫ 1

0

1

x
dxが収束する必要があるが、

∫ 1

ϵ

1

x
dx = [log x]1ϵ =

− log ϵとなるがこれは ϵ → +0において収束しない。よって広義積分
∫ 1

−1

1

x
dxも収束しない。

宿題 8-2

(1)

∫
x

(x2 + 1)n
dx =

1

2

∫
(x2 + 1)′

(x2 + 1)n
dx =

1

2

1

(1− n)(x2 + 1)n−1
=

−1

2(n− 1)(x2 + 1)n−1

(2) 部分積分を使って、∫
x2 + 1

(x2 + 1)n+1
dx =

∫
x

x

(x2 + 1)n+1
dx +

∫
1

(x2 + 1)n+1
dx = x

−1

2n(x2 + 1)n
−
∫

−1

2n(x2 + 1)n
dx +∫

1

(x2 + 1)n+1
dxとなる。よって、

∫
1

(x2 + 1)n+1
dx =

2n− 1

2n

∫
1

(x2 + 1)n
dx+

x

2n(x2 + 1)n

(3)上記の不定積分に区間 [0, 1]で積分することで、Mn+1 =
2n− 1

2n
Mn+

[
x

2n(x2 + 1)n

]1
0

=
2n− 1

2n
Mn+

1

2n+1n

(4) M1 =

∫ 1

0

1

x2 + 1
dx = Arctan 1 =

π

4
であり、M3 =

3

4
M2 +

1

16
=

3

4

(
1

2
M1 +

1

4

)
+

1

16
=

3π

32
+

1

4

宿題 8-3

(1)

∫ π
2

0
sinxdx = [− cosx]

π
2
0 = 1である。[a, b]上の連続関数 f(x)が恒等的に 0となる関数でなければ、∫ b

a
f(x)dx > 0が成り立つ。

(∵もし f(x)が [a, b]が恒等的に 0でなければ、c ∈ [a, b]が存在して f(c) > 0が成り立つ。f(x)が連
続であることから、cのある近傍 [c− ϵ, c+ ϵ]∩ [a, b] = Aが存在して任意の x ∈ Aにおいて f(x) > 0が
成り立つ。Aは閉区間でありその長さを δとし、min{f(x)|x ∈ A}をmとおくと条件からm > 0であ

る。
∫ b

a
f(x)dx ≥

∫
A
f(x)dx ≥ mδ > 0となり、

∫ b

a
f(x)dx > 0がわかる。)

上記のことから、n ≥ 1 として In − In+1 =

∫ π
2

0
sinn x(1 − sinx)dx > 0 が成り立つ。ここで

sinn x(1− sinx)が [0,
π

2
]において恒等的に 0ではない連続関数であることを用いた。よって、In > In+1

であり、特に n = 1のとき、1 > I2が成り立つ。よって、1 > In > In+1が任意の n > 1を満たす整数 n

について成り立つ。

(2) (1) を用いて
I2n+1

I2n
<

I2n
I2n

= 1 であり、漸化式 In =
n− 1

n
In−2 を用いて

I2n+1

I2n
>

I2n+2

I2n
=

2n+ 1

2n+ 2

I2n
I2n

= 1− 1

2n+ 2
より、

1− 1

2n+ 2
<

I2n+1

I2n
< 1

となり、1− 1

2n+ 2
→ 1であることから、挟み撃ちの原理により、

I2n+1

I2n
→ 1となる。

(3) lim
n→∞

n(I2n+1)
2 = lim

n→∞
nI2n+1I2n

I2n+1

I2n
= lim

n→∞
nI2n+1I2n となる。ここで I2n+1 =

(2n)!!

(2n+ 1)!!
かつ

I2n =
(2n− 1)!!

(2n)!!

π

2
であったからnI2n+1I2n =

πn

2(2n+ 1)
→ π

4
(n → ∞)となる。特に、I2n+1 → 0 (n →

50



∞)がわかる。

(4) (3) から
√
nI2n+1 →

√
π

2
であるから、

22n(n!)2√
n(2n)!

=
(2nn!)2√
n(2n)!

=
((2n)!!)2√
n(2n)!

=
(2n)!!√

n(2n− 1)!!
=

2n+ 1√
n

I2n+1 = 2
√
nI2n+1 +

I2n+1√
n

→
√
π (n → ∞)となる。
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