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概要

平均値の定理とロピタルの定理を使えるようにすること。

§8 ロピタルの定理

lim
x→a

f(x) = lim
x→a

g(x) = 0もしくは lim
x→a

f(x) = ±∞かつ lim
x→a

g(x) = ±∞とする．もし、 lim
x→a

f ′(x)

g′(x)
が

極限値をもつとする．このとき、 lim
x→a

f(x)

g(x)
も極限値をもち、

lim
x→a

f(x)

g(x)
= lim

x→a

f ′(x)

g′(x)

が成り立つ．
(例) ロピタルの定理をを使うと

lim
x→0

sinx− tanx

x2 sinhx
= lim

x→0

cosx− 1
cos2 x

2x sinhx+ x2 coshx
= lim

x→0

1

cos2 x

cos3 x− 1

2x sinhx+ x2 coshx
となり、ここでさらにロピタルの定理を用いると、

lim
x→0

cos3 x− 1

(x2 sinhx)′′
= lim

x→0

3 cos2 x sinx

2 sinhx+ 4x coshx+ x2 sinhx
= lim

x→0

3 cos2 x sinx

(x2 + 2) sinhx+ 4x coshx
となり、さらに、

lim
x→0

(sinx)′

(x2 sinhx)′′′
= lim

x→0

cosx

6 coshx+ 6x sinhx+ x2 coshx
=

1

6
となるので、

lim
x→0

sinx− tanx

x2 sinhx
= −1

2
となる。

例題 8-1

以下の不定形の極限を求めよ。

(1) lim
x→0

ex − 1− x

x2
(2) lim

x→0

sinx− x

x3

問題 8-1

ロピタルの定理を用いて次の極限を求めよ．

(1) lim
x→0

(
x2

sin(x)
− x2

1− cos(x)

)
(2) lim

x→0

2x+ x2 − 2x sin(x)

x
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(3) lim
x→0

sinx cosx− x

x3
(4) lim

x→0

sinx tanx− x2

sin4 x
(5) lim

x→0
(1− x)1−

1
x

(6) lim
x→0

(
x

x+ sinx
+

x

x− cosx

)
(7) lim

x→0
(cos(x))tan(x)

−2

(8) lim
x→0

sin2 x+ sin3 x+ sin4 x

x2 + x3 + x4

問題 8-2

以下の極限を求めよ。

(1) lim
x→∞

x
1
x

(2) lim
x→∞

(
1 +

a

x2 + 2x

)x2

§9 平均値の定理

定理 (平均値の定理 1). 関数 y = f(x)が (a, b)で微分可能で、[a, b]で連続であるとき、以下を満たす
c ∈ (a, b)が存在する。

f(a)− f(b)

a− b
= f ′(c)

aを xとし、bを aとするとき、f(x) = f(a) + f ′(c)(x− a)とかける。

定理 (平均値の定理 2). 関数 y = f(x), g(x)が (a, b)で微分可能で、[a, b]で連続であるとき、以下を満
たす c ∈ (a, b)が存在する。

f(a)− f(b)

g(a)− g(b)
=

f ′(c)

g′(c)

例題 9-2

次の関数 y = f(x)について、平均値の定理を適用させ、f(x)を実数 cを用いて表せ。

(1) xn (2) y = ex (3) y = sinx

問題 9-3

f(x)が次の関数のとき、平均値の定理を適用させて得られる cを x, aの関数として表せ。

(1) xn (x > 0) (2) y = ex (3) y = sinx (−π

2
< x <

π

2
)

問題 9-4

f(x)を 2回微分可能関数とする。g(x) = f(x) − f(a) − f ′(a)(x − a)とおくとき、f(x)を g(x)とし、

g(x)を
1

2
(x− a)2とし、2つ目の平均値の定理を適用させることで、

f(x) = f(a) + f ′(a)(x− a) +
f ′′(c)

2
(x− a)2

となる c ∈ (a, b)が存在することを示せ。
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例題 9-3

a, bを a < bとなる実数とする。平均値の定理を用いて以下の不等式を証明せよ。

eb − ea − ea(b− a) > 0

eb(b− a)− eb + ea > 0

問題 9-5

a, bを 0 < a < bとなる実数とする。このとき任意の自然数 nに対して以下の不等式を示せ。

(nan−1 − bn−1)b < (n− 1)an

(nbn−1 − an−1)a < (n− 1)bn

以下、答えだけでなく、導出過程も分かるように記すこと。

宿題4-1

ロピタルの定理を使って次の極限を求めよ。

(1) lim
x→0

(
ex

x3
− esin(x)

sin (x3)

)

(2) lim
x→0

sinx− x cosx

x3

(3) lim
x→0

sinx− x+ x3

6 − x5

120

x7

宿題4-2

以下の極限が存在するように定数 a0, a1, a2を求めよ。また、そのときの極限も求めよ。

lim
x→0

ex sinx− (a0 + a1x+ a2x
2)

x3

宿題4-3

f(x)を n回微分可能関数とする。このとき、g(x) = f(x)− f(a)− f ′(a)(x− a)− f ′′(a)

2!
(x− a)2 − · · · −

f (n−1)(a)

(n− 1)!
(x− a)n−1として、上の平均値の定理のどちらかを応用させることで、上の問題 9.4の一般化

として f(x)の値をある実数 c ∈ (a, b)での n回微分係数を用いた式で与えよ。
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