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概要

有理関数、三角関数、無理関数の積分の計算ができるようになること。

§17 有理関数の積分

§17.1 有理関数

f(x), g(x)が多項式として、f(x)/g(x)となる関数を有理関数という。以下、係数は全て実数であり、
因数分解も全て実数の範囲で行う。有理関数は下記のような割り算をすることで、g(x)より小さい次数
の多項式 h(x)を使って

f(x) = q(x)g(x) + h(x)

と書くことができる．ここで q(x)は商となる多項式である．ゆえに積分計算の問題は h(x)/g(x)の部分
に帰着される．

f(x)

g(x)
= q(x) +

h(x)

g(x)

以下、
h(x)

g(x)
の積分を考える。

問題 17-1

次の不定積分計算を実行せよ。

(1)

∫
x

x+ 1
dx (2)

∫
x2

x+ 1
dx

§17.2 (A) h(x) =(定数)、g(x) =(2次式)の場合．]

[(A-1) g(x) = (x− a)(x− b)の場合 (a ̸= b)]

1

(x− a)(x− b)
=

1

a− b

(
1

x− a
− 1

x− b

)
と部分分数展開されることを用いて、∫

dx

(x− a)(x− b)
=

1

a− b

∫ (
1

x− a
− 1

x− b

)
dx =

1

a− b

(
log

x− a

x− b

)
+ C

と積分される．

例題 17-1
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(1)

∫
1

x(x+ 3)
dx (2)

∫
1

x2 + 2x− 3
dx

問題 17-2

(1)

∫
x

x2 + 3x− 4
dx (2)

∫
2x+ 1

x2 + 12x+ 20
dx

[(A-2) (A-1)で a = bとなる場合] ∫
dx

(x− a)2
= − 1

x− a
+ C

問題 17-3

(1)

∫
1

(x+ 2)2
dx (2)

∫
2x+ 1

2x2 + 2x+ 1
dx

[(A-3) g(x)が実数係数 1次式に分解できない場合．]

この g(x)を平行移動させて、1/(y2+ a2)の形に持っていくことができる．（ここで aは実数．）このとき、
y = azと置換することで、以下のようになる。∫

dy

y2 + a2
=

∫
adz

a2(z2 + 1)
=

1

a

∫
dx

z2 + 1
=

1

a
(Arctan z) + C =

1

a

(
Arctan

y

a

)
+ C

問題 17-4

(1)

∫
1

2x2 + 1
dx (2)

∫
1

x2 + 2
dx

§17.3 [(B) h(x) =(1次式)、g(x) =(2次式)の場合．]

∫
px+ q

x2 + ex+ f
dx =

∫ (
p

2

2x+ e

x2 + ex+ f
+

r

x2 + ex+ f

)
dx

(
r = q − pe

2

)
=

p

2
log(x2 + ex+ f) + r

∫
dx

x2 + ex+ f
+ C

問題 17-5

(1)

∫
x+ 1

x2 + x− 1
dx (2)

∫
x− 1

x2 + x+ 3
dx

§17.4 [(C) g(x) =(3次式以上)の場合．]

g(x)を因数分解することで 2次多項式と 1次多項式に分解できる。それら h(x)/g(x)を部分分数展開
をすることで、上のどれかに帰着される．
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§17.5 三角関数の積分

sinxと cosxの有理関数となる積分は、sinxもしくは cosxを tとおいて有理関数の積分に帰着でき
る場合がある。もしくは t = tan

x

2
とおいておくと三角関数の有理関数は全て tの有理関数に帰着する。

問題 17-6

t = tan
x

2
とするとき、以下を tもしくは dtの式で表せ。

(1) sinx (2) cosx (3) tanx (4) dx

問題 17-7

次の不定積分を計算せよ。

(1)

∫
sinx

2 + sinx
dx (2)

∫
1

2 + cosx
dx

§18 無理関数の積分

F (x, y)を x, yに関する有理関数とする。

F

(
x,
√
(1次式)

)
の積分・・・t =

√
a+ bxとおく。このとき、dx =

2t

b
dtであるから、有理関数の積分

∫
F
(
x,

√
a+ bx

)
dx =

∫
F

(
t2 − a

b
, t

)
2t

b
dt

に帰着する。

F

(
x,
√
(2次式)

)
の積分・・・

• 変数変換により、積分
∫

F
(
x,
√

1− x2
)
dx、

∫
F
(
x,
√
1 + x2

)
dx、

∫
F
(
x,
√
x2 − 1

)
dxに帰

着される。それぞれの積分は x = sin t、sinh t、cosh tとおいても良いが、他にも、それぞれ t =√
1− x

x+ 1
、x =

2t

1− t2
、t =

√
x− 1

x+ 1
とおいてやる流儀もある。

• 変数変換せずにやる場合、

(1) ax2 + bx+ cが実数解 α, βを持つなら、
∫

F
(
x,
√
ax2 + bx+ c

)
dxは、t =

√
a(x− β)

x− α
と

して変換しても、有理関数の積分に帰着される。

(2) ax2+ bx+ cが虚数解を持ち、a > 0なら、
∫

F
(
x,
√
ax2 + bx+ c

)
dxは、

√
ax2 + bx+ c =

t−
√
axとして変換しても、有理関数の積分に帰着される。

• ∫
1√

1− x2
dx = Arcsinx+ C,

∫
1√

1 + x2
dx = Arsinhx+ C

も適宜使うことができる。

例題 18-2

次の不定積分を計算せよ。

(1)

∫ √
1− x2dx (2)

∫ √
1 + x2dx (3)

∫ √
x2 − 1dx

問題 18-8

次の不定積分を計算せよ。
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(1)

∫
1

x+
√
x+ 2

√
dx (2)

∫ √
x+ x2 dx (3)

∫ √
x

2− x
dx

問題 18-9

次の定積分を実行せよ。

(1)

∫ √
3

0

x2dx√
1 + x2

(2)

∫ 1

0

dx

1 +
√
1 + x2

(3)

∫ 1

0

xdx√
1 + x2

(4)

∫ 1

0
log(1 +

√
1 + x2)dx (5)

∫ 1
2

0

√
x

1− x
dx (6)

∫ 1

0

xdx

2 +
√
1− x2

(7)

∫ 1
2

0

x2dx√
1− x2

(8)

∫ 1

1
2

dx

x
√
1 + x2

(9)

∫ 1
2

0

xdx√
(1− x2)3

(10)

∫ 2

0

xdx

x+
√
1 + x2

(11)

∫ 1

0

log(1 + x)dx√
1 + x

(12)

∫ 3
4

1
2

dx√
x− x2

(13)

∫ 1

0

dx

1 +
√
x+ 1

(14)

∫ 1

0

dx
√
x+

√
x+ 1

(15)

∫ 1

1
2

dx√
x+ x2

(16)

∫ 1

0

xdx√
x−

√
1 + x

(17)

∫ 1

0

xdx√
x+

√
1− x

宿題7-1

(1) 次の計算をせよ。 ∫ 1

0

x4

1 + x2
dx

(2) tan
x

2
= tと置くことにより、 ∫ π

4

0

1

sinx+ cosx
dx

を求めよ

宿題7-2

以下の不定積分を計算せよ。

(1)

∫
x+ 1

2x2 + 2x+ 1
dx (2)

∫
x+ 1√
1− x2

dx

宿題7-3

次の定積分を計算せよ。

(1)

∫ 7

5

1

x+ 4
√
x− 4

dx (2)

∫ 0

− 1
2

√
1 + x+ x2dx
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