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概要

広義積分の収束について議論できるようになること。

§21 広義積分の収束

広義積分が収束する (広義積分可能)とは lim
c→b

∫ c

a
f(x)dxの極限が存在することである．

§21.1 優関数法

収束

f(x), g(x)が区間 [a, b)上の関数であり、|f(x)| ≤ g(x)を満たし、
∫ b

a
g(x)dxが広義積分として収束する

とき、
∫ b

a
f(x)dxも収束する．

(注意) 絶対値をつけることを忘れない。
∫ b

a
|f(x)|dx が収束するとき、この広義積分は絶対収束すると

いう．
絶対収束しなくても広義積分が収束することはある。

発散
関数 f(x)が区間 [a, b)上の関数であり、次の (i), (ii)を満たす関数 g(x)が存在するとき、広義積分は発
散する。

(i) 0 ≤ g(x) ≤ f(x), (ii)

∫ b

a
g(x)dxは発散する。

§21.2 広義積分の収束発散条件

f(x), g(x)が区間 [a, b)上の関数であり f(x) > 0かつ g(x) > 0を満たすとする。lim
x→b

f(x)

g(x)
̸= 0,∞で

あるとする。このとき、 ∫ b

a
f(x)dxが収束する ⇐⇒

∫ b

a
g(x)dxが収束する

∫ b

a
f(x)dxが発散する ⇐⇒

∫ b

a
g(x)dxが発散する
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この条件を用いることで次のことがわかる。関数 f(x)が区間 [a, b)上定義されており、 lim
x→b−0

(x−b)αf(x)

がある有限の値に収束するとする。このとき、広義積分∫ b

a
f(x)dx (∗)

の収束発散については以下のようになる。
もし f(x)は b < ∞であるとき、

広義積分 (∗)は

収束する 0 < α < 1

発散 α ≥ 1

もし b = ∞であるとき、

広義積分 (∗)は

収束する α > 1

発散する 0 < α ≤ 1

となる。

問題 21-1

次の広義積分が収束するかどうか判定せよ。

(1)

∫ 1

0

ex√
1− x

(2)

∫ π
2

0

dx

sinx
(3)

∫ π
4

0

cos2 x

x
dx

(4)

∫ ∞

1

log x

1 + x2
dx (5)

∫ ∞

0

xp

1 + x2
dx (6)

∫ ∞

0

x− sinx

x4
dx

(7)

∫ ∞

0

dx√
x3 + 1

(8)

∫ ∞

0

xdx√
x4 + 1

dx (9)

∫ π
2

0
log(1− cosx)dx

(10)

∫ ∞

0

x

ex − 1
dx

問題 21-2

以下の定積分が収束するかどうかを判定せよ。pを含む式の場合は、収束するための pの条件を求めよ。

(1)

∫ ∞

1

dx

xp − 1
(2)

∫ 1

0

dx

(x(1− x))p
(3)

∫ 1

0

xp

x2 − 1
dx

(4)

∫ ∞

1
xpe−xdx (5)

∫ π
2

0

xp

x− sinx
dx (6)

∫ ∞

0
xpe−x2

dx

(7)

∫ ∞

0

dx√
xp + x2p

dx (8)

∫ 1

0

dx

xp(1− x)1−p
(9)

∫ ∞

1
(log x)pdx

(10)

∫ ∞

1

dx

(x(x+ 1)(x+ 2))p
(11)

∫ 1

0

dx

(log x)p
(12)

∫ π
2

0

xp

1− cosx
dx

(13)

∫ ∞

0

xp

1− ex
dx (14)

∫ ∞

0

dx

x2(x3 + 1)p
(15)

∫ ∞

0

1
p
√
x2 + 1

dx
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§21.3 ガンマ関数

x > 0において、ガンマ関数 Γ(x)を

Γ(x) =

∫ ∞

0
e−ttx−1dt

として定義する。

問題 21-3

ガンマ関数が t = 0と t = ∞において収束することを示せ。

問題 21-4

ガンマ関数の整数での値を求めよ。

宿題9-1

次の広義積分が収束することを示し、その値を求めよ。∫ 1

0

1√
x(1− x)

dx

宿題9-2

以下の定積分が収束するかどうか判定し、収束するなら以下の手順で積分を実行せよ。

A =

∫ π
2

0
log sinxdx

(1) lim
x→+0

xα log sinxが収束する αの範囲を考えることで、広義積分
∫ π

2

0
log sinxdxが収束することを

示せ。

(2)

∫ π

π
2

log sinxdxと
∫ π

2

0
log cosxdxをAを用いて表せ。

(3)

∫ π
2

0
log sin 2xdxを計算することで、Aを求めよ。

宿題9-3

∞∑
n=1

1

n2
=

π2

6
であることを用いて、広義積分

∫ ∞

0

t

et − 1
dtの値も

π2

6
であることを示す。

(1) うまく置換積分を行うことで、等式
∫ ∞

0

t

et − 1
dt = −

∫ 1

0

log(1− x)

x
dxを示せ。

(2)
log(1− x)

x
を級数展開をせよ。

(3) この級数展開の項別積分ができると仮定することで、−
∫ 1

0

log(1− x)

x
dx =

∞∑
n=1

1

n2
であることを

示せ。
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