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問題 1

(1)

(a) lim
x→∞

log x1/x = lim
x→∞

1

x
log xここで、ロピタルの定理から lim

x→∞

1
x

1
= 0であるから log xの連続

性から lim
x→∞

x
1
x = 1となる。

(b) 対数微分法を用いることで、f ′(x) = f(x)(log f(x))′ = x
1
x

(
log x

x

)′
= x

1
x

1
xx− log x

x2
=

x
1
x
−2(1− log x)

(2)

∫
(1 + tan2 x)dx =

∫
1

cos2 x
dx = tanxより、

∫
tan2 xdx = tanx−

∫
dx = tanx− x

(3) lim
x→0

sinx− tanx

x3
= lim

x→∞

sinx

x

1

cosx

cosx− 1

x2
= lim

x→0

cosx− 1

x2
= −2 lim

x→0

sin2 x
2

x2

= −1

2
lim
x→0

(
sin x

2
x
2

)2

= −1

2

問題 2
1

1−X
= 1 +X +X2 + o(X2)であり、o(sin2 x) = o(x2)であり、sinx = x+ o(x2)であるから、

1

1− sinx
= 1 + sinx+ sin2 x+ o(x2) = 1 + x+ o(x2) + (x+ o(x2))2 + o(x2)

= 1 + x+ x2 + o(x2)

2次の係数は
f (2)(0)

2!
= 1より、f (2)(0) = 2となる。

問題 3
√
1− 4x を漸近展開をすると、

√
1− 4x = 1 +

(1
2

1

)
(−4x) +

(1
2

2

)
(−4x)2 +

(1
2

3

)
(−4x)3 + o(x3) =

1− 2x− 2x2 − 4x3 + o(x3) より、

1−
√
1− 4x

2x
=

1− (1− 2x− 2x2 − 4x3 + o(x2))

2x
=

2x+ 2x2 + 4x3 + o(x3)

2x
= 1 + x+ 2x2 + o(x2)

ちなみにこの関数の x = 0での級数展開の一般項をCn、つまり
1−

√
1− 4x

2x
=

∞∑
n=0

Cnx
nとすると、Cn

は全て自然数で、
(
2n

n

)
1

n+ 1
と書けます。これは組み合わせ論で有名な数で、カタラン数と呼ばれてい

ます。
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問題 4√
x− 1 = tとおくと、x = 1 + t2であるから、dx = 2tdtより、∫ 10

5

1

x− 2
√
x− 1

dx =

∫ 3

2

2tdt

(t− 1)2
=

∫ 3

2

2(t− 1) + 2

(t− 1)2
dt =

[
2 log(t− 1)− 2

t− 1

]3
2

= 2 log 2− 2

(
1

2
− 2

)
= 1 + log 4

問題 5

x → ∞における収束性を考察する。 lim
x→∞

(log x)′

(
√
x)′

= lim
x→∞

1
x

1
2x

− 1
2

= lim
x→∞

2√
x
= 0であるからロピタルの

定理から lim
x→∞

log x√
x

= 0が成り立つ。よって、ある実数 C が存在して x ≥ C なら、
log x√

x
< 1となる。

よって x ≥ C のとき、 ∣∣e−x log x√
x

∣∣ ≤ e−x

ここで、
∫ ∞

C
e−xdxは収束するので、優関数法により広義積分

∫ ∞

C
e−x log x√

x
dxも収束する。

一方、x → 0での広義積分の収束発散について考察する。x = 0において e−xは定数なので、
∫ 1

0

log x√
x
dx

の収束を考えても同じことである。x
2
3
log x√

x
=

log x

x−
1
6

であり、

lim
x→0

(log x)′

(x−
1
6 )′

= lim
x→0

1
x

−1
6x

− 7
6

= −6 lim
x→0

x
1
6 = 0

より、ロピタルの定理により、

lim
x→0

log x

x−
1
6

= 0

である。十分小さい ϵ > 0に対してx < ϵにおいて、
∣∣x 2

3
log x√

x

∣∣ < 1であり、
∣∣ log x√

x

∣∣ < 1

x
2
3

かつ、
∫ ϵ

0

1

x
2
3

dx

が収束することにより、優関数法により、
∫ ϵ

0

log x√
x
dxは広義積分は収束し、よって、

∫ 1

0
e−x log x√

x
dxも

収束する。

以上から、広義積分
∫ ∞

0
e−x log x√

x
dxは収束する。
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