
第 1,2回解答
問題 1 (1) ∀ϵ ∈ Rに対して x2 > 0が成り立つ。
(2) ∃x ∈ Rに対して x− x2 > 0が成り立つ。
(3) n > 0を満たす ∀n ∈ Zに対して、実数係数多項式となる ∃f(x)に対して、∃M ∈ Rに対して ∀x > M

s.t. f(x) > 0

(4) (2)について x = 1/2, (3) f(x) = xn

問題 2 U(A) = {x ∈ R|x ≥ π}, L(A) = {x ∈ R|x ≤ 3}.

(これに証明を付けるとすると以下のようになる：∀ϵ > 0に対してU(A) = [π−ϵ,∞)とすると、1/ϵ < 10n

となるnが存在して、π−10−n < a ∈ Aが存在する。実際、3.a1a2 · · · anがπの小数n位までの展開とする
と、(例えば 0 ≤ an ≤ 8なら)3.a1a2 · · · (an+1) > πであるから a = 3.a1a2 · · · anとすると、a+10−n > π

つまり π− 10−n < aとなる。an = 9の場合も同様にする。任意の ϵ > 0に対して U(A) = [π+ ϵ,∞)で
あるとすると、π+

ϵ

2
はAの上界であり、[π+ ϵ,∞)の元ではないので矛盾する。ゆえに、U(A) = [π,∞)

である。L(A)の証明も同様である。)

問題 3

(1)A \B = A∩Bc = {x ∈ R|x ≤ 0} B \A = B ∩Ac = {x ∈ R|x > 0} A∩B = {x ∈ R|0 < x ≤ 1}
(2)U(A) = {x ∈ R|x ≥ 1} = [1,∞), supA = 1

(3)L(B) = {x ∈ R|x ≤ 0} = (−∞, 0], inf B = 0

問題 4

(1) A = {x ∈ R|x < 1} = (−∞, 1), supA = 1, inf A = −∞
(2) B = {0}, supB = inf B = 0

(3) C = {x ∈ R|x > 3} = (3,∞), supC = ∞, inf C = 3.

問題 5

教科書問 1,3,3の答えを見よ。

問題 6

maxAは ∀x ∈ Aに対して、x ≤ maxAを満たす。よって、maxAはAの上界である。よって、上限の定
義から supA ≤ maxAである。supAがAの上界であり、maxA ∈ Aであることから、maxA ≤ supA

である。ゆえにmaxA = supAである。
(教科書問 1,3,4の答えも参照せよ)

問題 7

教科書 問 6.3.1の答えを見よ.

問題 8

教科書 例 6.2.1の答えを見よ.

問題 9
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実数 ϵ > 0を任意にとる。アルキメデスの原理により 1/ϵ < N となる自然数 N をとる。このとき、
∀n > N に対して、

|an − 0| = 1

n
<

1

N
< ϵ

となる。よって、an → 0となる。
ある実数 ϵ = 1/2をとる。任意の自然数N に対して、n > N のとき、

|an − 1| = 1− 1

n
≥ ϵ =

1

2

となる。よって、anは 1に収束しない.

問題 10

(1) ∀ϵ > 0をとる。アルキメデスの原理により 1/ϵ < N となる自然数N をとる。このとき、∀n > N に

対して |an| =
n

n2 + 1
<

1

n
<

1

N
< ϵである。

(2) ∀ϵ > 0をとる。log
1

ϵ
< N となる自然数N をとる。このとき、∀n > N に対して |an| =

1

1 + en
<

1

en
<

1

eN
< ϵである。

(3) ∀ϵ > 0をとる。
2

3ϵ
< N となる自然数 N をとる。このとき、∀n > N に対して |an| =

n2 + n

3n3 + 1
<

n2 + n2

3n3
=

2

3n
<

2

3N
< ϵである。

問題 11

実数 ϵ > 0を任意にとる。ある log2
1

ϵ
< N となる自然数N をとる。このとき、∀n > N に対して、

|an − 0| = 1

2n + 3n
<

1

2n
<

1

2N
< ϵ

となる。よって、an → 0となる。

問題 12

教科書 問 6.3.2の答えを見よ.

問題 13

(1) 67 (実際は 67以上の任意の自然数であればよい. 以下も同様).

(2) 667.

(3) 任意の ε > 0に対して,

N = max

{
1,

⌊
2

3ε
− 1

3

⌋
+ 1

}
と選べばよい. ただし ⌊a⌋は a以下の最大の整数とする。

問題 14

ある ϵ > 0に対して、任意のN ∈ Nに対してある n > N が存在して、|an − α| ≥ ϵとなる。

問題 15

(1)=⇒(2)を示す.
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任意の ε > 0に対して, N2をN2 = N1と選ぶと,

n ≥ N2 =⇒ |an − α| < ε < kε

が成り立つ.

(2)=⇒(1)を示す.

(2)の命題は,

∀η > 0, ∃N2(η) ∈ N, ∀n ∈ N (n ≥ N2(η) =⇒ |an − α| < kη)

と書くことができる. ここで, 任意の ε > 0に対して, ηを ε/kと置き直すと, ある自然数N2(ε/k)が決
まって,

n ≥ N2(ε/k) =⇒ |an − α| < k · ε/k = ε

が成り立つ. 従って, N1 = N2(ε/k)と選ぶと,

n ≥ N1 =⇒ |an − α| < ε

が成り立つ. □
(N2ではなく、N2(η)としているのは整数N2が ηに応じて決まっていることを明確にするためにこのよ
うに書いている。)

問題 16

(3)=⇒(4)を示す. 任意の ε > 0に対して,N2をN2 = N1と定めれば,

n ≥ N2 =⇒ |an − α| < ε =⇒ |an − α| ≤ ε

が成り立つ.

(4)=⇒(3)を示す. (4)の命題は,

∀η > 0, ∃N2(η) ∈ N, ∀n ∈ N (n ≥ N2(η) =⇒ |an − α| ≤ η)

と書くことができる. ここで, 任意の ε > 0に対して, ηを ε/2と置き直すと, ある自然数N2(ε/2)が決
まって,

n ≥ N2(ε/2) =⇒ |an − α| ≤ ε/2

が成り立つ. 従って, N1 = N2(ε/2)と選ぶと,

n ≥ N1 =⇒ |an − α| ≤ ε/2 < ε

が成り立つ.
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