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Abstract

ザイフェルトホモロジー球面でないグラフホモロジー球面の中に doubly primitive knotが存
在してその結び目にそってレンズ空間を作ることが出来ことを示す。また、p • 100においてレ
ンズ空間を作るホモロジー球面のリストを示す。1

1 Doubly primitive knots

3次元多様体 Y の結び目に沿ったデーン手術とは、Y から結び目の管状近傍を取り除いて、管状
近傍を違う写像で貼り付け、多様体を滑らかにすることによって新しい 3次元多様体を構成する
方法である。どのような手術によってどんな多様体が作られるのかが基本的で興味深い問題であ
る。ここでは出来る多様体をレンズ空間に限って話を進めることにする。
Bergeは [1]において doubly primitive knotを定義したが、ここでは少し一般化した状況で

doubly primitive knotを定義しておく。

定義 1 3次元多様体 Y の中の結び目Kが doubly primitive knotであるとは次の性質を満たすも
のを言う。

(1) Y は種数が 2のヘガード分解 Y1 [Σ Y2をもつ。

(2) K はそのヘガード曲面に埋め込まれている。

(3) K は Y1と Y2に基本群の元を誘導するがそのどちらも生成元になっている。

doubly primitive knotは knotの isotopy classを考えるのではなく、ヘガード曲面の埋め込まれ方
も考えるが、Y1と Y2を入れ替えて考えたものは同じものとみなす。また向きも考えない。doubly
primitive knotは次の性質を持つ。

事実 1 doubly primitive knotの手術をヘガード曲面に沿って手術するとレンズ空間を作ることが
できる。結局 doubly primitive knotのある整数手術によってレンズ空間が得られる。

Bergeは [1]において Y = S3の場合に doubly primitive knotを定義し、次の予想を立てた。

予想 1 S3の結び目Kの手術によってレンズ空間が作られるとすると、その結び目は doubly prim-
itive knotに isotopicである。

1この研究はレンズ空間とホモロジー球面の間の関係を doubly primitive knotを介して計算したものであり、まとまっ
た結果にはまだ至っていない。
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この予想は多くの人々の努力にもかかわらず未だ解決に至っていない。Y が一般のホモロジー球
面の場合はどのようなことが言えるか。これがここで著者が問題にしたい意識である。レンズ空
間がホモロジー球面の手術から得られるかどうかの判定は次の事実として知られている。

事実 2 (Fintushel-Stern) レンズ空間L(p; q)がホモロジー球面の整数手術から得られる為の必
要十分条件は¡qが modpで平方剰余であることである。

問題意識 ここでは S3によらず一般のホモロジー球面 Y とその中の結び目K によっていつレン
ズ空間を作ることができるか？
しかしこの問題は一般のホモロジー球面と結び目のペアだと制限がつきにくい。よって、結び

目を doubly primitiveに制限した場合を考える。doubly primitive knotは次のように分類されて
いる。

事実 3 doubly primitive knot K は 2つのパラメータ (p; h)によって分類される。

ここで事実 1でできるレンズ空間が L(p; q)である。Kの L(p; q)の中の dual knotを K̃とすると
[K̃] 2 H1(L(p; q);Z)はある Z=pZの元と同一視される。この値を hとする。また構成の仕方から
h2 = q mod pが成り立つ。
しかし doubly primitive knotの pairの決め方 (p; h)は不定性があり、(p; h), (p; h0), (p; p ¡ h),

(p; p ¡ h0)は同じ doubly primitive knotを表す。このことは doubly primitive knotの定義の後に
書いたことに対応する。また逆に (p; h)に対してただ 1つ doubly primitive knotを定めることが
できる。よって (p; h)が表す doubly primitive knotは Fintushel-Sternの判定で存在する結び目
の代表元になる。つまりこの代表元にはどのようなものがありうるかを研究することになる。

S3の中にはいくつかの doubly primitive knotが埋め込まれていることが知られている。特に
トーラス結び目は doubly primitive knotとして埋め込まれる。ケーブル結び目や双曲結び目とし
てもそのような結び目が存在することが知られている。また isotopicな doubly primtive knotも
ある。例えば (5; 2) (7; 2)は両方 trefoil knotを表す。
以前の研究集会「結び目のトポロジー IX,X」では筆者 [15, 16]はポアンカレホモロジー球面

Σ(2; 3; 5)、や一般にブリースコーンホモロジー球面上に doubly primitive knotが埋め込まれてい
ることを報告した。ポアンカレホモロジー球面に関してはレンズ空間が p • 2007までそのような
doubly primitive knotを分類しており、それらはある 2次関数的な無限族として現れていること
も明らかにした。また、逆向きのホモロジー球面Σ(2; 3; 5)上にそのような結び目が存在しないこ
とも証明した（手術の係数は正の整数に限っている）。[14]をみよ。
主結果は次である。

定理 1 2つのホモロジー球面を spliceしてできるホモロジー球面内にも doubly primitive knotが
存在する。

ホモロジー球面の spliceという操作は次の章で見る。系として次も分かる。

系 1 特異点の link でないホモロジー球面の中にも doubly primitive knot は存在する。例えば
L(25; 6)を構成する type (25; 9)の doubly primitive knotは特異点の linkでないホモロジー球面上
に存在する。

一般にブリースコーンホモロジー球面Σ(p; q; r)はC3上の多項式 f(x; y; z) = xp+ yq + zrの零点
集合からできる特異点の link(長さ 1の球面 S5 ‰ C3との交わり)である。
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2 ホモロジー球面の splicing
plumbed 多様体の定義は省略する。例えば、[7]などをみよ。下の diagramは plumbed多様体の
例である。左は a1; b1; c1はどの 2つも互いに素であり、¡a1b1c1+ a2b1c1+ b2a1c1+ c2a1b1 = §1
を満たすとき、ブリースコーンホモロジー球面Σ(a1; b1; c1)を表す (ただし向きは無視する)。一般
に 3価以上の頂点が高々1つであるグラフから作られる plumbed多様体は Seifert多様体という。
また右の図はレンズ空間 L(p; q)を表し、連分数を使って

¡p

q
= a1 ¡ 1

a2 ¡ 1
a3¡ 1

¢¢¢ 1an

が成り立つ。
a1
a2

b1
b2

c1
c2

1 a1 a2 a3 an

splicingの定義をする。

定義 2 ホモロジー球面 Y1と Y2の中の結び目K1, K2の結び目に沿った splicing とは Y1¡N(K1)
と Y2 ¡ N(K2)のお互いのmeridianと longitudeをあわせるようにして貼り合わせてできるホモ
ロジー球面のことをいう。ここではそれを sp(Y1; K1;Y2; K2)とかく。特に Y1がブリースコーン
ホモロジー球面 Σ(p; q; r)で、K1 が重複度 s = p, q, or rの singulary fiberに沿った結び目であ
るとき、sp(Σ(p; q; r); s;Y2; K2)と書く。

2つの plumbed多様体をその fiberに沿って splicingしてやると再び plumbed多様体になる。
Seifert多様体は plumbed多様体の一種であるが 2つの Sifert多様体を splicingしてやっても一般
には Seifert多様体に戻らない。plumbing graphに degreeが 3以上の頂点が増えていくことにな
るからである。
splicingをしてできる多様体の plumbing表示は次のようになる。記法として plumbingの sin-

gular fiberから作られる結び目はその fiberを表す頂点を始点として矢印を書くことによって表す。

公式 1 ([18]) plumbed多様体をfiberに沿って splicingをしてやると次のような表示になる。a; b; c; d

はその頂点のバンドルのオイラー数を表す。

a b c d

a b c de f
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ここで e = det(Γ)=det(Γ0) f = det(∆)=det(∆0) である。Γ(∆)は上の図の左 (右)のグラフから
求まる linking matrixであり、Γ0(∆0)は左 (右) の上の図の b, cを除いたグラフから求まる linking
matrixを表す。

また、キャッソン不変量は次のような和公式によって求めることができる。

公式 2 ([18])
‚(sp(Y1; K1;Y2; K2)) = ‚(Y1) + ‚(Y2)

しかし splicingをすると一般には singularityの linkにはならない。次のような判定条件が知
られている。

事実 4 spliced homology sphere sp(Σ(p; q; r); rΣ(p0; q0; r0); r0)がある singularityの linkになるた
めの必要十分条件は rr0 > pqp0q0である。

3 主結果
定理 2 下の splicedホモロジー球面 ((1)から (19))上に doubly primitive knotが存在する。

(1) sp(Σ(2; 3; 5); 5;Σ(2; 3; 7); 7) L(25; 6); L(35; 11); L(37; 21); L(47; 37); L(49; 22); L(63; 37)
(2) sp(Σ(2; 5; 7); 5;Σ(2; 3; 17); 17) L(86; 35)
(3) sp(Σ(3; 5; 7); 7;Σ(2; 3; 13); 13) L(41; 5); L(87; 13)
(4) sp(Σ(3; 4; 11); 11;Σ(3; 4; 13); 13) L(49; 8)
(5) sp(Σ(2; 3; 35); 35;S3; (2; 3)-torus knot) L(53; 28)
(6) sp(Σ(2; 3; 37); 37;S3; (2; 3)-torus knot) L(55; 26)
(7) sp(Σ(2; 3; 25); 25;Σ(3; 5; 7); 5) L(57; 7)
(8) sp(Σ(2; 3; 5); 5;Σ(2; 7; 17); 17) L(59; 14)
(9) sp(Σ(3; 5; 8); 5;Σ(2; 3; 29); 29) L(64; 9)
(10) sp(Σ(3; 4; 11); 11;Σ(2; 5; 11); 11) L(65; 9); L(77; 15); L(83; 29)
(11) sp(Σ(4; 7; 9); 7;Σ(2; 3; 31); 31) L(73; 6)
(12) sp(Σ(2; 3; 5); 5;Σ(3; 8; 29); 29) L(77; 25)
(13) sp(Σ(2; 5; 17); 17;Σ(3; 4; 7); 7) L(91; 22)
(14) sp(Σ(4; 5; 21); 21;Σ(4; 5; 19); 19) L(81; 10)
(15) sp(Σ(2; 3; 5); 3;Σ(2; 5; 33); 33) L(83; 17)
(16) sp(Σ(2; 3; 59); 59;S3; (2; 5)-torus knot) L(89; 36)
(17) sp(Σ(2; 3; 61); 61;S3; (2; 5)-torus knot) L(91; 36)
(18) sp(Σ(2; 5; 23); 23;Σ(3; 10; 13); 13) L(92; 13)
(19) sp(Σ(2; 3; 17); 17;Σ(4; 5; 7); 7) L(65; 36)
これらを splicingしてできた多様体の link表示を求めると以下のようになる。次のようなグラフ
に沿って plumbing してできるホモロジー球面は内部に doubly primitive knot を含む。
以前の研究からΣ(2; 3; 5)やΣ(2; 3; 7)などからはレンズ空間を得ることができる doubly prim-

itive knot が得られた。doubly primitive knotはその Seifert多様体の特異点を消してまっすぐに
直すという役割があった (つまり 3価頂点を 2価頂点に直す)。しかし

4 計算
ここで主結果の計算方法を記す。
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5 問題
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