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第1章 線形代数からの準備

1.1 テンソル代数
定義 1.1.1 有限次元実ベクトル空間 V に対して、V から実数Rへの線形写像の
全体を V ∗で表し、V の双対ベクトル空間と呼ぶ。V ∗はRの和と積から自然に定
まる演算によってベクトル空間の構造を持つ。v ∈ V に対して

v(f) = f(v) (f ∈ V ∗)

によって、v : V ∗ → Rを定めると、v ∈ (V ∗)∗とみなすことができ、この対応に
よって (V ∗)∗と V を同一視することができる。δi

jを

δi
j =

{
1, i = j

0, i 6= j

によって定める。V の基底 {u1, . . . , un}に対して、f i(uj) = δi
jによって定まる V ∗

の元 {f i}は V ∗の基底になる。特に dim V ∗ = dim V となる。{f i}を {uj}の双対
基底と呼ぶ。

定義 1.1.2 有限次元実ベクトル空間 V に対して、

p︷ ︸︸ ︷
V ∗ × · · · × V ∗×

q︷ ︸︸ ︷
V × · · · × V 上

で定義されたp+q変数の実数値多重線形写像をV 上の (p, q)型テンソルと呼び、そ
の全体をT (p,q)(V )で表す。T (p,q)(V )を (p, q)型テンソル空間と呼ぶ。T (p,q)(V )は自
然な加法とスカラー倍によって実ベクトル空間になる。T (p,q)(V )の元AとT (r,s)(V )

の元Bに対して、

(A ⊗ B)(g1, . . . , gp+r, v1, . . . , vq+s)

= A(g1, . . . , gp, v1, . . . , vq)B(gp+1, . . . , gp+r, vq+1, . . . , vq+s)

(g1, . . . , gp+r ∈ V ∗, v1, . . . , vq+s ∈ V )

によって写像

A ⊗ B :

p+r︷ ︸︸ ︷
V ∗ × · · · × V ∗ ×

q+s︷ ︸︸ ︷
V × · · · × V −→ R

を定めると、A⊗Bは V 上の (p + r, q + s)型テンソルになる。A⊗BをAとBの
テンソル積と呼ぶ。T (1,0)(V ) = (V ∗)∗ = V とみなし、T (0,1)(V ) = V ∗であること
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に注意する。V の元 u1, . . . , upと V ∗の元 f 1, . . . , f qに対して、

(u1 ⊗ · · · ⊗ up ⊗ f 1 ⊗ · · · ⊗ f q)(g1, . . . , gp, v1, . . . , vq)

= g1(u1) · · · gp(up)f
1(v1) · · · f q(vq)

(g1, . . . , gp ∈ V ∗, v1, . . . , vq ∈ V )

によって写像

u1 ⊗ · · · ⊗ up ⊗ f 1 ⊗ · · · ⊗ f q :

p︷ ︸︸ ︷
V ∗ × · · · × V ∗ ×

q︷ ︸︸ ︷
V × · · · × V −→ R

は定まり、u1 ⊗ · · · ⊗ up ⊗ f1 ⊗ · · · ⊗ f qは V 上の (p, q)型テンソルになる。

命題 1.1.3 V を有限次元実ベクトル空間とすると、写像

T (p,q)(V ) × T (r,s)(V ) −→ T (p+r,q+s)(V )

(A,B) 7−→ A ⊗ B

は双線形写像になり、写像
p︷ ︸︸ ︷

V × · · · × V ×
q︷ ︸︸ ︷

V ∗ × · · · × V ∗ −→ T (p,q)(V )

(u1, . . . , up, f
1, . . . , f q) 7−→ u1 ⊗ · · · ⊗ up ⊗ f 1 ⊗ · · · ⊗ f q

は多重線形写像になる。

証明 定義 1.1.2での定め方より、A ⊗ BはAとBに関して線形になる。した
がって、上の写像は双線形写像になる。また、u1 ⊗ · · · ⊗ up ⊗ f 1 ⊗ · · · ⊗ f qは ui

と f jに関して線形になる。したがって、上の写像は多重線形写像になる。

定義 1.1.4 有限次元実ベクトル空間 V に対して、

T (V ) =
∞∑

p,q=0

T (p,q)(V )

とおく。ただし、T (0,0)(V ) = Rとしておく。定義 1.1.2で定めた双線形写像

T (p,q)(V ) × T (r,s)(V ) −→ T (p+r,q+s)(V )

(A,B) 7−→ A ⊗ B

を、T (V ) × T (V )全体の双線形写像に拡張し、これを二項演算として T (V )は代
数になる。T (V )を V 上のテンソル代数と呼ぶ。

命題 1.1.5 V をn次元実ベクトル空間とする。u1, . . . , unをV の基底とし、f 1, . . . , fn

をその双対基底とする。すると、

ui1 ⊗ · · · ⊗ uip ⊗ f j1 ⊗ · · · ⊗ f jq (1 ≤ i1, . . . , ip, j1, . . . , jq ≤ n)

は T (p,q)(V )の基底になる。特に、T (p,q)(V )の次元は np+qになる。
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証明 まず ui1 ⊗ · · · ⊗ uip ⊗ f j1 ⊗ · · · ⊗ f jq (1 ≤ i1, . . . , ip, j1, . . . , jq ≤ n) が線形
独立になることを示す。

n∑

i1,...,ip=1
j1,...,jq=1

a
i1···ip
j1···jq

ui1 ⊗ · · · ⊗ uip ⊗ f j1 ⊗ · · · ⊗ f jq = 0 (a
i1···ip
j1···jq

∈ R)

とする。1 ≤ k1, . . . , kp, l1, . . . , lq ≤ nとなる k1, . . . , kp, l1, . . . , lqをとり、

(fk1 , . . . , fkp , ul1 , . . . , ulq)

を上の式に代入すると a
k1···kp

l1···lq = 0となる。したがってui1 ⊗· · ·⊗uip ⊗f j1 ⊗· · ·⊗f jq

は線形独立である。
次に ui1 ⊗ · · · ⊗ uip ⊗ f j1 ⊗ · · · ⊗ f jq (1 ≤ i1, . . . , ip, j1, . . . , jq ≤ n) は T (p,q)(V )

を生成することを示す。T (p,q)(V )の元Aを任意に一つとる。V の元 vに対して

v =
n∑

j=1

f j(v)uj

となり、V ∗の元 gに対して

g =
n∑

i=1

g(ui)f
i

となるので、g1, . . . , gp ∈ V ∗と v1, . . . , vq ∈ V に対して

A(g1, . . . , gp, v1, . . . , vq)

= A




n∑

i1=1

g1(ui1)f
i1 , . . . ,

n∑

ip=1

gp(uip)f
ip ,

n∑

j1=1

f j1(v1)uj1 , . . . ,
n∑

jq=1

f jq(vq)ujq




=
n∑

i1,...,ip=1
j1,...,jq=1

g1(ui1) · · · gp(uip)f
j1(v1) · · · f jq(vq)A(f i1 , . . . , f ip , uj1 , . . . , ujq)

=
n∑

i1,...,ip=1
j1,...,jq=1

A(f i1 , . . . , f ip , uj1 , . . . , ujq)

×(ui1 ⊗ · · · ⊗ uip ⊗ f j1 ⊗ · · · ⊗ f jq)(g1, . . . , gp, v1, . . . , vq).

よって、

A =
n∑

i1,...,ip=1
j1,...,jq=1

A(f i1 , . . . , f ip , uj1 , . . . , ujq)ui1 ⊗ · · · ⊗ uip ⊗ f j1 ⊗ · · · ⊗ f jq

が成り立つ。したがって ui1 ⊗ · · · ⊗ uip ⊗ f j1 ⊗ · · · ⊗ f jq は T (p,q)(V )を生成する。
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以上で

ui1 ⊗ · · · ⊗ uip ⊗ f j1 ⊗ · · · ⊗ f jq (1 ≤ i1, . . . , ip, j1, . . . , jq ≤ n)

は T (p,q)(V )の基底になることがわかった。このことから、T (p,q)(V )の次元は np+q

になることもわかる。

定義 1.1.6 命題 1.1.5の証明中にある T (p,q)V の元Aの基底による表示

A =
n∑

i1,...,ip=1
j1,...,jq=1

A(f i1 , . . . , f ip , uj1 , . . . , ujq)ui1 ⊗ · · · ⊗ uip ⊗ f j1 ⊗ · · · ⊗ f jq

をAの成分表示と呼び、A(f i1 , . . . , f ip , uj1 , . . . , ujq)をAの成分と呼ぶ。

注意 1.1.7 上の成分表示のように、和
∑
の後で同じ添え字が上下組になって現

れ、添え字の動く範囲がわかっているときは、和の記号
∑
を省略する。例えば、

上の場合は

A = A(f i1 , . . . , f ip , uj1 , . . . , ujq)ui1 ⊗ · · · ⊗ uip ⊗ f j1 ⊗ · · · ⊗ f jq

と書き表す。この表し方をEinsteinの規約という。考えている基底が定まってい
る場合には

A
i1···ip
j1···jq

= A(f i1 , . . . , f ip , uj1 , . . . , ujq)

と書くことにする。このとき、Aの成分表示は

A = A
i1···ip
j1···jq

ui1 ⊗ · · · ⊗ uip ⊗ f j1 ⊗ · · · ⊗ f jq

となる。さらに、A = (A
i1···ip
j1···jq

)とも表す。

命題 1.1.8 V をn次元実ベクトル空間とする。u1, . . . , unをV の基底とし、f 1, . . . , fn

をその双対基底とする。T (p,q)(V )の元Aを

A = A
i1···ip
j1···jq

ui1 ⊗ · · · ⊗ uip ⊗ f j1 ⊗ · · · ⊗ f jq

と成分表示する。V のもう一つの基底 ū1, . . . , ūnとその双対基底 f̄ 1, . . . , f̄nをとり、

A = Ā
k1···kp

l1···lq ūk1 ⊗ · · · ⊗ ūkp ⊗ f̄ l1 ⊗ · · · ⊗ f̄ lq

と成分表示する。u1, . . . , unから ū1, . . . , ūnへの基底の変換行列を g = (gi
k)で表し、

その逆行列を ḡ = (ḡl
j)で表す。すなわち、

ūk = gi
kui, ḡi

kg
k
j = δi

j.

このとき、
Ā

k1···kp

l1···lq = A
i1···ip
j1···jq

ḡk1
i1
· · · ḡkp

ip
gj1

l1
· · · gjq

lq

が成り立つ。
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証明 双対基底の間の変換行列をまず求めておく。

f̄ l = hl
jf

j

とおいておく。

δl
k = f̄ l(ūk) = hl

jf
j(gi

kui) = hl
jg

i
kf

j(ui) = hl
jg

i
kδ

j
i = hl

ig
i
k.

したがって、h = (hl
j)は gの逆行列に一致する。よって、

f̄ l = ḡl
jf

j.

ūk = gi
kuiの両辺に ḡk

aをかけて kについて和をとると、

ḡk
a ūk = ḡk

ag
i
kui = δi

aui = ua.

f̄ l = ḡl
jf

jの両辺に gb
l をかけて lについて和をとると、

gb
l f̄

l = gb
l ḡ

l
jf

j = δb
jf

j = f b.

以上より、
ui = ḡk

i ūk, f j = gj
l f̄

l

を得る。
V の基底と双対基底の変換行列を使って、Aの成分表示を計算する。

A = A
i1···ip
j1···jq

ui1 ⊗ · · · ⊗ uip ⊗ f j1 ⊗ · · · ⊗ f jq

= A
i1···ip
j1···jq

ḡk1
i1

ūk1 ⊗ · · · ⊗ ḡ
kp

ip
ūkp ⊗ gj1

l1
f̄ l1 ⊗ · · · ⊗ g

jq

lq
f̄ lq

= A
i1···ip
j1···jq

ḡk1
i1
· · · ḡkp

ip
gj1

l1
· · · gjq

lq
ūk1 ⊗ · · · ⊗ ūkp ⊗ f̄ l1 ⊗ · · · ⊗ f̄ lq .

したがって、
Ā

k1···kp

l1···lq = A
i1···ip
j1···jq

ḡk1
i1
· · · ḡkp

ip
gj1

l1
· · · gjq

lq

が成り立つ。

命題 1.1.9 V を有限次元実ベクトル空間とし、V の基底u1, . . . , unとその双対基底
f 1, . . . , fnをとっておく。T (p,q)(V )の元A = (A

i1···ip
j1···jq

)とT (r,s)(V )の元B = (Bk1···kr

l1···ls )

のテンソル積A ⊗ Bの成分は、

(A ⊗ B)
i1···ipk1···kr

j1···jql1···ls = A
i1···ip
j1···jq

Bk1···kr

l1···ls

で与えられる。
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証明 まず、

A = A
i1···ip
j1···jq

ui1 ⊗ · · · ⊗ uip ⊗ f j1 ⊗ · · · ⊗ f jq

B = Bk1···kr

l1···ls uk1 ⊗ · · · ⊗ ukr ⊗ f l1 ⊗ · · · ⊗ f ls

となっているので、命題 1.1.3のテンソル積の双線形性に注意すると、

A ⊗ B

= (A
i1···ip
j1···jq

ui1 ⊗ · · · ⊗ uip ⊗ f j1 ⊗ · · · ⊗ f jq)

⊗(Bk1···kr

l1···ls uk1 ⊗ · · · ⊗ ukr ⊗ f l1 ⊗ · · · ⊗ f ls)

= A
i1···ip
j1···jq

Bk1···kr

l1···ls ui1 ⊗ · · · ⊗ uip ⊗ uk1 ⊗ · · · ⊗ ukr

⊗f j1 ⊗ · · · ⊗ f jq ⊗ f l1 ⊗ · · · ⊗ f ls

を得る。よって
(A ⊗ B)

i1···ipk1···kr

j1···jql1···ls = A
i1···ip
j1···jq

Bk1···kr

l1···ls

が成り立つ。

定義 1.1.10 V を有限次元実ベクトル空間とし、基底 u1, . . . , unとその双対基底
f 1, . . . , fnをとる。A ∈ T (p,q)(V )とする。1 ≤ r ≤ p, 1 ≤ s ≤ qとなる r, sをとり、
写像

C(r,s)A :

p−1︷ ︸︸ ︷
V ∗ × · · · × V ∗×

q−1︷ ︸︸ ︷
V × · · · × V → R

を

(C(r,s)A)(g1, . . . , gp−1, v1, . . . , vq−1)

= A(g1, . . . , gr−1, f i, gr, . . . , gp−1, v1, . . . , vs−1, ui, vs, . . . , vq−1)

によって定める。するとC(r,s)A ∈ T (p−1,q−1)(V )となる。C(r,s)AをAの縮約と呼ぶ。

命題 1.1.11 定義 1.1.10の縮約の定義は、V の基底のとり方に依存しない。また、
V の基底 u1, . . . , unとその双対基底 f 1, . . . , fnに関する成分表示は

(C(r,s)A)
i1···ip−1

j1···jq−1
= A

i1···ir−1iir···ip−1

j1···js−1ijs···jq−1

となる。

証明 ūk = gi
kuiによって基底を変換すると、命題 1.1.8または、その証明中に

示したことより、双対基底は、f̄ l = ḡl
jf

jによって変換される。よって

A(g1, . . . , gr−1, f̄k, gr, . . . , gp−1, v1, . . . , vs−1, ūk, vs, . . . , vq−1)

= A(g1, . . . , gr−1, ḡk
j f

j, gr, . . . , gp−1, v1, . . . , vs−1, g
i
kui, vs, . . . , vq−1)

= ḡk
j g

i
kA(g1, . . . , gr−1, f j, gr, . . . , gp−1, v1, . . . , vs−1, ui, vs, . . . , vq−1)

= δi
jA(g1, . . . , gr−1, f j, gr, . . . , gp−1, v1, . . . , vs−1, ui, vs, . . . , vq−1)

= A(g1, . . . , gr−1, f i, gr, . . . , gp−1, v1, . . . , vs−1, ui, vs, . . . , vq−1).
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これより、縮約の定義が基底のとり方に依存しないことがわかった。
次にC(r,s)Aの成分を求める。

(C(r,s)A)
i1···ip−1

j1···jq−1

= (C(r,s)A)(f i1 , . . . , f ip−1 , uj1 , . . . , ujq−1)

= A(f i1 , . . . , f ir−1 , f i, f ir , . . . , f ip−1 , uj1 , . . . , ujs−1 , ui, ujs , . . . , ujq−1)

= A
i1···ir−1iir···ip−1

j1···js−1ijs···jq−1
.

命題 1.1.12 V とW を有限次元実ベクトル空間とし、

φ :

p︷ ︸︸ ︷
V × · · · × V ×

q︷ ︸︸ ︷
V ∗ × · · · × V ∗ → W

を多重線形写像とする。このとき

Φ(v1 ⊗ · · · ⊗ vp ⊗ g1 ⊗ · · · ⊗ gq) = φ(v1, . . . , vp, g1, . . . , gq) (vi ∈ V, gj ∈ V ∗)

を満たす線形写像
Φ : T (p,q)(V ) → W

が唯一つ存在する。

証明 命題 1.1.5より、u1, . . . , unを V の基底とし、f1, . . . , fnをその双対基底
とすると、

ui1 ⊗ · · · ⊗ uip ⊗ f j1 ⊗ · · · ⊗ f jq (1 ≤ i1, . . . , ip, j1, . . . , jq ≤ n)

は T (p,q)(V )の基底になる。そこで、

Φ(u1 ⊗ · · · ⊗ up ⊗ f 1 ⊗ · · · ⊗ f q) = φ(u1, . . . , up, f
1, . . . , f q)

によってΦの基底上の値を定め、線形になるように T (p,q)(V )全体に拡張する。任
意の vi ∈ V, gj ∈ V ∗に対して

Φ(v1 ⊗ · · · ⊗ vp ⊗ g1 ⊗ · · · ⊗ gq)

= Φ
(
f i1(v1)ui1 ⊗ · · · ⊗ f ip(vp)uip ⊗ g1(uj1)f

j1 ⊗ · · · ⊗ gq(ujq)f
jq

)

= Φ
(
f i1(v1) · · · f ip(vp)g

1(uj1) · · · gq(ujq)ui1 ⊗ · · · ⊗ uip ⊗ f j1 ⊗ · · · ⊗ f jq
)

= f i1(v1) · · · f ip(vp)g
1(uj1) · · · gq(ujq)Φ(ui1 ⊗ · · · ⊗ uip ⊗ f j1 ⊗ · · · ⊗ f jq)

= f i1(v1) · · · f ip(vp)g
1(uj1) · · · gq(ujq)φ(ui1 , . . . , uip , f

j1 , . . . , f jq)

= φ
(
f i1(v1)ui1 , . . . , f

ip(vp)uip , g
1(uj1)f

j1 , . . . , gq(ujq)f
jq

)

= φ(v1, . . . , vp, g
1, . . . , gq)

となり、Φは与えられた条件を満たす。
Φの条件は T (p,q)(V )の基底の像を定めているので、このようなΦは一意的であ

る。特に、Φの定め方は V の基底のとり方に依存しない。
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例 1.1.13 V を有限次元実ベクトル空間とし、V から V への線形写像全体の成す
実ベクトル空間を End(V )で表す。写像

φ : V × V ∗ → End(V )

を
φ(u, f)(v) = f(v)u (u, v ∈ V, f ∈ V ∗)

によって定めると、φは双線形写像になる。命題 1.1.12より、

Φ(u ⊗ f) = φ(u, f) (u ∈ V, f ∈ V ∗)

を満たす線形写像
Φ : T (1,1)(V ) → End(V )

が唯一つ存在する。V の基底 u1, . . . , unとその双対基底 f 1, . . . , fnをとる。

Φ(ui ⊗ f j)(uk) = φ(ui, f
j)(uk) = f j(uk)ui = δj

kui

となるので、Φ(ui ⊗ f j)は uj を uiに写し、他の uk を 0に写す線形写像になる。
よって

{Φ(ui ⊗ f j) | 1 ≤ i, j ≤ n}

はEnd(V )の基底になる。さらに命題1.1.5より、ΦはT (1,1)(V )の基底をEnd(V )の
基底に写し、線形同型写像になる。この線形同型写像によって、T (1,1)(V )とEnd(V )

を同一視する。
A ∈ T (1,1)(V )の成分をAi

jとすると、A = Ai
jui ⊗ f jとなり、

Φ(A) = Ai
jΦ(ui ⊗ f j).

よって、
Φ(A)uk = Ai

jΦ(ui ⊗ f j)uk = Ai
jδ

j
kui = Ai

kui

となり、(Ai
j)はΦ(A)の基底 u1, . . . , unに関する行列表示になる。さらに、

C(1,1)A = Ai
i = tr(Φ(A))

となるので、C(1,1)A = tr(Φ(A))が成り立つ。つまり、T (1,1)(V )をEnd(V )と同一
視すると、T (1,1)(V )での縮約は線形写像のトレースになる。

命題 1.1.14 V とW を有限次元実ベクトル空間とし、F : V −→ W を線形写像と
する。このとき次の条件を満たす線形写像

F (p,0) : T (p,0)(V ) −→ T (p,0)(W )
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が唯一つ存在する。条件：任意の v1, . . . , vp ∈ V に対して

F (p,0)(v1 ⊗ · · · ⊗ vp) = F (v1) ⊗ · · · ⊗ F (vp)

が成り立つ。また次の条件を満たす線形写像

F (0,q) : T (0,q)(W ) −→ T (0,q)(V )

が唯一つ存在する。条件：任意の f 1, . . . , fp ∈ W ∗に対して

F (0,q)(f 1 ⊗ · · · ⊗ f q) = (f 1 ◦ F ) ⊗ · · · ⊗ (f q ◦ F )

が成り立つ。

証明 T (p,0)V の元Aに対して

F (p,0)(A)(f1, . . . , fp) = A(f1 ◦ F, . . . , fp ◦ F ) (f 1, . . . , fp ∈ W ∗)

とおくと、F (p,0)(A) ∈ T (p,0)(W )となる。上の定義式から F (p,0)が線形写像である
こともわかる。f1, . . . , fp ∈ W ∗に対して

F (p,0)(v1 ⊗ · · · ⊗ vp)(f
1, . . . , fp) = (v1 ⊗ · · · ⊗ vp)(f

1 ◦ F, . . . , fp ◦ F )

= (f1 ◦ F )(v1) · · · (fp ◦ F )(vp)

= (F (v1) ⊗ · · · ⊗ F (vp))(f
1, . . . , fp)

となるので、
F (p,0)(v1 ⊗ · · · ⊗ vp) = F (v1) ⊗ · · · ⊗ F (vp)

が成り立つ。命題 1.1.5より条件は T (p,0)(V )の基底の像を定めているので、この
ような F (p,0)は一意的である。

T (0,q)W の任意の元Bに対して

F (0,q)(B)(v1, . . . , vq) = B(F (v1), . . . , F (vq)) (v1, . . . , vq ∈ V )

とおくと、F (0,q)(B) ∈ T (0,q)(V )となる。上の定義式から F (0,q)が線形写像である
こともわかる。v1, . . . , vq ∈ V に対して

F (0,q)(f 1 ⊗ · · · ⊗ f q)(v1, . . . , vq) = (f 1 ⊗ · · · ⊗ f q)(F (v1), . . . , F (vq))

= f 1(F (v1)) · · · f q(F (vq))

= ((f 1 ◦ F ) ⊗ · · · ⊗ (f q ◦ F ))(v1, . . . , vq)

となるので、

F (0,q)(f 1 ⊗ · · · ⊗ f q) = (f 1 ◦ F ) ⊗ · · · ⊗ (f q ◦ F )

が成り立つ。命題 1.1.5より条件は T (0,q)(W )の基底の像を定めているので、この
ような F (0,q)は一意的である。
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1.2 外積代数
定義 1.2.1 有限次元実ベクトル空間 V に関する T (p,0)(V )の元Aと 1 ≤ i < j ≤ p

に対して

(ti,jA)(f 1, . . . , fp) = A(f 1, . . . ,

i
^

f j, . . . ,

j
^

f i, . . . , fp) (f 1, . . . , fp ∈ V ∗)

とおくと、線形写像 ti,j : T (p,0)(V ) → T (p,0)(V )が定まる。

∧pV = {A ∈ T (p,0)(V ) | ti,jA = −A (1 ≤ i < j ≤ p)}

を p次外積空間 と呼ぶ。{1, . . . , p}の元の置換全体から成る群を Spで表す。∧pV

の元Aと ∧qV の元Bに対して、

(A ∧ B)(g1, . . . , gp+q) =
1

p!q!

∑

σ∈Sp+q

sgn(σ)(A ⊗ B)(gσ(1), . . . , gσ(p+q))

(g1, . . . , gp+q ∈ V ∗)

によってA∧B ∈ T p+q,0(V )を定めると、A∧B ∈ ∧p+qV が成り立つ。A∧BをA

とBの外積と呼ぶ。

命題 1.2.2 有限次元実ベクトル空間 V 上の (r, 0)型テンソル T に対して

T̃ (g1, . . . , gr) =
∑

σ∈Sr

sgn(σ)T (gσ(1), . . . , gσ(r)) (g1, . . . , gr ∈ V ∗)

によって T̃ ∈ T r,0(V )を定めると、T̃ ∈ ∧rV が成り立つ。特に、定義 1.2.1におけ
るA ∧ Bは ∧p+qV の元になる。これによって定まる写像

∧pV × ∧qV → ∧p+qV

(A,B) 7→ A ∧ B

は双線形写像になる。さらに、C ∈ ∧rV に対して

(A ∧ B) ∧ C = A ∧ (B ∧ C)

が成り立つ。V の元 u1, . . . , upに対して

u1 ∧ · · · ∧ up =
∑

σ∈Sp

sgn(σ)uσ(1) ⊗ · · · ⊗ uσ(p)

が成り立つ。
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証明 T̃ ∈ ∧rV を示す。1 ≤ i < j ≤ rをとり、iと jの互換を τ ∈ Srで表す。

(ti,jT̃ )(g1, . . . , gr) = T̃ (g1, . . . ,

i
^

gj, . . . ,

j
^

gi, . . . , gr)

= T̃ (gτ(1), . . . , gτ(r))

=
∑

σ∈Sr

sgn(σ)T (gτσ(1), . . . , gτσ(r))

= sgn(τ)
∑

σ∈Sr

sgn(τσ)T (gτσ(1), . . . , gτσ(r))

= −
∑

σ∈Sr

sgn(σ)T (gσ(1), . . . , gσ(r))

= −T̃ (g1, . . . , gr).

したがって、ti,jT̃ = −T̃ となり、T̃ ∈ ∧rV が成り立つ。
A ∈ T (p,0)(V )とB ∈ T (q,0)(V )に対してA⊗B ∈ T (p+q,0)(V )となるので、A∧B ∈

∧p+qV が成り立つ。
写像

∧pV × ∧qV → ∧p+qV

(A,B) 7→ A ∧ B

が双線形写像になることは、(A,B)に対してA ⊗ Bを対応させる写像が双線形に
なることと (命題 1.1.3)、T に対して T̃ を対応させる写像が線形写像になることか
らわかる。

A ∈ ∧pV , B ∈ ∧qV , C ∈ ∧rV に対して

(A ∧ B) ∧ C = A ∧ (B ∧ C)

が成り立つことを示す。以下の計算では、

Sp+q = {τ ∈ Sp+q+r | τ(i) = i (p + q + 1 ≤ i ≤ p + q + r)}

とみなすことにする。

((A ∧ B) ∧ C)(g1, . . . , gp+q+r)

=
1

(p + q)!r!

∑

σ∈Sp+q+r

sgn(σ)(A ∧ B)(gσ(1), . . . , gσ(p+q)) · C(gσ(p+q+1), . . . , gσ(p+q+r)))

=
1

(p + q)!r!

∑

σ∈Sp+q+r

sgn(σ) ·





1

p!q!

∑

τ∈Sp+q

sgn(τ)A(gστ(1), . . . , gστ(p)) · B(gστ(p+1), . . . , gστ(p+q))





·C(gσ(p+q+1), . . . , gσ(p+q+r))
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=
1

p!q!r!

1

(p + q)!

∑

σ∈Sp+q+r

∑

τ∈Sp+q

sgn(στ) ·

(A(gστ(1), . . . , gστ(p)) · B(gστ(p+1), . . . , gστ(p+q))) · C(gστ(p+q+1), . . . , gστ(p+q+r))

=
1

p!q!r!

∑

σ∈Sp+q+r

sgn(σ) ·

(A(gσ(1), . . . , gσ(p)) · B(gσ(p+1), . . . , gσ(p+q))) · C(gσ(p+q+1), . . . , gσ(p+q+r))

同様の計算で

(A ∧ (B ∧ C))(g1, . . . , gp+q+r)

=
1

p!q!r!

∑

σ∈Sp+q+r

sgn(σ) ·

A(gσ(1), . . . , gσ(p)) · (B(gσ(p+1), . . . , gσ(p+q)) · C(gσ(p+q+1), . . . , gσ(p+q+r)))

となることもわかる。したがって

(A ∧ B) ∧ C = A ∧ (B ∧ C)

を得る。
σ ∈ Spに対して sgn(σ−1) = sgn(σ) であることに注意すると、V の元 u1, . . . , up

に対しては

(u1 ∧ · · · ∧ up)(g
1, . . . , gp)

=
∑

σ∈Sp

sgn(σ)u1(g
σ(1)) · · · up(g

σ(p))

=
∑

σ∈Sp

sgn(σ)uσ−1(1)(g
1) · · ·uσ−1(p)(g

p)

=
∑

σ∈Sp

sgn(σ−1)uσ−1(1)(g
1) · · ·uσ−1(p)(g

p)

=
∑

σ∈Sp

sgn(σ)uσ(1)(g
1) · · · uσ(p)(g

p)

=
∑

σ∈Sp

sgn(σ)(uσ(1) ⊗ · · · ⊗ uσ(p))(g
1, . . . , gp).

したがって、
u1 ∧ · · · ∧ up =

∑

σ∈Sp

sgn(σ)uσ(1) ⊗ · · · ⊗ uσ(p)

が成り立つ。
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定義 1.2.3 有限次元実ベクトル空間 V に対して、

∧V =
∞∑

p=0

∧pV

とおく。ただし、∧0V = Rとしておく。定義 1.2.1で定めた双線形写像

∧pV × ∧qV −→ ∧p+qV

(A,B) 7−→ A ∧ B

を、∧V ×∧V 全体の双線形写像に拡張し、これを二項演算として∧V は代数にな
る。∧V を V 上の外積代数と呼ぶ。

命題 1.2.4 有限次元実ベクトル空間 V に対して、写像
p︷ ︸︸ ︷

V × · · · × V −→ ∧pV

(u1, . . . , up) 7−→ u1 ∧ · · · ∧ up

は多重線形写像になる。u1, . . . , up ∈ V と 1 ≤ i < j ≤ pに対して

u1 ∧ · · · ∧
i

^
uj ∧ · · · ∧

j
^
ui ∧ · · · ∧ up = −u1 ∧ · · · ∧ up

が成り立つ。さらに p次正方行列A = (Ai
j)に対して vj = Ai

juiとおくと

v1 ∧ · · · ∧ vp = (det A)u1 ∧ · · · ∧ up

が成り立つ。

証明 命題 1.1.3より、対応 (u1, . . . , up) 7→ u1 ∧ · · · ∧ upは多重線形になること
がわかる。

u1, . . . , up ∈ V と 1 ≤ i < j ≤ pに対して

u1 ∧ · · · ∧
i

^
uj ∧ · · · ∧

j
^
ui ∧ · · · ∧ up = −u1 ∧ · · · ∧ up

が成り立つことを示そう。iと jの互換を τ ∈ Spで表す。

u1 ∧ · · · ∧
i

^
uj ∧ · · · ∧

j
^
ui ∧ · · · ∧ up

=
∑

σ∈Sp

sgn(σ)uτσ(1) ⊗ · · · ⊗ uτσ(p)

= sgn(τ)
∑

σ∈Sp

sgn(τσ)uτσ(1) ⊗ · · · ⊗ uτσ(p)

= −
∑

σ∈Sp

sgn(σ)uσ(1) ⊗ · · · ⊗ uσ(p)

= −u1 ∧ · · · ∧ up.
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したがって

u1 ∧ · · · ∧
i

^
uj ∧ · · · ∧

j
^
ui ∧ · · · ∧ up = −u1 ∧ · · · ∧ up

が成り立つ。これより特にu1, . . . , upの中で等しい元があるときは、u1∧· · ·∧up = 0

となる。
Spの任意の元は互換の積になることから、σ ∈ Spに対して

uσ(1) ∧ · · · ∧ uσ(p) = sgn(σ)u1 ∧ · · · ∧ up

が成り立つ。さらに p次正方行列A = (Ai
j)に対して vj = Ai

juiとおくと

v1 ∧ · · · ∧ vp

=
(
Ai1

1 ui1

)
∧ · · · ∧

(
Aip

p uip

)

=
∑

σ∈Sp

A
σ(1)
1 uσ(1) ∧ · · · ∧ Aσ(p)

p uσ(p) (同じものがあると 0になる)

=
∑

σ∈Sp

sgn(σ)A
σ(1)
1 · · ·Aσ(p)

p u1 ∧ · · · ∧ up

= (det A)u1 ∧ · · · ∧ up

が成り立つ。

命題 1.2.5 u1, . . . , unを実ベクトル空間 V の基底とする。このとき

ui1 ∧ · · · ∧ uip (1 ≤ i1 < · · · < ip ≤ n)

は ∧pV の基底になる。特に dim(∧pV ) =

(
n

p

)
となる。

証明 まず ui1 ∧ · · · ∧ uip (1 ≤ i1 < · · · < ip ≤ n) が線形独立になることを示す。
∑

i1<···<ip

ai1···ipui1 ∧ · · · ∧ uip = 0 (ai1···ip ∈ R)

とする。1 ≤ k1 < · · · < kp ≤ nとなる k1, . . . , kpをとり、(fk1 , . . . , fkp)を上の式
に代入すると ak1···kp = 0となる。したがって ui1 ∧ · · · ∧ uip は線形独立である。
次に ui1 ∧ · · · ∧ uip (1 ≤ i1 < · · · < ip ≤ n) は ∧pV を生成することを示す。∧pV

の元Aを任意に一つとる。V ∗の元 gに対して

g = g(uj)f
j

となるので、g1, . . . , gp ∈ V ∗に対して

A(g1, . . . , gp)

= A
(
g1(uj1)f

j1 , . . . , gp(ujp)f
jp

)
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= g1(uj1) · · · gp(ujp)A(f j1 , . . . , f jp)

= A(f j1 , . . . , f jp)(uj1 ⊗ · · · ⊗ ujp)(g
1, . . . , gp)

=
∑

j1<···<jp

∑

σ∈Sp

A(f jσ(1) , . . . , f jσ(p))(ujσ(1)
⊗ · · · ⊗ ujσ(p)

)(g1, . . . , gp)

=
∑

j1<···<jp

∑

σ∈Sp

sgn(σ)A(f j1 , . . . , f jp)(ujσ(1)
⊗ · · · ⊗ ujσ(p)

)(g1, . . . , gp)

=
∑

j1<···<jp

A(f j1 , . . . , f jp)(uj1 ∧ · · · ∧ ujp)(g
1, . . . , gp).

よって、
A =

∑

j1<···<jp

A(f j1 , . . . , f jp)uj1 ∧ · · · ∧ ujp

が成り立つ。したがって ui1 ∧ · · · ∧ uip は ∧pV を生成する。
以上で

ui1 ∧ · · · ∧ uip (1 ≤ i1 < · · · < ip ≤ n)

は∧pV の基底になることがわかった。このことから、∧pV の次元は
(

n

p

)
になる

こともわかる。

命題 1.2.6 V とW を有限次元実ベクトル空間とし、F : V −→ W を線形写像と
する。命題 1.1.14で定めた線形写像

F (p,0) : T (p,0)(V ) −→ T (p,0)(W )

は F (p,0)(∧pV ) ⊂ ∧pW を満たし、線形写像

F (p,0) : ∧pV −→ ∧pW

を誘導する。

証明 定義1.2.1で定めた tVi,j : T (p,0)(V ) → T (p,0)(V ), tWi,j : T (p,0)(W ) → T (p,0)(W )

と F (p,0)に関して、F (p,0) ◦ tVi,j = tWi,j ◦ F (p,0)となることが、これらの定め方よりわ
かる。したがって F (p,0)は F (p,0)(∧pV ) ⊂ ∧pW を満たし、線形写像

F (p,0) : ∧pV −→ ∧pW

を誘導する。
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1.3 外積代数と交代形式
定義 1.3.1 V とW を有限次元実ベクトル空間とする。多重線形写像

A :

p︷ ︸︸ ︷
V × · · · × V → W

が、u1, . . . , up ∈ V と 1 ≤ i < j ≤ pに対して

A(u1, . . . ,
i

^
uj, . . . ,

j
^
ui, . . . , up) = −A(u1, . . . , up)

を満たすとき、Aを p次交代多重線形写像と呼ぶ。特に、W = Rのとき、p次交
代形式と呼ぶ。

命題 1.3.2 V とW を有限次元実ベクトル空間とし、

φ :

p︷ ︸︸ ︷
V × · · · × V → W

を交代多重線形写像とする。このとき

Φ(v1 ∧ · · · ∧ vp) = φ(v1, . . . , vp) (vi ∈ V )

を満たす線形写像
Φ : ∧pV → W

が唯一つ存在する。逆に線形写像Φ : ∧pV → W に対して

φ(v1, . . . , vp) = Φ(v1 ∧ · · · ∧ vp) (vi ∈ V )

によって写像

φ :

p︷ ︸︸ ︷
V × · · · × V → W

を定めると、φは交代多重線形写像になる。さらにこれらの対応によって

{φ :

p︷ ︸︸ ︷
V × · · · × V → W | φ は交代多重線形写像 }

は ∧pV からW への線形写像の全体Hom(∧pV,W )と線形同型になる。

証明 命題 1.2.5より、u1, . . . , unを V の基底とすると、

ui1 ∧ · · · ∧ uip (1 ≤ i1 < · · · < ip ≤ n)

は ∧pV の基底になる。そこで、

Φ(u1 ∧ · · · ∧ up) = φ(u1, . . . , up)
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によってΦの基底上の値を定め、線形になるように∧pV 全体に拡張する。u1, . . . , un

の双対基底 f1, . . . , fnをとる。任意の vi ∈ V に対して

Φ(v1 ∧ · · · ∧ vp) = Φ
(
f i1(v1)ui1 ∧ · · · ∧ f ip(vp)uip

)

= Φ
(
f i1(v1) · · · f ip(vp)ui1 ∧ · · · ∧ uip

)

= f i1(v1) · · · f ip(vp)Φ(ui1 ∧ · · · ∧ uip)

= f i1(v1) · · · f ip(vp)φ(ui1 , . . . , uip)

= φ
(
f i1(v1)ui1 , . . . , f

ip(vp)uip

)

= φ(v1, . . . , vp)

となり、Φは与えられた条件を満たす。
Φの条件は T (p,q)(V )の基底の像を定めているので、このようなΦは一意的であ

る。特に、Φの定め方は V の基底のとり方に依存しない。
次に線形写像Φ ∈ Hom(∧pV,W )をとると、

φ(v1, . . . , vp) = Φ(v1 ∧ · · · ∧ vp) (vi ∈ V )

によって定まる写像

φ :

p︷ ︸︸ ︷
V × · · · × V → W

は交代線形写像になることがわかる。
以上の定め方から、

{φ :

p︷ ︸︸ ︷
V × · · · × V → W | φ は交代多重線形写像 }

とHom(∧pV, W )は線形同型に対応することがわかる。

注意 1.3.3 V を有限次元実ベクトル空間とすると、∧pV ∗は定め方から、自然にV

上の p次交代形式全体と同一視することができる。命題 1.3.2より、さらに、(∧pV )∗

と同一視することができる。

1.4 外積代数における内積
補題 1.4.1 V を有限次元実ベクトル空間とする。このとき T (0,2)(V )の元 Aと V

から V ∗への線形写像 αは

A(x, y) = (α(x))(y) (x, y ∈ V )

によって一対一に対応する。この対応によって T (0,2)(V )と、V から V ∗への線形
写像全体の成すベクトル空間Hom(V, V ∗)は線形同型になる。α ∈ Hom(V, V ∗)に
対応する T (0,2)(V )の元Aが対称になっていて、さらに、0でない x ∈ V に対して
(α(x))(x) > 0が成り立つときAは V 上の内積になる。
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証明 α ∈ Hom(V, V ∗)に対して

A(x, y) = (α(x))(y) (x, y ∈ V )

で定まるAは二重線形になり、T (0,2)(V )の元になる。逆に、A ∈ T (0,2)(V )に対し
て、上の等式で定まるαはHom(V, V ∗)の元になる。定め方より、この対応は一対
一になり、T (0,2)(V )とHom(V, V ∗)は線形同型になる。

A が対称であり、0 でない x ∈ V に対して (α(x))(x) > 0 が成り立つとき、
A(x, x) > 0となりAは V 上の内積になる。

命題 1.4.2 V を内積 〈 , 〉を持つ有限次元実ベクトル空間とする。内積 〈 , 〉に補
題 1.4.1によって対応するHom(V, V ∗)の元を αで表す。∧pV ∗は自然に (∧pV )∗と
同一視され、命題 1.2.6によって α : V → V ∗が誘導する線形写像

α(p,0) : ∧pV → ∧pV ∗ = (∧pV )∗

に対応する T (0,2)(∧pV )の元は、∧pV 上の内積になる。

証明 まず、∧pV ∗ と (∧pV )∗ を同一視する対応を述べておく。∧pV ∗ の元 φと
(∧pV )∗の元Φは

φ(v1, . . . , vp) = Φ(v1 ∧ . . . ∧ vp) (v1, . . . , vp ∈ V )

によって対応している。
α(p,0)に対応する T (0,2)(∧pV )の元をAで表すと、V の元 u1, . . . , upと v1, . . . , vp

に対して、

A(u1 ∧ · · · ∧ up, v1 ∧ · · · ∧ vp)

= (α(p,0)(u1 ∧ · · · ∧ up))(v1 ∧ · · · ∧ vp)

= (α(u1) ∧ · · · ∧ α(up))(v1 ∧ · · · ∧ vp)

= (α(u1) ∧ · · · ∧ α(up))(v1, . . . , vp)

=
∑

σ∈Sp

sgn(σ)(α(uσ(1)) ⊗ · · · ⊗ α(uσ(p)))(v1, . . . , vp)

=
∑

σ∈Sp

sgn(σ)(α(uσ(1)))(v1) · · · (α(uσ(p)))(vp)

=
∑

σ∈Sp

sgn(σ)〈uσ(1), v1〉 · · · 〈uσ(p), vp〉

= det(〈ui, vj〉)1≤i,j≤p.

そこで、u1, . . . , unを V の正規直交基底とすると、

ui1 ∧ · · · ∧ uip (1 ≤ i1 < · · · < ip ≤ n)
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は ∧pV の基底になる。さらに、上の計算より、1 ≤ i1 < · · · < ip ≤ nと 1 ≤ j1 <

· · · < jp ≤ nをとると

A(ui1 ∧ · · · ∧ uip , uj1 ∧ · · · ∧ ujp) = δi1j1 · · · δipjp

が成り立つ。したがって、Aは∧pV 上の内積になり、上の基底はこの内積に関す
る正規直交基底になる。

注意 1.4.3 以後、特に断わらない限り、内積 〈 , 〉を持つ有限次元実ベクトル空間
V の外積代数∧pV の内積は命題 1.4.2で示したAを考えることとし、Aも 〈 , 〉で
表すことにする。また、これらの内積から定まるノルムは | |で表す。すなわち、
|u| =

√
〈u, u〉。

系 1.4.4 命題 1.4.2の条件のもとで、V の元 u1, . . . , upと v1, . . . , vpに対して、

〈u1 ∧ · · · ∧ up, v1 ∧ · · · ∧ vp〉 = det[〈ui, vj〉]1≤i,j≤p

が成り立つ。さらに、V の正規直交基底 e1, . . . , enをとると、

ei1 ∧ · · · ∧ eip (1 ≤ i1 < · · · < ip ≤ n)

は ∧pV の正規直交基底になる。

注意 1.4.5 上の系 1.4.4より V の元 u1, u2に対して

|u1 ∧ u2|2 = 〈u1 ∧ u2, u1 ∧ u2〉 =

∣∣∣∣∣
〈u1, u1〉 〈u1, u2〉
〈u2, u1〉 〈u2, u2〉

∣∣∣∣∣ = |u1|2|u2|2 − 〈u1, u2〉2

となる。他方、u1と u2のなす角度を θで表すと 〈u1, u2〉 = |u1| · |u2| cos θが成り立
つ。これより、u1と u2の張る平行四辺形の面積の二乗は

|u1|2|u2|2 sin2 θ = |u1|2|u2|2(1 − cos2 θ) = |u1|2|u2|2 − 〈u1, u2〉2 = |u1 ∧ u2|2

となるので、|u1 ∧u2|は u1と u2の張る平行四辺形の面積になる。このように∧2V

の内積によって、V 内の平行四辺形の面積を求めることができる。3個以上の元の
外積の長さについても同様である。

注意 1.4.6 Rnの元を横ベクトルとみなす。横ベクトルuを縦ベクトルにしたものを
u∗で表す。m ≤ nとしてRnの元u1, . . . , um, v1, . . . , vmをとり、ui = [uij], vi = [vij]

とおく。



u11 · · · u1n

...
...

um1 · · · umn







v11 · · · vm1

...
...

v1n · · · vmn


 =




u1

...

um


 [v∗

1 · · · v∗
m] = [uiv

∗
j ] = [〈ui, vj〉].
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これらはm次正方行列になり、両辺の行列式をとると、補題 1.4.4より

det







u11 · · · u1n

...
...

um1 · · · umn







v11 · · · vm1

...
...

v1n · · · vmn





 = det[〈ui, vj〉]

= 〈u1 ∧ · · · ∧ um, v1 ∧ · · · ∧ vm〉.

Rnの標準的正規直交基底を e1, . . . , enで表すと、

ui = [ui1 . . . uin] =
n∑

j=1

uijej.

外積の多重線形性と交代性 (命題 1.2.4)より

u1 ∧ · · · ∧ um =

(
n∑

j1=1

u1j1ej1

)
∧ · · · ∧

(
n∑

jm=1

u1jmejm

)

=
∑

#{j1,...,jm}=m

u1j1 · · · umjmej1 ∧ · · · ∧ ejm

=
∑

j1<···<jm

∣∣∣∣∣∣∣

u1j1 · · · u1jm

...
...

umj1 · · · umjm

∣∣∣∣∣∣∣
ej1 ∧ · · · ∧ ejm

が成り立つ。同様に

v1 ∧ · · · ∧ vm =
∑

j1<···<jm

∣∣∣∣∣∣∣

v1j1 · · · v1jm

...
...

vmj1 · · · vmjm

∣∣∣∣∣∣∣
ej1 ∧ · · · ∧ ejm

となり、

〈u1 ∧ · · · ∧ um, v1 ∧ · · · ∧ vm〉 =
∑

j1<···<jm

∣∣∣∣∣∣∣

u1j1 · · · u1jm

...
...

umj1 · · · umjm

∣∣∣∣∣∣∣
·

∣∣∣∣∣∣∣

v1j1 · · · v1jm

...
...

vmj1 · · · vmjm

∣∣∣∣∣∣∣

を得る。したがって、

det







u11 · · · u1n

...
...

um1 · · · umn







v11 · · · vm1

...
...

v1n · · · vmn







=
∑

j1<···<jm

∣∣∣∣∣∣∣

u1j1 · · · u1jm

...
...

umj1 · · · umjm

∣∣∣∣∣∣∣
·

∣∣∣∣∣∣∣

v1j1 · · · v1jm

...
...

vmj1 · · · vmjm

∣∣∣∣∣∣∣

=
∑

j1<···<jm

∣∣∣∣∣∣∣

u1j1 · · · u1jm

...
...

umj1 · · · umjm

∣∣∣∣∣∣∣
·

∣∣∣∣∣∣∣

v1j1 · · · vmj1
...

...

v1jm · · · vmjm

∣∣∣∣∣∣∣
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を得る。m = nの場合は、正方行列の積の行列式がそれぞれの正方行列の行列式
の積に等しいというよく知られた等式になる。

命題 1.4.7 V を内積 〈 , 〉を持つ有限次元実ベクトル空間とする。V の元u1, . . . , up

に対して、

|u1 ∧ · · · ∧ up| ≤
p∏

i=1

|ui|

が成り立つ。さらに、等号が成り立つための必要十分条件は、u1, . . . , upが互いに
直交していることである。

証明 uiから viとwiを以下のように帰納的に構成する。まず v1 = 0, w1 = u1

とおく。vi−1, wi−1まで定まっていると仮定して、viとwiを次のように定める。

ui = vi + wi, vi ∈ span{u1, . . . , ui−1}, wi ∈ span{u1, . . . , ui−1}⊥

となるように viとwiをとる。すると、|wi|2 ≤ |ui|2となり、さらに

u1 ∧ · · · ∧ ui = w1 ∧ · · · ∧ wi (1 ≤ i ≤ p)

が成り立つ。特に
u1 ∧ · · · ∧ up = w1 ∧ · · · ∧ wp

となる。さらに i < jのとき 〈ui, wj〉 = 0となることに注意しておく。系 1.4.4を使
うと

|u1 ∧ · · · ∧ up|2 = |w1 ∧ · · · ∧ wp|2

= 〈w1 ∧ · · · ∧ wp, w1 ∧ · · · ∧ wp〉
= det(〈wi, wj〉)

= det




〈w1, w1〉 0 · · · 0

0
. . . . . .

...
...

. . . . . . 0

0 · · · 0 〈wp, wp〉




=

p∏

i=1

〈wi, wi〉 ≤
p∏

i=1

〈ui, ui〉 =

p∏

i=1

|ui|2.

したがって、

|u1 ∧ · · · ∧ up| ≤
p∏

i=1

|ui|

が成り立つ。
等号が成立するための必要十分条件は、すべての iについて 〈wi, wi〉 = 〈ui, ui〉

が成り立つことだから、これは vi = 0と同値になり、u1, . . . , upが互いに直交して
いることである。
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補題 1.4.8 V とW をそれぞれ内積を持つ m次元と n次元のベクトル空間とし
(m ≥ n)、F : V → W を線形写像とする。

JF = sup{|F (u1) ∧ · · · ∧ F (un)| | u1, . . . , unは V の正規直交系 }

とおく。F が全射でないときは、JF = 0となり、F が全射のときは、(kerF )⊥の
基底 v1, . . . , vnに対して

JF =
|F (n,0)(v1 ∧ · · · ∧ vn)|

|v1 ∧ · · · ∧ vn|
=

|F (v1) ∧ · · · ∧ F (vn)|
|v1 ∧ · · · ∧ vn|

が成り立つ。

証明 F が全射でないときは dim(imF ) < nとなり、V の任意の正規直交系
u1, . . . , unに対して F (u1), . . . , F (un)は線形従属になる。したがって

F (u1) ∧ · · · ∧ F (un) = 0

となり、JF = 0が成り立つ。
次にF が全射の場合を考える。(kerF )⊥の任意の基底 v1, . . . , vnをとる。さらに

(kerF )⊥の正規直交基底 u1, . . . , unをとる。これらの間の変換行列を (aij)で表す。
すなわち、

vj =
n∑

i=1

aijui

とおく。すると、命題 1.2.4より

v1 ∧ · · · ∧ vn = det(aij)u1 ∧ · · · ∧ un,

F (n,0)(v1 ∧ · · · ∧ vn) = det(aij)F
(n,0)(u1 ∧ · · · ∧ un).

したがって、

|F (n,0)(v1 ∧ · · · ∧ vn)|
|v1 ∧ · · · ∧ vn|

=
| det(aij)||F (n,0)(u1 ∧ · · · ∧ un)|

| det(aij)||u1 ∧ · · · ∧ un|

=
|F (n,0)(u1 ∧ · · · ∧ un)|

|u1 ∧ · · · ∧ un|
= |F (n,0)(u1 ∧ · · · ∧ un)|.

系 1.4.4より |u1 ∧ · · · ∧ un| = 1となることを最後の等式に使った。これより、

JF ≥ |F (n,0)(u1 ∧ · · · ∧ un)| =
|F (n,0)(v1 ∧ · · · ∧ vn)|

|v1 ∧ · · · ∧ vn|
.

V の任意の正規直交系w1 . . . , wnに対して

wi = w1
i + w2

i , w1
i ∈ (kerF )⊥, w2

i ∈ kerF
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とおくと |w1
i | ≤ |wi| = 1となり、さらに

F (n,0)(w1 ∧ · · · ∧ wn) = F (w1) ∧ · · · ∧ F (wn)

= F (w1
1) ∧ · · · ∧ F (w1

n)

= F (n,0)(w1
1 ∧ · · · ∧ w1

n).

ここで、w1
1, . . . , w

1
nが線形従属の場合は命題 1.2.4より

F (n,0)(w1
1 ∧ · · · ∧ w1

n) = 0

となり、線形独立の場合は (kerF )⊥の基底になる。このときは、上で示したこと
より、

|F (n,0)(w1
1 ∧ · · · ∧ w1

n)|
|w1

1 ∧ · · · ∧ w1
n|

= |F (n,0)(u1 ∧ · · · ∧ un)|

命題 1.4.7を使うと

|F (n,0)(w1 ∧ · · · ∧ wn)| = |F (n,0)(w1
1 ∧ · · · ∧ w1

n)|
= |w1

1 ∧ · · · ∧ w1
n| · |F (n,0)(u1 ∧ · · · ∧ un)|

≤ |w1
1| · · · |w1

n| · |F (n,0)(u1 ∧ · · · ∧ un)|
≤ |F (n,0)(u1 ∧ · · · ∧ un)|.

よって

JF ≤ |F (n,0)(u1 ∧ · · · ∧ un)| =
|F (n,0)(v1 ∧ · · · ∧ vn)|

|v1 ∧ · · · ∧ vn|
.

以上の結果より、

JF ≤ |F (n,0)(v1 ∧ · · · ∧ vn)|
|v1 ∧ · · · ∧ vn|

≤ JF.

したがって、

JF =
|F (n,0)(v1 ∧ · · · ∧ vn)|

|v1 ∧ · · · ∧ vn|
が成り立つ。
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第2章 テンソル場と微分形式

2.1 ベクトル束
定義 2.1.1 πE : E → M が次の条件を満たすとき、多様体M 上のベクトル束と
呼ぶ。

(1) E, M は多様体であり、πE : E → M は多様体の間のC∞級写像である。

(2) ある自然数 kが存在し、M の各点 pに対して pの開近傍 U と微分同型写像

ΦU : π−1
E (U) → U × Rk

が存在し、u ∈ πE(U)に対してΦU(u)の U 成分は πE(u)に一致し、

ΦU(u) = (πE(u), φU(u)) (u ∈ π−1
E (U))

とおくと、x ∈ U に対して π−1
E (x)はベクトル空間の構造を持ち、

φU |π−1
E (x) : π−1

E (x) → Rk

は線形同型写像になる。

Eをベクトル束の全空間、M を底空間、πE を射影、π−1
E (x)を xのファイバーと

呼ぶ。kをベクトル束の階数と呼び、rankEで表す。

定義 2.1.2 π : E → M と π′ : E ′ → M を多様体M 上のベクトル束とする。微分
同型写像 φ : E → E ′が π = π′ ◦ φを満たし、各 x ∈ M に対して

φ|Ex : Ex → E ′
x

が線形同型写像になるとき、φをベクトル束の同型写像と呼び、EとE ′は同型で
あるという。V をベクトル空間とし、M × V からMへの射影を考えることによっ
て、M × V はM 上のベクトル束になる。M 上のベクトル束EがM × V と同型
になるとき、Eを自明ベクトル束と呼ぶ。M の接ベクトル束 TM が自明であると
き、M は絶対平行性を持つという。
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例 2.1.3 M を多様体とし、各 x ∈ M におけるM の接ベクトル空間を TxM で
表す。

TM =
⋃

x∈M

TxM

とおく。u ∈ TM に対して u ∈ TxM となる x ∈ M が一つ定まるので、π(u) = x

とおくと、写像
π : TM → M

が定まる。M の各点 pに対して pを含む座標近傍系 (U ; x1, . . . , xn)をとる。U の
各点 xにおいて

∂

∂x1

∣∣∣∣
x

, . . . ,
∂

∂xn

∣∣∣∣
x

は接ベクトル空間 TxM の基底になるので、π−1(U)の各元 uは

u = ξi ∂

∂xi

∣∣∣∣
π(u)

と表すことができ、

ΦU(u) = (π(u), ξ1, . . . , ξn) (u ∈ π−1(U))

によって、写像
ΦU : π−1(U) → U × Rn

を定める。これによって、π−1(U)上の座標 (x1, . . . , xn, ξ1, . . . , ξn)をとることがで
きる。他の座標近傍系 (V ; y1, . . . , yn)をとると、各元 v ∈ π−1(V )は

v = ηi ∂

∂yi

∣∣∣∣
π(v)

と表すことができる。π−1(V )の座標は (y1, . . . , yn, η1, . . . , ηn)になり、

ηi = ξj ∂yi

∂xj
.

よって、座標変換は、

(x1, . . . , xn, ξ1, . . . , ξn) →
(

y1, . . . , yn, ξj ∂y1

∂xj
, . . . , ξj ∂yn

∂xj

)

となり、C∞級微分同型写像になる。これによって、TM は多様体になる。
πの定め方より、

π(x1, . . . , xn, ξ1, . . . , ξn) = (x1, . . . , xn)
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となり、π : TM → M は C∞級写像になる。ΦU の定め方より、ΦU(u)の U 成分
は π(u)に一致し、

φU

(
ξi ∂

∂xi

)
= (ξ1, . . . , ξn)

となるので、各 x ∈ U に対して φU |π−1(x) : π−1(x) → Rnは線形同型写像になる。
以上より、π : TM → M がベクトル束になることがわかった。これを多様体M

の接ベクトル束と呼ぶ。

定義 2.1.4 πE : E → Mを多様体M上のベクトル束とする。C∞級写像 σ : M →
Eで πE ◦ σ = 1M を満たすものを、ベクトル束Eの断面と呼ぶ。Eの断面の全体
を Γ(M,E)または単に Γ(E)で表す。

定義 2.1.5 多様体M の各点 p ∈ M の接ベクトル空間 TpM に内積 〈 , 〉pが存在
し、M 上の任意の C∞級ベクトル場X, Y に対して 〈X,Y 〉がM 上の C∞級関数
になるとき、〈 , 〉をM 上のRiemann計量と呼び、(M, 〈 , 〉)をRiemann多様
体と呼ぶ。Riemann多様体の接ベクトルの長さや角度は、Riemann計量によって
Euclid空間と同様に定める。

定義 2.1.6 ι : M → M̃ を多様体M からRiemann多様体 (M̃, g̃)への挿入とする。
すなわちM の各点 xでの ιの微分写像 dιx : TxM → Tι(x)M̃ が単射であるとする。
このとき、M̃上のRiemann計量 g̃の dιによる引き戻し g = ι∗g̃はM上のRiemann

計量になる。この (M, g)を (M̃, g̃)のRiemann部分多様体と呼ぶ。

注意 2.1.7 定義2.1.6では、M̃のRiemann計量からMのRiemann計量を誘導した
が、MのRiemann計量を固定して議論する場合もある。そのときは、Riemann多様
体 (M, g)から (M̃, g̃)へのC∞級写像 ιが、Mの各点xに対してdιx : TxM → Tι(x)M̃

は等長線形写像になるという条件をみたすとき、ιを等長的挿入と呼び、(M, g)を
(M̃, g̃)のRiemann部分多様体と呼ぶ。

例 2.1.8 ι : M → (M̃, g̃)を Riemann多様体 (M̃, g̃)の Riemann部分多様体とす
る。各 x ∈ M に対して、

T⊥
x M = {u ∈ Tι(x)M̃ | 〈u, dιx(TxM)〉 = 0}

とおき、
T⊥M =

⋃

x∈M

T⊥
x M

で T⊥M を定める。u ∈ T⊥M に対して u ∈ T⊥
x M となる x ∈ M が一つ定まるの

で、π(u) = xとおくと、写像

π : T⊥M → M

が定まる。このとき、π : T⊥M → M はベクトル束になる。π : T⊥M → M を、
Riemann部分多様体M の法ベクトル束と呼ぶ。法ベクトル束 T⊥M の断面をM

上の法ベクトル場と呼ぶ。
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定義 2.1.9 Eを多様体M 上のベクトル束とする。〈 , 〉はEの各ファイバーの内
積を定めていて、Eの任意の断面 s, tに対して

〈s, t〉(x) = 〈s(x), t(x)〉 (x ∈ M)

によって定まるM 上の関数 〈s, t〉がC∞級になるとき、〈 , 〉をベクトル束Eの計
量といい、(E, 〈 , 〉)を計量ベクトル束と呼ぶ。

例 2.1.10 定義 2.1.5で定めた多様体の Riemann計量は、接ベクトル束の計量に
他ならない。また、Riemann多様体のRiemann部分多様体の法ベクトル束にも、
全体のRiemann多様体の計量から自然に定まる計量が入る。

2.2 テンソル場
定義 2.2.1 多様体M の各点 x ∈ M の接ベクトル空間 TxM 上の (p, q)型テンソル
空間 T (p,q)(TxM)を T

(p,q)
x M で表す。

T (p,q)M =
⋃

x∈M

T (p,q)
x M

とおくと、T (p,q)M はM 上のベクトル束になる (命題 2.2.2)。T (p,q)M 上の C∞級
断面を (p, q)型テンソル場と呼ぶ。テンソル場の和、関数倍、テンソル積は、多様
体の各点の接ベクトル空間上のテンソル空間における演算で定める。

命題 2.2.2 T (p,q)M はM 上のベクトル束になる。

証明 u ∈ T (p,q)M に対して u ∈ T
(p,q)
x M となる x ∈ M が一つ定まるので、

π(u) = xとおくと、写像
π : T (p,q)M → M

が定まる。Mの各点xに対してxを含む座標近傍系 (U ; x1, . . . , xn)をとる。π−1(U)

の各元 uは

u = u
i1···ip
j1···jq

∂

∂xi1

∣∣∣∣
π(u)

⊗ · · · ⊗ ∂

∂xip

∣∣∣∣
π(u)

⊗ dxj1
π(u) ⊗ · · · ⊗ dx

jq

π(u)

と表すことができ、

ΦU(u) = (π(u), u
i1···ip
j1···jq

) (u ∈ π−1(U))

によって、写像
ΦU : π−1(U) → U × Rnp+q
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を定める。これによって、π−1(U)上の座標 (x1, . . . , xn, u
i1···ip
j1···jq

)をとることができ
る。他の座標近傍系 (V ; y1, . . . , yn)をとると、各元 v ∈ π−1(V )は

v = v
i1···ip
j1···jq

∂

∂yi1

∣∣∣∣
π(v)

⊗ · · · ⊗ ∂

∂yip

∣∣∣∣
π(v)

⊗ dyj1
π(u) ⊗ · · · ⊗ dy

jq

π(v)

と表すことができる。π−1(V )の座標は (y1, . . . , yn, v
i1···ip
j1···jq

)になり、

v
k1···kp

l1···lq = u
i1···ip
j1···jq

∂yk1

∂xi1
· · · ∂ykp

∂xip

∂xj1

∂yl1
· · · ∂xjq

∂ylq
.

よって、座標変換は、

(x1, . . . , xn, u
i1···ip
j1···jq

) →
(

y1, . . . , yn, u
i1···ip
j1···jq

∂yk1

∂xi1
· · · ∂ykp

∂xip

∂xj1

∂yl1
· · · ∂xjq

∂ylq

)

となり、C∞級微分同型写像になる。これによって、T (p,q)M は多様体になる。
πの定め方より、

π(x1, . . . , xn, u
i1···ip
j1···jq

) = (x1, . . . , xn)

となり、π : T (p,q)M → M はC∞級写像になる。ΦU の定め方より、ΦU(u)のU 成
分は π(u)に一致し、

φU

(
u

i1···ip
j1···jq

∂

∂xi1
⊗ · · · ⊗ ∂

∂xip
⊗ dxj1 ⊗ · · · ⊗ dxjq

)
= (u

i1···ip
j1···jq

)

となるので、各x ∈ Uに対してφU |π−1(x) : π−1(x) → Rnp+q
は線形同型写像になる。

以上より、π : T (p,q)M → M がベクトル束になることがわかった。

例 2.2.3 Riemann計量は (0, 2)型テンソル場になる。

2.3 微分形式
定義 2.3.1 M を n次元多様体とする。M の各点 xに対して ∧pT ∗

x (M)の元 ωxを
対応させる対応ωが次の条件を満たすとき、ωをM上の p次微分形式と呼ぶ。(条
件)M の任意の局所座標近傍 (U ; x1, . . . , xn)に対して、

x 7−→ ωx

(
∂

∂xi1

∣∣∣∣
x

, · · · , ∂

∂xip

∣∣∣∣
x

)

がすべての i1, . . . , ipについて U 上のC∞級関数になる。

注意 2.3.2 多様体M 上の 0次微分形式はM 上のC∞級関数にほかならない。
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例 2.3.3 f を多様体M 上のC∞級関数とする。このとき、f の微分 df はM 上の
1次微分形式になる。

証明 n = dim M としM の局所座標近傍 (U ; x1, . . . , xn)をとる。f はC∞級関
数だから

x → dfx

(
∂

∂xi

∣∣∣∣
x

)
=

∂f

∂xi
(x)

も U 上のC∞級関数になる。よって df はM 上の 1次微分形式である。

注意 2.3.4 ωを有限次元実ベクトル空間 V に値を持つ n次元多様体M 上の p次
微分形式とする。M の局所座標近傍 (U ; x1, . . . , xn)をとると、x ∈ U に対して
∂

∂xi |x (1 ≤ i ≤ n)は Tx(M)の基底になり (dxi)x (1 ≤ i ≤ n)はその双対基底にな
る。命題 1.2.5の証明中に示したことから、x ∈ U に対して ωx ∈ ∧pT ∗

x (M)は

ωx =
∑

j1<···<jp

ωx

(
∂

∂xj1

∣∣∣∣
x

, · · · , ∂

∂xjp

∣∣∣∣
x

)
(dxj1)x ∧ · · · ∧ (dxjp)x

と表すことができるので、ωxを (dxj1)x ∧ · · · ∧ (dxjp)xを使って表したときの係数
がすべてC∞級関数になることと、定義 2.3.1の (条件)は同値である。上のような
微分形式 ωの (dxj1)x ∧ · · · ∧ (dxjp)xを使った表示を微分形式の局所表示という。

命題 2.3.5 M 上の p次微分形式の全体を Ωp(M)で表し、f, g ∈ C∞(M), ω, η ∈
Ωp(M)と x ∈ M に対して

(fω + gη)x = f(x)ωx + g(x)ηx (右辺の演算は ∧p(T ∗
x (M))での演算)

として演算を定義するとΩp(M)は代数C∞(M)上の加群、つまりC∞(M)加群に
なる。φ ∈ Ωp(M), ψ ∈ Ωq(M)と x ∈ M に対して

φ ∧ ψx = φx ∧ ψx

(右辺の ∧は ∧p(T ∗
x (M)) × ∧q(T ∗

x (M))での外積)

として微分形式の外積を定義すると、φ ∧ ψ ∈ Ωp+q(M)となり

∧ : Ωp(M) × Ωq(M) → Ωp+q(M)

はC∞(M)加群の双線形写像である。

証明 Ωp(M)がC∞(M)加群であることを示すためには f, g ∈ C∞(M), ω, η ∈
Ωp(M)に対して fω + gη ∈ Ωp(M)を示せば十分で、他の条件は ∧p(T ∗

x (M))がベ
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クトル空間であることを使えばわかる。(U ; x1, . . . , xn)をM の任意の局所座標近
傍とする。x ∈ U に対して

ωx =
∑

i1<···<ip

ai1···ip(x)(dxi1)x ∧ · · · ∧ (dxip)x,

ηx =
∑

i1<···<ip

bi1···ip(x)(dxi1)x ∧ · · · ∧ (dxip)x

とおくと、注意 2.3.4より、ai1···ip , bi1···ip は U 上のC∞級関数になり

(fω + gη)x =
∑

i1<···<ip

(f(x)ai1···ip(x) + g(x)bi1···ip(x))(dxi1)x ∧ · · · ∧ (dxip)x.

fai1···ip + gbi1···ip は U 上のC∞級関数だから、fω + gηは微分形式になる。
φ ∈ Ωp(M), ψ ∈ Ωq(M)に対して φ ∧ ψ ∈ Ωp+q(M)を示す。∧が C∞(M)加群

の双線形写像であることは、交代形式の外積の双線形性から使えばわかる。x ∈ U

に対して

φx =
∑

i1<···<ip

ci1···ip(x)(dxi1)x ∧ · · · ∧ (dxip)x,

ψx =
∑

j1<···<jq

dj1···jq(x)(dxj1)x ∧ · · · ∧ (dxjq)x

とおくと、注意 2.3.4より、ci1···ip と dj1···jq はそれぞれ U 上の C∞級関数になる。
x ∈ U に対して

(φ ∧ ψ)x

=
∑

i1<···<ip

∑

j1<···<jq

(ci1···ip(x)(dxi1)x ∧ · · · ∧ (dxip)x) ∧

(dj1···jq(x)(dxj1)x ∧ · · · ∧ (dxjq)x)

=
∑

i1<···<ip

∑

j1<···<jq

ci1···ip(x)dj1···jq(x) ·

(dxi1)x ∧ · · · ∧ (dxip)x ∧ (dxj1)x ∧ · · · ∧ (dxjq)x

だから (φ∧ψ)xの (dxk1)x ∧ · · · ∧ (dxkp+q)xによる表示の係数は、ci1···ip(x)dj1···jq(x)

の線形結合になり U 上の C∞級関数になる。したがって、φ ∧ ψはM 上の p + q

次微分形式になる。

命題 2.3.6 F を多様体M から多様体N へのC∞級写像とする。x ∈ M における
F の微分写像 dFx : Tx(M) → TF (x)(N) と命題 1.1.14で定めた dF

(0,p)
x を使って、

ω ∈ Ωp(N)に対して
(F ∗ω)x = (dFx)

(0,p)ωF (x)

として (F ∗ω)x ∈ ∧p(T ∗
x (M))を定義すると F ∗ω ∈ Ωp(M)が成り立つ。
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証明 m = dim M , n = dim N としておく。F ∗ω ∈ Ωp(M)を示すためには、
F (U) ⊂ U ′を満たすM とN の局所座標近傍 (U ; x1, . . . , xm)と (U ′; y1, . . . , yn)を
とったときに

x 7−→ (F ∗ω)x

(
∂

∂xi1

∣∣∣∣
x

, · · · , ∂

∂xip

∣∣∣∣
x

)

がすべての i1, . . . , ipについて U 上のC∞級関数になることを示せばよい。x ∈ U

に対して

dFx

(
∂

∂xi

∣∣∣∣
x

)
=

n∑

j=1

∂(yj ◦ F )

∂xi
(x)

∂

∂yj

∣∣∣∣
F (x)

に注意すると

(F ∗ω)x

(
∂

∂xi1

∣∣∣∣
x

, · · · , ∂

∂xip

∣∣∣∣
x

)

= ωF (x)

(
dFx

(
∂

∂xi1

∣∣∣∣
x

)
, · · · , dFx

(
∂

∂xip

∣∣∣∣
x

))

=
n∑

j1,···,jp=1

∂(yj1 ◦ F )

∂xi1
(x) · · · ∂(yjp ◦ F )

∂xip
(x) ωF (x)

(
∂

∂yj1

∣∣∣∣
F (x)

, · · · , ∂

∂yjp

∣∣∣∣
F (x)

)

となるので、これはU 上のC∞級関数になる。よって F ∗ω ∈ Ωp(M)が成り立つ。

定義 2.3.7 命題 2.3.6で定めた F ∗ωを、微分形式 ωの F による引戻しと呼ぶ。

命題 2.3.8 V を有限次元実ベクトル空間とし F : M → M ′, G : M ′ → M ′′を多様
体の間のC∞級写像とする。このとき ω ∈ Ωp(M ′′)に対して、

(G ◦ F )∗ω = F ∗(G∗ω)

が成り立つ。

証明 微分写像は、d(G ◦F )x = dGF (x) ◦ dFxを満たす。よって v ∈ Tx(M)に対
して

((G ◦ F )∗ω)x(v) = ωG◦F (x)(d(G ◦ F )x(v)) = ωG(F (x))(dGF (x) ◦ dFx(v))

= (G∗ω)F (x)(dFx(v)) = (F ∗(G∗ω))x(v)

となり、(G ◦ F )∗ω = F ∗(G∗ω)がわかる。

命題 2.3.9 F を多様体M から多様体 N への C∞ 級写像とする。このとき φ ∈
Ωp(N), ψ ∈ Ωq(N)に対して

F ∗(φ ∧ ψ) = (F ∗φ) ∧ (F ∗ψ)

が成り立つ。
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証明 各 x ∈ M に対して

F ∗(φ ∧ ψ)x = (dFx)
∗((φ ∧ ψ)F (x))

= (dFx)
∗(φF (x) ∧ ψF (x))

= (dFx)
∗φF (x) ∧ (dFx)

∗ψF (x)

= (F ∗φ)x ∧ (F ∗ψ)x

= ((F ∗φ) ∧ (F ∗ψ))x

となるので、F ∗(φ ∧ ψ) = (F ∗φ) ∧ (F ∗ψ)が成り立つ。

2.4 微分形式の外微分
定理 2.4.1 M を n次元多様体とする。ω ∈ Ωp(M)に対して次の条件を満たす
dω ∈ Ωp+1(M)が一意的に存在する。(条件) M の局所座標近傍 (U ; x1, . . . , xn)に
おける ωの局所表示を

ωx =
∑

i1<···<ip

ai1···ip(x)(dxi1)x ∧ · · · ∧ (dxip)x

とすると

(dω)x =
∑

i1<···<ip

n∑

i=1

∂ai1···ip

∂xi
(x)(dxi)x ∧ (dxi1)x ∧ · · · ∧ (dxip)x

が成り立つ。

証明 局所表示

∑

i1<···<ip

n∑

i=1

∂ai1···ip

∂xi
(x)(dxi)x ∧ (dxi1)x ∧ · · · ∧ (dxip)x

によって定まる∧p+1(T ∗
x (M))の元が局所座標近傍のとり方によらないことを示す。

ai1···ip(x)は ωxから

ai1···ip(x) = ωx

(
∂

∂xi1

∣∣∣∣
x

, · · · , ∂

∂xip

∣∣∣∣
x

)
(1 ≤ i1 < · · · < ip ≤ n)

によって定まっている。i1, . . . , ipに括弧内のような大小関係がない場合も上の式
によって ai1···ip(x)を定めておく。(V ; y1, . . . , yn)をM のもう 1つの局所座標近傍
とし、

bi1···ip(x) = ωx

(
∂

∂yi1

∣∣∣∣
x

, · · · , ∂

∂yip

∣∣∣∣
x

)
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とおくと
ωx =

∑

i1<···<ip

bi1···ip(x)(dyi1)x ∧ · · · ∧ (dyip)x

となる。x ∈ U ∩ V に対して Tx(M)の 2つ基底 ∂
∂xi |xと ∂

∂yi |xの間の変換行列は

∂

∂yi

∣∣∣∣
x

=
n∑

j=1

∂xj

∂yi
(x)

∂

∂xj

∣∣∣∣
x

となっているので、双対基底の間の変換行列は

(dyi)x =
n∑

j=1

∂yi

∂xj
(x)(dxj)x

となり、また

bi1···ip(x) =
n∑

j1,···,jp=1

∂xj1

∂yi1
(x) · · · ∂xjp

∂yip
(x)aj1···jp(x)

が成り立つ。
n∑

i=1

∂xj

∂yi
(x)

∂yi

∂xk
(x) = δjk

に注意しておく。

(∗)
∑

i1<···<ip

n∑

i=1

∂bi1···ip

∂yi
(x)(dyi)x ∧ (dyi1)x ∧ · · · ∧ (dyip)x

=
1

p!

n∑

i,i1,...,ip=1

∂bi1···ip

∂yi
(x)(dyi)x ∧ (dyi1)x ∧ · · · ∧ (dyip)x

=
1

p!

n∑

i,i1,...,ip=1

n∑

j,j1,...,jp=1
k,k1,...,kp=1

∂xj

∂yi
(x)

∂

∂xj

{
∂xj1

∂yi1
(x) · · · ∂xjp

∂yip
(x)aj1···jp(x)

}
·

∂yi

∂xk
(x)(dxk)x ∧

∂yi1

∂xk1
(x)(dxk1)x ∧ · · · ∧ ∂yip

∂xkp
(x)(dxkp)x

=
1

p!

n∑

i1,...,ip=1

n∑

j1,...,jp=1
k,k1,...,kp=1

∂

∂xk

{
∂xj1

∂yi1
(x) · · · ∂xjp

∂yip
(x)aj1···jp(x)

}
·

(dxk)x ∧
∂yi1

∂xk1
(x)(dxk1)x ∧ · · · ∧ ∂yip

∂xkp
(x)(dxkp)x.

ここで
n∑

ir=1

∂xjr

∂yir
(x)

∂yir

∂xkr
(x) = δjrkr
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だから

n∑

ir=1

∂

∂xk

(
∂xjr

∂yir
(x)

)
∂yir

∂xkr
(x) = −

n∑

ir=1

∂xjr

∂yir
(x)

∂

∂xk

(
∂yir

∂xkr
(x)

)

= −
n∑

ir=1

∂xjr

∂yir
(x)

∂2yir

∂xk∂xkr
(x)

となり、これは kと krに関して対称である。他方、(dxk)x ∧ (dxk1)x ∧ · · · ∧ (dxkp)x

は kと krに関して交代的だから

(∗) =
1

p!

n∑

i1,...,ip=1

n∑

j1,...,jp=1
k,k1,...,kp=1

∂xj1

∂yi1
(x) · · · ∂xjp

∂yip
(x)

∂aj1···jp

∂xk
(x) ·

(dxk)x ∧
∂yi1

∂xk1
(x)(dxk1)x ∧ · · · ∧ ∂yip

∂xkp
(x)(dxkp)x

=
1

p!

n∑

k,k1,...,kp=1

∂ak1···kp

∂xk
(x)(dxk)x ∧ (dxk1)x ∧ · · · ∧ (dxkp)x

=
∑

k1<···<kp

n∑

k=1

∂ak1···kp

∂xk
(x)(dxk)x ∧ (dxk1)x ∧ · · · ∧ (dxkp)x.

以上で dωの表示が局所座標近傍のとり方によらないことがわかった。dωの一意
性もこのことからわかる。また dωが p + 1次微分形式になることも dωの表示か
らわかる。

定義 2.4.2 M を多様体とする。定理 2.4.1より定まる写像 d : Ωp(M) → Ωp+1(M)

を微分形式の外微分と呼ぶ。

定理 2.4.3 F を多様体M から多様体N へのC∞級写像とする。このとき、F に
よる微分形式の引き戻し F ∗ : Ωp(N) → Ωp(M)は外微分と可換になる。

証明 m = dim M , n = dim N としておく。ω ∈ Ωp(N)とする。F (U) ⊂ U ′を
満たすM とN の局所座標近傍 (U ; x1, . . . , xm)と (U ′; y1, . . . , yn)をとる。

aj1···jp(y) = ωy

(
∂

∂yj1

∣∣∣∣
y

, · · · , ∂

∂yjp

∣∣∣∣
y

)

とおくと ωの U ′における局所表示は

ωy =
∑

j1<···<jp

aj1···jp(y)(dyj1)y ∧ · · · ∧ (dyjp)y
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となる。命題 2.3.6の証明中の計算より x ∈ U に対して

(F ∗ω)x

(
∂

∂xi1

∣∣∣∣
x

, · · · , ∂

∂xip

∣∣∣∣
x

)

=
n∑

j1,···,jp=1

∂(yj1 ◦ F )

∂xi1
(x) · · · ∂(yjp ◦ F )

∂xip
(x) aj1···jp(F (x)).

したがって

(d(F ∗ω))x

=
n∑

j1,···,jp=1

∑

i1<···<ip

m∑

i=1

∂

∂xi

{
∂(yj1 ◦ F )

∂xi1
(x) · · · ∂(yjp ◦ F )

∂xip
(x) aj1···jp(F (x))

}
·

(dxi)x ∧ (dxi1)x ∧ · · · ∧ (dxip)x.

ここで
∂2(yjr ◦ F )

∂xi∂xir
(x) は iと irに関して対称で、(dxi)x ∧ (dxi1)x ∧ · · · ∧ (dxip)xは

iと irに関して交代的だから

(d(F ∗ω))x

=
n∑

j1,···,jp=1

∑

i1<···<ip

m∑

i=1

∂(yj1 ◦ F )

∂xi1
(x) · · · ∂(yjp ◦ F )

∂xip
(x)

∂aj1···jp(F (x))

∂xi
·

(dxi)x ∧ (dxi1)x ∧ · · · ∧ (dxip)x

=
1

p!

n∑

j1,···,jp=1

m∑

i1,···,ip=1

m∑

i=1

∂(yj1 ◦ F )

∂xi1
(x) · · · ∂(yjp ◦ F )

∂xip
(x)

∂aj1···jp(F (x))

∂xi
·

(dxi)x ∧ (dxi1)x ∧ · · · ∧ (dxip)x.

他方

(dω)y =
∑

j1<···<jp

n∑

j=1

∂aj1···jp

∂yj
(y)(dyj)y ∧ (dyj1)y ∧ · · · ∧ (dyjp)y

=
1

p!

n∑

j1,···,jp=1

n∑

j=1

∂aj1···jp

∂yj
(y)(dyj)y ∧ (dyj1)y ∧ · · · ∧ (dyjp)y

だから

(F ∗(dω))x = (dFx)
∗(dω)F (x)

=
1

p!

n∑

j1,···,jp=1

n∑

j=1

∂aj1···jp

∂yj
(F (x))(dFx)

∗(dyj)F (x) ∧

(dFx)
∗(dyj1)F (x) ∧ · · · ∧ (dFx)

∗(dyjp)F (x).
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ここで

(dFx)
∗(dyj)F (x) = (dyj)F (x) ◦ dFx = d(yj ◦ F )x =

m∑

i=1

∂(yj ◦ F )

∂xi
(x)(dxi)x

でさらに

n∑

j=1

∂aj1···jp

∂yj
(F (x))(dFx)

∗(dyj)F (x)

=
n∑

j=1

m∑

i=1

∂aj1···jp

∂yj
(F (x))

∂(yj ◦ F )

∂xi
(x)(dxi)x

=
m∑

i=1

∂aj1···jp(F (x))

∂xi
(x)(dxi)x

だから

(F ∗(dω))x

=
1

p!

n∑

j1,···,jp=1

m∑

i1,···,ip=1

m∑

i=1

∂(yj1 ◦ F )

∂xi1
(x) · · · ∂(yjp ◦ F )

∂xip
(x)

∂aj1···jp(F (x))

∂xi
(x) ·

(dxi)x ∧ (dxi1)x ∧ · · · ∧ (dxip)x

= (d(F ∗ω))x.

したがって F ∗(dω) = d(F ∗ω)が成り立つ。

注意 2.4.4 定理 2.4.3においてM がN の部分多様体でF : M → N が包含写像の
とき、N 上の微分形式を外微分してからM に制限しても先にM に制限してから
M上の微分形式として外微分しても結果は等しくなる。特別な場合としてMがN

の開集合の場合がある。これらの場合は包含写像を省略して記述することもある。

補題 2.4.5 M を多様体とする。外微分

d : Ωp(M) → Ωp+1(M)

は実線形写像になる。

証明 定理 2.4.1の外微分の定め方より dは実線形写像になる。

定理 2.4.6 M を多様体とすると φ ∈ Ωp(M), ψ ∈ Ωq(M) に対して

d(φ ∧ ψ) = dφ ∧ ψ + (−1)pφ ∧ dψ

が成り立つ。
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証明 n = dim Mとし (U ; x1, . . . , xn)をMの局所座標近傍とする。Uにおける
φと ψの局所表示を

φx =
∑

i1<···<ip

ai1···ip(x)(dxi1)x ∧ · · · ∧ (dxip)x

ψx =
∑

j1<···<jq

bj1···jq(x)(dxj1)x ∧ · · · ∧ (dxjq)x

とすると

(φ ∧ ψ)x =
∑

i1<···<ip

∑

j1<···<jq

ai1···ip(x)bj1···jq(x) ·

(dxi1)x ∧ · · · ∧ (dxip)x ∧ (dxj1)x ∧ · · · ∧ (dxjq)x

となる。そこで k1 < · · · < kp+qに対して、{i1, . . . , ip, j1, . . . , jq} 6= {k1, . . . , kp+q}
のときは

sgn

(
i1 · · · ip j1 · · · jq

k1 · · · kp kp+1 · · · kp+q

)
= 0

としておくと

(φ ∧ ψ)x

=
∑

k1<···<kp+q

∑

i1<···<ip

∑

j1<···<jq

sgn

(
i1 · · · ip j1 · · · jq

k1 · · · kp kp+1 · · · kp+q

)
·

ai1···ip(x)bj1···jq(x)(dxk1)x ∧ · · · ∧ (dxkp+q)x

となるので

d(φ ∧ ψ)x

=
∑

k1<···<kp+q

∑

i1<···<ip

∑

j1<···<jq

sgn

(
i1 · · · ip j1 · · · jq

k1 · · · kp kp+1 · · · kp+q

)
·

n∑

i=1

∂(ai1···ip(x), bj1···jq(x))

∂xi
(dxi)x ∧ (dxk1)x ∧ · · · ∧ (dxkp+q)x

=
∑

k1<···<kp+q

∑

i1<···<ip

∑

j1<···<jq

sgn

(
i1 · · · ip j1 · · · jq

k1 · · · kp kp+1 · · · kp+q

)
·

n∑

i=1

{
∂ai1···ip

∂xi
(x)bj1···jq(x) + ai1···ip(x)

∂bj1···jq

∂xi
(x)

}
·

(dxi)x ∧ (dxk1)x ∧ · · · ∧ (dxkp+q)x

=
∑

i1<···<ip

∑

j1<···<jq

n∑

i=1

{
∂ai1···ip

∂xi
(x)bj1···jq(x) + ai1···ip(x)

∂bj1···jq

∂xi
(x)

}
·

(dxi)x ∧ (dxi1)x ∧ · · · ∧ (dxip)x ∧ (dxj1)x ∧ · · · ∧ (dxjq)x

= (dφ ∧ ψ)x + (−1)p(φ ∧ dψ)x.
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よって、d(φ ∧ ψ) = dφ ∧ ψ + (−1)pφ ∧ dψ が成り立つ。

定理 2.4.7 M を多様体とする。外微分

d : Ωp(M) −→ Ωp+1(M)

は d ◦ d = 0を満たす。

証明 n = dim M としておく。まず ω ∈ Ω0(M)について d2ω = 0が成り立つこ
とを示そう。(U ; x1, . . . , xn)をM の局所座標近傍とする。x ∈ U に対して

(dω)x =
n∑

j=1

∂ω

∂xj
(x)(dxj)x

だから

(d2ω)x =
n∑

i=1

n∑

j=1

∂2ω

∂xi∂xj
(x)(dxi)x ∧ (dxj)x.

ここで ∂2ω
∂xi∂xj (x)は iと jに関して対称的で (dxi)x ∧ (dxj)xは iと jに関して交代的

である。したがって (d2ω)x = 0となり d2ω = 0。
次に p > 0のとき ω ∈ Ωp(M ; V )の U における局所表示を

ωx =
∑

i1<···<ip

ai1···ip(x)(dxi1)x ∧ · · · ∧ (dxip)x

とすると

(dω)x =
∑

i1<···<ip

n∑

i=1

∂ai1···ip

∂xi
(x)(dxi)x ∧ (dxi1)x ∧ · · · ∧ (dxip)x

=
∑

i1<···<ip

(dai1···ip)x ∧ (dxi1)x ∧ · · · ∧ (dxip)x

となるので、定理 2.4.1より

(d2ω)x =
∑

i1<···<ip

(d2ai1···ip)x ∧ (dxi1)x ∧ · · · ∧ (dxip)x

+
∑

i1<···<ip

(dai1···ip)x ∧
p∑

j=1

(−1)j(dxi1)x ∧ · · · ∧ (d2xij)x ∧ · · · ∧ (dxip)x

= 0.

したがって (d2ω)x = 0となり d2ω = 0。
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定義 2.4.8 n次元多様体M に対して

Zp(M) = {ω ∈ Ωp(M) | dω = 0}
Bp(M) = {dη | η ∈ Ωp−1(M)}

とおく。外微分 dは d2 = 0を満たすので、Bp(M) ⊂ Zp(M)となる。そこで、

Hp(M) = Zp(M)/Bp(M)

とおき、Hp(M)をM の p次 de Rhamコホモロジー群と呼ぶ。

χ(M) =
n∑

p=0

(−1)p dim Hp(M)

とおき、χ(M)をM のEuler数と呼ぶ。
M のC∞級 p次元特異単体群をCp(M)で表し、

Zp(M) = {c ∈ Cp(M) | ∂c = 0}
Bp(M) = {∂c | c ∈ Cp+1(M)}

とおく。境界作用素 ∂は ∂2 = 0を満たすので、Bp(M) ⊂ Zp(M)となる。そこで、

Hp(M) = Zp(M)/Bp(M)

とおき、Hp(M)をM のC∞級 p次特異ホモロジー群と呼ぶ。

定理 2.4.9 (de Rham) ω ∈ Zp(M)に対して、ωの代表するHp(M)内の元を [ω]

で表すことにする。線形写像

Zp(M) → R ; c 7→
∫

c

ω

はHp(M)∗の元を誘導し、それによってHp(M)とHp(M)∗は線形同型になる。

補題 2.4.10 M を多様体とする。ω ∈ Zp(M)に対して ωの代表するHp(M)の元
を [ω]で表すことにする。[ω] ∈ Hp(M)と [η] ∈ Hq(M)に対して [ω ∧ η]は代表元
ω, ηのとりかたに依存せず [ω]と [η]に対して定まる。

証明 ω′ ∈ Ωp−1(M)と η′ ∈ Ωq−1(M)をとる。

(ω + dω′) ∧ (η + dη′) = ω ∧ η + ω ∧ dη′ + dω′ ∧ η + dω′ ∧ dη′

となり

d(ω ∧ η′) = dω ∧ η′ + (−1)pω ∧ dη′ = (−1)pω ∧ dη′,

d(ω′ ∧ η) = dω′ ∧ η + (−1)p−1ω′ ∧ dη = dω′ ∧ η,

d(ω′ ∧ dη′) = dω′ ∧ dη′ + (−1)p−1ω′ ∧ d2η′ = dω′ ∧ dη′

はすべてBp+q(M)の元になるので、[(ω + dω′) ∧ (η + dη′)] = [ω ∧ η] が成り立つ。
したがって、[ω∧ η]は代表元ω, ηのとりかたに依存せず [ω]と [η]に対して定まる。
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定義 2.4.11 n次元多様体M に対して

H∗(M) =
n∑

p=0

Hp(M)

に補題 2.4.10によって外積を定めることができ代数の構造を持つので、H∗(M)を
M の de Rhamコホモロジー代数と呼ぶ。

例 2.4.12 多様体M に対して Z0(M)は微分して 0になる関数全体なので、M の
連結成分の個数だけRを直和したものになる。よって、H0(M) = Z0(M)もMの
連結成分の個数だけRを直和したものになる。
実数直線Rを 1次元多様体とみなしたときの de Rhamコホモロジー代数を求

める。Z1(R) = Ω1(R)の任意の元は C∞ 級関数 f(x)によって f(x)dxと表すこ
とができる。F (x) =

∫ x

0
f(t)dtとおくと dF = f(x)dxが成り立つ。したがって、

Z1(R) = B1(R)となりH1(R) = {0}を得る。上の結果と合わせるとH∗(R) ∼= R

となる。ただし、左辺のRは代数としてのRである。
1次元の円周 S1の de Rhamコホモロジー代数を求める。

S1 = {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 = 1}

の座標として (cos θ, sin θ)となる θを使うことにする。Z1(S1) = Ω1(S1)の任意の
元は周期 2πのC∞級周期関数 f(θ)によって f(θ)dθと表すことができる。

I : Z1(S1) → R ; f(θ)dθ 7→
∫ 2π

0

f(θ)dθ

によって線形写像 Iを定める。Iは全射になる。Ω0(S1)の任意の元は周期 2πのC∞

級周期関数 g(θ)で表すことができる。dg = g′(θ)dθとなり

I(dg) =

∫ 2π

0

g′(θ)dθ = g(2π) − g(0) = 0.

よってB1(S1) ⊂ ker Iが成り立つ。逆にの包含関係を示すためにf(θ)dθ ∈ ker Iをと
る。F (θ) =

∫ θ

0
f(t)dtとおくとF (θ)は θに関するC∞級関数になり、

∫ 2π

0
f(t)dt = 0

となることから F (θ)は周期 2πのC∞級周期関数になる。さらに

B1(S1) 3 dF = F ′(θ)dθ = f(θ)dθ

となるので ker I ⊂ B1(S1)を得る。以上よりB1(S1) = ker Iが成り立ち、

H1(S1) = Z1(S1)/B1(S1) = Z1(S1)/ ker I ∼= imI = R.

定理 2.4.13 Mを多様体とする。ω ∈ Ωp(M)に対して次の公式が成り立つ。p = 0

のときX ∈ X(M)に対して
dω(X) = Xω.

p = 1のときX,Y ∈ X(M)に対して

dω(X,Y ) = X(ω(Y )) − Y (ω(X)) − ω([X,Y ]).
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証明 p = 0のときX ∈ X(M)に対して

dω(X) = Xω

となることはC∞級関数の微分 dωの定義である。
次に p = 1の場合を考える。ωの局所表示を

ω =
∑

i

aidxi

で表すと、ωの外微分 dωの局所表示は

dω =
∑

i,j

∂ai

∂xj
dxj ∧ dxi

になる。ベクトル場X, Y の局所表示を

X =
∑

i

ξi ∂

∂xi
, Y =

∑

j

ηj ∂

∂xj

で表す。外積の定義より

dω(X, Y ) =
∑

i,j

∂ai

∂xj
(ξjηi − ηjξi)

が成り立つ。
ω(Y ) =

∑

i

aiη
i

となるので

X(ω(Y )) =
∑

i,j

ξj ∂

∂xj
(aiη

i) =
∑

i,j

ξj

(
∂ai

∂xj
ηi + ai

∂ηi

∂xj

)
.

Xと Y を入れ替えることにより

Y (ω(X)) =
∑

i,j

ηj

(
∂ai

∂xj
ξi + ai

∂ξi

∂xj

)

も得られる。ベクトル場のブラケット積の定義から

[X, Y ] =
∑

i,j

ξi ∂ηj

∂xi

∂

∂xj
−

∑

i,j

ηj ∂ξi

∂xj

∂

∂xi

=
∑

i,j

(
ξj ∂ηi

∂xj
− ηj ∂ξi

∂xj

)
∂

∂xi
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となるので、

ω([X, Y ]) =
∑

i,j

ai

(
ξj ∂ηi

∂xj
− ηj ∂ξi

∂xj

)
.

以上の計算結果より

dω(X, Y ) = X(ω(Y )) − Y (ω(X)) − ω([X, Y ])

を得る。

注意 2.4.14 定理 2.4.13の条件下で p > 0のときX1, . . . Xp+1 ∈ X(M)に対して

dω(X1, . . . , Xp+1)

=

p+1∑

i=1

(−1)i−1Xi(ω(X1, . . . , X̂i, . . . , Xp+1))

+
∑

i<j

(−1)i+jω([Xi, Xj], X1, . . . , X̂i, . . . , X̂j, . . . , Xp+1).

が成り立つことが知られている。



43

第3章 Riemann多様体

3.1 曲面の微分幾何学
この節では第 2章の知識をもとにして曲面論の簡単な復習をしておく。R2の領

域Dで定義されたR3への挿入、すなわち微分写像 dp : R2 → R3がDの各点で
階数 2になるとする。このとき、pの像を曲面とみなしR2の直交座標のDへの制
限 u, vをこの曲面の座標とみなす。

pu =
∂p

∂u
, pv =

∂p

∂v

と表すことにする。pu, pvの成分を並べた行列が微分写像 dpの行列表示になる。し
たがって、pが挿入になるという条件は pu, pvが線形独立になることと同値になる。

曲面の 2次元多様体としての接ベクトル空間は、
∂

∂u
と puを同一視し

∂

∂v
と pvを

同一視することによって、R3内の pu, pvの張る 2次元部分ベクトル空間、すなわ
ち接平面と同一視することができる。通常 dpの内積

I = 〈dp, dp〉

として定義される曲面の第一基本形式 Iは曲面上の (0, 2)型テンソル場になり、接
ベクトルX, Y に対して

I(X, Y ) = 〈dp(X), dp(Y )〉

によって値が定まる。dpは線形単射だから Iは正定値になり曲面のRiemann計量
になる。

dp = pudu + pvdv

となるので、

I(X, Y ) = 〈pudu(X) + pvdv(X), pudu(Y ) + pvdv(Y )〉
= 〈pu, pu〉du(X)du(Y ) + 〈pu, pv〉du(X)dv(Y )

+〈pv, pu〉dv(X)du(Y ) + 〈pv, pv〉dv(X)dv(Y )

= 〈pu, pu〉du(X)du(Y ) + 〈pu, pv〉(du(X)dv(Y ) + dv(X)du(Y ))

+〈pv, pv〉dv(X)dv(Y )

= 〈pu, pu〉du ⊗ du(X, Y ) + 〈pu, pv〉(du ⊗ dv + dv ⊗ du)(X,Y )

+〈pv, pv〉dv ⊗ dv(X, Y ).
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そこで (0, 1)型テンソル場 φ, ψと接ベクトルX, Y に対して

(φ • ψ)(X,Y ) =
1

2
(φ(X)ψ(Y ) + ψ(X)φ(Y ))

によって (0, 2)型対称テンソル場 φ • ψを定める。すると

I = 〈pu, pu〉du • du + 2〈pu, pv〉du • dv + 〈pv, pv〉dv • dv

と第一基本形式 Iを書き表すことができる。通常、曲面論では

E = 〈pu, pu〉, F = 〈pu, pv〉, G = 〈pv, pv〉

と書いて第一基本形式、すなわち、Riemann計量を次のように表す。

I = Edu • du + 2Fdu • dv + Gdv • dv.

曲面の接ベクトル空間の基底 pu, pv のベクトル積 pu × pv は接平面に直交する
ので、

e =
pu × pv

|pu × pv|
とおくと、eは曲面の単位法ベクトルになる。

II = −〈dp, de〉

として定義される曲面の第二基本形式 II は曲面上の (0, 2)型テンソル場になり、
接ベクトルX, Y に対して

II(X,Y ) = −〈dp(X), de(Y )〉

によって値が定まる。
de = eudu + evdv

となるので、

II(X, Y ) = −〈pudu(X) + pvdv(X), eudu(Y ) + evdv(Y )〉
= −〈pu, eu〉du(X)du(Y ) − 〈pu, ev〉du(X)dv(Y )

−〈pv, eu〉dv(X)du(Y ) − 〈pv, ev〉dv(X)dv(Y ).

eは pu, pvと直交するので

〈pu, e〉 = 0, 〈pv, e〉 = 0

が成り立つ。これらを uと vで偏微分すると

〈puu, e〉 + 〈pu, eu〉 = 0, 〈puv, e〉 + 〈pu, ev〉 = 0,

〈pvu, e〉 + 〈pv, eu〉 = 0, 〈pvv, e〉 + 〈pv, ev〉 = 0.
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ここで puv = pvuだから 〈pu, ev〉 = 〈pv, eu〉となり

II = −〈pu, eu〉du • du − 2〈pu, ev〉du • dv − 〈pv, ev〉dv • dv

= 〈puu, e〉du • du + 2〈puv, e〉du • dv + 〈pvv, e〉dv • dv

と第一基本形式 IIを書き表すことができる。通常、曲面論では

L = 〈puu, e〉, M = 〈puv, e〉, N = 〈pvv, e〉

と書いて第二基本形式を次のように表す。

II = Ldu • du + 2Mdu • dv + Ndv • dv.

曲面の一点 p0 = p(u0, v0)を固定し、そこでの単位法ベクトルを e0で表す。位置
ベクトルと e0との内積によって曲面上の関数 f を定める。すなわち、

f(u, v) = 〈p(u, v), e0〉.

p0での曲面の接平面は e0と直交するので、

df = 〈pudu + pvdv, e0〉 = 〈pu, e0〉du + 〈pv, e0〉dv = 0

となり、関数 f は p0で臨界値をとる。f の二階偏微分は

∂2f

∂u∂u
(p0) = 〈puu, e0〉 = L,

∂2f

∂u∂v
(p0) =

∂2f

∂v∂u
(p0) = 〈puv, e0〉 = M,

∂2f

∂v∂v
(p0) = 〈pvv, e0〉 = N

となるので、fの p0におけるHesse行列は第二基本形式 IIの表現行列に一致する。
特に IIが定値になる点、すなわち行列式が LN − M2 > 0を満たす点では曲面は
凸または凹になり、II が不定値になる点、すなわち LN − M2 < 0を満たす点で
は曲面は鞍型になる。このことから第二基本形式 IIは曲面の形を表しているとみ
ることができる。

3.2 ベクトル束と線形接続
多様体上のベクトル束の線形接続の定義と基本事項について解説する。

定義 3.2.1 M を多様体とし、EをM 上のベクトル束とする。対応

∇ : C∞(TM) × C∞(E) → C∞(E); (X, φ) 7→ ∇Xφ

が、次の (1)から (4)を満たすとき、∇をE上の線形接続と呼ぶ。
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(1) ∇X+Y φ = ∇Xφ + ∇Y φ, (X,Y ∈ C∞(TM), φ ∈ C∞(E))

(2) ∇X(φ + ψ) = ∇Xφ + ∇Xψ, (X ∈ C∞(TM), φ, ψ ∈ C∞(E))

(3) ∇fXφ = f∇Xφ, (X ∈ C∞(TM), φ ∈ C∞(E), f ∈ C∞(M))

(4) ∇X(fφ) = f∇Xφ + (Xf)φ. (X ∈ C∞(TM), φ ∈ C∞(E), f ∈ C∞(M))

任意の X ∈ C∞(TM)に対して∇Xφ = 0を満たす φ ∈ C∞(E)を平行な断面と
いう。

定義 3.2.2 〈 , 〉を多様体M 上のベクトル束Eの計量とする。すなわち 〈 , 〉はE

の各ファイバーの内積を定めているとする。E上の線形接続∇が

X〈φ, ψ〉 = 〈∇Xφ, ψ〉 + 〈φ,∇Xψ〉 (X ∈ C∞(TM), φ, ψ ∈ C∞(E))

を満たすとき、線形接続∇は計量 〈 , 〉を保つという。

命題 3.2.3 ∇を多様体M 上のベクトル束 E上の接続とする。X, Y ∈ C∞(TM)

と φ ∈ C∞(E)に対して

R∇(X,Y )φ = ∇X∇Y φ −∇Y ∇Xφ −∇[X,Y ]φ

によってEの断面R∇(X, Y )φを定めると、R∇はベクトル束A2(TM, End(E))の
C∞級断面を定める。ここで、A2(U, V )はU ×U から V への交代多重線形写像の
全体を表す。

証明 X,Y ∈ C∞(TM)と φ ∈ C∞(E)に対して

R∇(X,Y )φ = −R∇(Y, X)φ

となることは、定め方より明らか。
M 上のC∞級関数 f に対して、

R∇(fX, Y )φ

= ∇fX∇Y φ −∇Y ∇fXφ −∇[fX,Y ]φ

= f∇X∇Y φ −∇Y (f∇Xφ) −∇f [X,Y ]φ + ∇(Y f)Xφ

= f∇X∇Y φ − f∇Y ∇Xφ − (Y f)∇Xφ − f∇[X,Y ]φ + (Y f)∇Xφ

= fR∇(X,Y )φ.
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よって、R∇(fX, Y )φ = fR∇(X, Y )φを得る。X,Y に関する交代性より、R∇(X, fY )φ =

fR∇(X, Y )φも成り立つ。

R∇(X, Y )fφ

= ∇X∇Y (fφ) −∇Y ∇X(fφ) −∇[X,Y ]fφ

= ∇X(f∇Y φ + (Y f)φ) −∇Y (f∇Xφ + (Xf)φ) − f∇[X,Y ]φ − ([X, Y ]f)φ

= f∇X∇Y φ + (Xf)∇Y φ + (Y f)∇Xφ + (XY f)φ

−f∇Y ∇Xφ − (Y f)∇Xφ − (Xf)∇Y φ − (Y Xf)φ

−f∇[X,Y ]φ − ([X, Y ]f)φ

= fR∇(X, Y )φ.

よって、R∇(X, Y )fφ = fR∇(X,Y )φを得る。以上より、R∇(X, Y )φはX, Y, φの
一点での値で定まることがわかり、R∇はA2(TM, End(E))のC∞級断面になる。

定義 3.2.4 命題 3.2.3で定めたR∇を接続∇の曲率テンソルと呼ぶ。考えている
接続が明らかな場合は、単にRと書くこともある。

補題 3.2.5 ∇を多様体M 上のベクトル束E上の線形接続とすると、その曲率テ
ンソルR∇は

R∇(X, Y ) + R∇(Y, X) = 0 (X,Y ∈ C∞(TM))

を満たす。さらに、Eが計量 〈 , 〉を持ち、∇が 〈 , 〉を保つとき、

〈R∇(X, Y )φ, ψ〉 + 〈φ, R∇(X, Y )ψ〉 = 0 (X,Y ∈ C∞(TM), φ, ψ ∈ C∞(E))

が成り立つ。

証明 前半は R∇が A2(TM, End(E))の断面であることからわかる。後半を示
しておく。ベクトル場を関数に作用させると [X, Y ] = XY − Y Xとなることに注
意して、定義 3.2.2を使うと

0 = XY 〈φ, ψ〉 − Y X〈φ, ψ〉 − [X, Y ]〈φ, ψ〉
= X〈∇Y φ, ψ〉 + X〈φ,∇Y ψ〉 − Y 〈∇Xφ, ψ〉 − Y 〈φ,∇Xψ〉

−〈∇[X,Y ]φ, ψ〉 − 〈φ,∇[X,Y ]ψ〉
= 〈∇X∇Y φ, ψ〉 + 〈∇Y φ,∇Xψ〉 + 〈∇Xφ,∇Y ψ〉 + 〈φ,∇X∇Y ψ〉

−〈∇Y ∇Xφ, ψ〉 − 〈∇Xφ,∇Y ψ〉 − 〈∇Y φ,∇Xψ〉 − 〈φ,∇Y ∇Xψ〉
−〈∇[X,Y ]φ, ψ〉 − 〈φ,∇[X,Y ]ψ〉

= 〈R∇(X, Y )φ, ψ〉 + 〈φ,R∇(X, Y )ψ〉.
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3.3 Riemann計量
定義 3.3.1 多様体M の各点 p ∈ M の接ベクトル空間 TpM に内積 〈 , 〉pが存在
し、M 上の任意の C∞級ベクトル場X, Y に対して 〈X,Y 〉がM 上の C∞級関数
になるとき、〈 , 〉をM 上のRiemann計量と呼び、(M, 〈 , 〉)をRiemann多様
体と呼ぶ。Riemann多様体の接ベクトルの長さや角度は、Riemann計量によって
Euclid空間と同様に定める。また、接ベクトル空間の外積代数の内積も 1.4節で定
めたように定める。

定理 3.3.2 Riemann多様体 (M, 〈 , 〉)の接ベクトル束には、

∇XY −∇Y X = [X, Y ] (X, Y ∈ C∞(TM))

を満たし、Riemann計量 〈 , 〉を保つ線形接続が、一意的に存在する。

証明 まず、条件を満たす線形接続∇が存在すると仮定する。Riemann計量を
保つという条件から、M 上のベクトル場X,Y, Zに対して

〈∇XY, Z〉 + 〈Y,∇XZ〉 = X〈Y, Z〉
〈∇Y Z,X〉 + 〈Z,∇Y X〉 = Y 〈Z,X〉

−〈∇ZX,Y 〉 − 〈X,∇ZY 〉 = −Z〈X, Y 〉.

これらの両辺を加え、条件∇XY −∇Y X = [X,Y ]に注意すると、

〈∇XY, Z〉 + 〈[X, Z], Y 〉 + 〈[Y, Z], X〉 + 〈Z, [Y, X]〉 + 〈Z,∇XY 〉
= X〈Y, Z〉 + Y 〈Z,X〉 − Z〈X, Y 〉.

整理すると

〈∇XY, Z〉 =
1

2
(X〈Y, Z〉 + Y 〈Z, X〉 − Z〈X, Y 〉

+〈[X, Y ], Z〉 − 〈[Y, Z], X〉 + 〈[Z, X], Y 〉)

を得る。これより、この接続の一意性がわかる。
逆に上の等式で∇を定める。

∇X+Y Z = ∇XZ + ∇Y Z (X,Y, Z ∈ C∞(TM))

∇X(Y + Z) = ∇XY + ∇XZ (X, Y, Z ∈ C∞(TM))

が成り立つことは、定義式よりわかる。M 上のC∞級関数 f に対して、

〈∇fXY, Z〉 =
1

2
(fX〈Y, Z〉 + Y 〈Z, fX〉 − Z〈fX, Y 〉

+〈[fX, Y ], Z〉 − 〈[Y, Z], fX〉 + 〈[Z, fX], Y 〉)
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=
1

2
(fX〈Y, Z〉 + (Y f)〈Z,X〉 + fY 〈Z, X〉

−(Zf)〈X, Y 〉 − fZ〈X, Y 〉
+f〈[X, Y ], Z〉 − (Y f)〈X,Z〉 − f〈[Y, Z], X〉
+f〈[Z, X], Y 〉 + (Zf)〈X,Y 〉)

=
1

2
f(X〈Y, Z〉 + Y 〈Z,X〉 − Z〈X, Y 〉

+〈[X,Y ], Z〉 − 〈[Y, Z], X〉 + 〈[Z, X], Y 〉)
= f〈∇XY, Z〉.

よって、
〈∇fXY, Z〉 = f〈∇XY, Z〉

が成り立ち、∇fXY = f∇XY を得る。

〈∇X(fY ), Z〉 =
1

2
(X〈fY, Z〉 + fY 〈Z, X〉 − Z〈X, fY 〉

+〈[X, fY ], Z〉 − 〈[fY, Z], X〉 + 〈[Z,X], fY 〉)

=
1

2
((Xf)〈Y, Z〉 + fX〈Y, Z〉 + fY 〈Z, X〉

−(Zf)〈X,Y 〉 − fZ〈X,Y 〉
+f〈[X, Y ], Z〉 + (Xf)〈Y, Z〉
−f〈[Y, Z], X〉 + (Zf)〈Y, X〉 + 〈[Z, X], fY 〉)

= f〈∇XY, Z〉 + (Xf)〈Y, Z〉
= 〈f∇XY + (Xf)Y, Z〉.

よって、
〈∇X(fY ), Z〉 = 〈f∇XY + (Xf)Y, Z〉

が成り立ち、
∇X(fY ) = f∇XY + (Xf)Y

を得る。以上で、∇が TM の線形接続になることがわかった。
∇の定義式より、

〈∇XY, Z〉 + 〈Y,∇XZ〉 =
1

2
(X〈Y, Z〉 + Y 〈Z,X〉 − Z〈X,Y 〉

+〈[X, Y ], Z〉 − 〈[Y, Z], X〉 + 〈[Z, X], Y 〉)

+
1

2
(X〈Z, Y 〉 + Z〈Y, X〉 − Y 〈X, Z〉

+〈[X, Z], Y 〉 − 〈[Z, Y ], X〉 + 〈[Y, X], Z〉)
= X〈Y, Z〉.
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よって、∇はRiemann計量 〈 , 〉を保つ。

〈∇XY, Z〉 − 〈∇Y X,Z〉 =
1

2
(X〈Y, Z〉 + Y 〈Z,X〉 − Z〈X, Y 〉

+〈[X, Y ], Z〉 − 〈[Y, Z], X〉 + 〈[Z, X], Y 〉)

−1

2
(Y 〈X, Z〉 + X〈Z, Y 〉 − Z〈Y, X〉

+〈[Y, X], Z〉 − 〈[X, Z], Y 〉 + 〈[Z, Y ], X〉)
= 〈[X,Y ], Z〉

となるので、
∇XY −∇Y X = [X, Y ]

が成り立つ。

定義 3.3.3 定理 3.3.2で定めた接続∇をRiemann多様体のLevi-Civita接続と呼
ぶ。また、∇XY を Y のXによる共変微分という。

系 3.3.4 Riemann多様体 (M, 〈 , 〉)の Levi-Civita接続∇は、ベクトル場X, Y, Z

に対して

〈∇XY, Z〉 =
1

2
(X〈Y, Z〉 + Y 〈Z, X〉 − Z〈X, Y 〉

+〈[X, Y ], Z〉 − 〈[Y, Z], X〉 + 〈[Z, X], Y 〉)

を満たす。

今後、多様体の局所座標近傍 (U ; x1, . . . , xn)におけるベクトル場
∂

∂xi
を簡単に

∂iで表すことにする。

命題 3.3.5 Riemann多様体 (M, g)の局所座標近傍 (U ; x1, . . . , xn)において、∇∂i
∂j =

Γk
ij∂kによってU上のC∞級関数Γk

ijを定めると、ベクトル場X = X i∂i, Y = Y j∂j

に対して、∇XY の局所表示は

∇XY = (XY k + Γk
ijX

iY j)∂k

となる。Riemann計量の局所表示を g = gijdxi ⊗ dxjとし、行列 (gij)の逆行列の
成分を gijで表すと、

Γk
ij =

1

2
gkl(∂igjl + ∂jgil − ∂lgij)

が成り立つ。もう一つの局所座標近傍 (V ; y1, . . . , yn)において、
∂

∂yp
を ∂̄pで表し、

∇∂̄p
∂̄q = Γ̄r

pq∂̄r とする。このとき、U ∩ V において、

Γ̄r
pq =

∂yr

∂xk

∂xi

∂yp

∂xj

∂yq
Γk

ij +
∂2xk

∂yp∂yq

∂yr

∂xk

が成り立つ。
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証明 線形接続の性質より、

∇XY = ∇X(Y j∂j) = (XY j)∂j + Y j∇X∂j

= (XY j)∂j + Y j∇Xi∂i
∂j = (XY j)∂j + X iY j∇∂i

∂j

= (XY k)∂k + X iY jΓk
ij∂k = (XY k + Γk

ijX
iY j)∂k.

系 3.3.4より、

g(∇∂i
∂j, ∂l) =

1

2
(∂ig(∂j, ∂l) + ∂jg(∂l, ∂i) − ∂lg(∂i, ∂j))

=
1

2
(∂igjl + ∂jgli − ∂lgij).

他方
g(∇∂i

∂j, ∂l) = g(Γk
ij∂k, ∂l) = Γk

ijg(∂k, ∂l) = Γk
ijgkl.

よって

Γk
ijgkl =

1

2
(∂igjl + ∂jgil − ∂lgij).

これより、

Γm
ij = Γk

ijgklg
lm =

1

2
glm(∂igjl + ∂jgli − ∂lgij)

となり、

Γk
ij =

1

2
gkl(∂igjl + ∂jgil − ∂lgij)

を得る。
座標変換に関する ∂iと ∂̄pの間の関係

∂̄p =
∂

∂yp
=

∂xi

∂yp

∂

∂xi
=

∂xi

∂yp
∂i

に注意しておく。上で求めた共変微分の局所表示より、

Γ̄r
pq∂̄r = ∇∂̄p

∂̄q

=

(
∂̄p

∂xk

∂yq
+ Γk

ij

∂xi

∂yp

∂xj

∂yq

)
∂k

=

(
∂2xk

∂yp∂yq
+ Γk

ij

∂xi

∂yp

∂xj

∂yq

)
∂yr

∂xk
∂̄r

となり、

Γ̄r
pq =

∂yr

∂xk

∂xi

∂yp

∂xj

∂yq
Γk

ij +
∂2xk

∂yp∂yq

∂yr

∂xk

を得る。

定義 3.3.6 命題 3.3.5で定めた Γk
ijをChristoffelの記号と呼ぶ。
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注意 3.3.7 今後、局所座標近傍を明示しなくても、Riemann計量の成分、Christof-

felの記号等は上で定めた記号を使うことにする。

命題 3.3.8 Riemann多様体 (M, )の曲線 cに沿って定義されたベクトル場Xに対
して、

∇c′(t)X =

(
c′(t)Xk + Γk

ij

dxi(c(t))

dt
Xj

)
∂k

によって cに沿ったベクトル場∇c′(t)Xを定めると、これは局所座標近傍のとり方
に依存しない。

証明 局所座標近傍 (U ; x1, . . . , xn)ともう一つの局所座標近傍 (V ; y1, . . . , yn)を
とる。命題 3.3.5の証明中と同じ記号を使うことにする。さらに

X = X i∂i = X̄p∂̄p

としておく。

c′(t)Xk =
d

dt
Xk(c(t)) =

∂Xk

∂xi

dxi(c(t))

dt
に注意し、命題 3.3.5のChristoffelの記号の変換公式を使うと、

(
c′(t)Xk + Γk

ij

dxi(c(t))

dt
Xj

)
∂k

=

(
∂Xk

∂xi

dxi(c(t))

dt
+ Γk

ij

dxi(c(t))

dt
Xj

)
∂k

=

(
∂ys

∂xi

∂

∂ys

(
∂xk

∂yq
X̄q

)
∂xi

∂yp

dyp(c(t))

dt
+ Γk

ij

∂xi

∂yp

dyp(c(t))

dt

∂xj

∂yq
X̄q

)
∂yr

∂xk
∂̄r

=

(
∂ys

∂xi

∂2xk

∂ysyq
X̄q ∂xi

∂yp

dyp(c(t))

dt
+

∂ys

∂xi

∂xk

∂yq

∂X̄q

∂ys

∂xi

∂yp

dyp(c(t))

dt

+Γk
ij

∂xi

∂yp

dyp(c(t))

dt

∂xj

∂yq
X̄q

)
∂yr

∂xk
∂̄r

=

(
∂2xk

∂ypyq
X̄q dyp(c(t))

dt
+

∂xk

∂yq

∂X̄q

∂yp

dyp(c(t))

dt
+ Γk

ij

∂xi

∂yp

dyp(c(t))

dt

∂xj

∂yq
X̄q

)
∂yr

∂xk
∂̄r

=

(
∂X̄r

∂yp

dyp(c(t))

dt
+

(
∂2xk

∂ypyq
+ Γk

ij

∂xi

∂yp

∂xj

∂yq

)
∂yr

∂xk

dyp(c(t))

dt
X̄q

)
∂̄r

=

(
c′(t)X̄r + Γ̄r

pq

dyp(c(t))

dt
X̄q

)
∂̄r

を得る。したがって、∇c′(t)Xは局所座標のとり方に依存しない。

定義 3.3.9 命題3.3.8で定まる∇c′(t)XをXの曲線に沿った共変微分と呼ぶ。∇c′(t)X =

0を満たすベクトル場Xを曲線に沿った平行ベクトル場と呼ぶ。これをXに関す
る常微分方程式とみなすと、局所表示は、

dXk(c(t))

dt
+ Γk

ij

dxi(c(t))

dt
Xj = 0 (1 ≤ k ≤ n)
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となり、未知関数Xkに関する連立線形常微分方程式系になる。したがって、曲線
cが定義されている区間では、任意の初期条件に対して平行ベクトル場が一意に存
在する。特に、曲線 cの定義区間が [a, b]のとき、u ∈ Tc(a)M に対してX(a) = u

を満たす平行ベクトル場Xが一意に存在し、uにX(b) ∈ Tc(b)M を対応させると、
Tc(a)Mから Tc(b)Mへの線形同型写像になる。この線形同型写像を曲線に沿った平
行移動と呼び、τcで表す。

命題 3.3.10 Riemann多様体の曲線に沿った平行移動は等長線形写像になる。

証明 曲線 cに沿った平行ベクトル場X, Y に対して、

d

dt
〈X,Y 〉 = c′(t)〈X, Y 〉 = 〈∇c′(t)X, Y 〉 + 〈X,∇c′(t)Y 〉 = 0.

したがって、平行ベクトル場の内積は一定になる。特に、平行移動は内積を保つ
ことになり、等長線形写像になる。

命題 3.3.11 Riemann多様体上のベクトル場X, Y と点 xに対して、c(0) = xと
c′(0) = Xxを満たす曲線 cをとる。曲線 cに沿った c(t)から c(0)までの平行移動
を τ t

0で表すと、

(∇XY )(x) = lim
t→0

1

t
(τ t

0Yc(t) − Yx)

が成り立つ。

証明 TxM の正規直交基底 e1, . . . , enをとり、cに沿って平行ベクトル場に拡張
したものを ei(t)で表す。Y (c(t)) = Y i(t)ei(t)と表すことにすると、

(∇XY )(x) = ∇c′(0)(Y
i(t)ei(t)) =

dY i

dt
(0)ei.

他方、

lim
t→0

1

t
(τ t

0Yc(t) − Yx) = lim
t→0

1

t
(Y i(t) − Y i(0))ei =

dY i

dt
(0)ei.

したがって、

(∇XY )(x) = lim
t→0

1

t
(τ t

0Yc(t) − Yx)

が成り立つ。

3.4 テンソル場の共変微分
命題 3.4.1 Riemann多様体上のベクトル場Xに対してテンソル場T に∇XT を対
応させる対応で、次の条件を満たすものが一意的に存在する。
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(1) ∇Xはテンソル場の型を保ち、縮約と可換になる。さらに、テンソル場 S, T

に対して
∇X(S ⊗ T ) = ∇XS ⊗ T + S ⊗∇XT.

(2) C∞級関数 f に対して∇Xf = Xf となり、ベクトル場 Y に対しては∇XY

は Levi-Civita接続による共変微分に一致する。

証明 まず、条件を満たす∇Xが存在すると仮定する。(0, 1)型テンソル場、す
なわち 1次微分形式 ωと (1, 0)型テンソル場、すなわちベクトル場 Y に対して、
ω ⊗ Y の縮約は

C(1,1)(ω ⊗ Y ) = C(1,1)

(
ωiY

jdxi ⊗ ∂

∂xj

)
= ωiY

i = ω(Y )

となることに注意しておく。

(∇Xω)(Y ) = C(1,1)(∇Xω ⊗ Y )

= C(1,1)(∇X(ω ⊗ Y ) − ω ⊗∇XY )

= ∇XC(1,1)(ω ⊗ Y ) − ω(∇XY )

= ∇X(ω(Y )) − ω(∇XY )

= X(ω(Y )) − ω(∇XY ).

よって、
(∇Xω)(Y ) = X(ω(Y )) − ω(∇XY )

となり、これによって∇Xωが一意的に定まることがわかる。以上より、(0, 0)型
テンソル場、(1, 0)型テンソル場、(0, 1)型テンソル場への∇X の作用が一意的に
定まる。

(p, q)型テンソル場 T の場合を考える。1次微分形式 ω1, . . . , ωp とベクトル場
X1, . . . , Xqをとる。Cで全成分に関する縮約を表すと、

C(T ⊗ ω1 ⊗ · · · ⊗ ωp ⊗ X1 ⊗ · · · ⊗ Xq) = T (ω1, . . . , ωp, X1, . . . , Xq)

となることに注意しておく。

(∇XT )(ω1, . . . , ωp, X1, . . . , Xq)

= C(∇XT ⊗ ω1 ⊗ · · · ⊗ ωp ⊗ X1 ⊗ · · · ⊗ Xq)

= C
(
∇X(T ⊗ ω1 ⊗ · · · ⊗ ωp ⊗ X1 ⊗ · · · ⊗ Xq)

−
p∑

i=1

T ⊗ ω1 ⊗ · · · ⊗ ∇Xωi ⊗ · · · ⊗ ωp ⊗ X1 ⊗ · · · ⊗ Xq

−
q∑

j=1

T ⊗ ω1 ⊗ · · · ⊗ ωp ⊗ X1 ⊗ · · · ⊗ ∇XXj ⊗ · · · ⊗ Xq

)
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= X(T (ω1, . . . , ωp, X1, . . . , Xq))

−
p∑

i=1

T (ω1, . . . ,∇Xωi, . . . , ωp, X1, . . . , Xq)

−
q∑

j=1

T (ω1, . . . , ωp, X1, . . . ,∇XXj, . . . , Xq).

これによって∇XT が一意的に定まることがわかる。
逆に、一意性を示した等式で∇X の作用を定めることにより、対応 T 7→ ∇XT

を定める。この対応が条件を満たすことを以下で示す。
C∞級関数 f に対して

(∇Xω)(fY ) = X(ω(fY )) − ω(∇X(fY ))

= X(fω(Y )) − ω((Xf)Y + f∇XY )

= (Xf)ω(Y ) + fX(ω(Y )) − (Xf)ω(Y ) − fω(∇XY )

= f(∇Xω)(Y )

となるので、∇Xωは (0, 1)型テンソル場になる。
さらに

∇ : C∞(TM) × C∞(T (0,1)M) → C∞(T (0,1)M); (X, ω) 7→ ∇Xω

は T (0,1)M上の線形接続になることを示しておく。加法の分解は明らかだから、関
数倍に関する性質を調べる。

(∇fXω)(Y ) = fX(ω(Y )) − ω(∇fXY )

= fX(ω(Y )) − fω(∇XY )

= f(∇Xω)(Y )

より、
∇fXω = f∇Xω.

次に

(∇X(fω))(Y ) = X(fω(Y )) − fω(∇XY )

= (Xf)ω(Y ) + fX(ω(Y )) − fω(∇XY )

= (Xf)ω(Y ) + f(∇Xω)(Y )

= ((Xf)ω + f(∇Xω))(Y )

より、
∇X(fω) = (Xf)ω + f(∇Xω).
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したがって、∇は T (0,1)M 上の線形接続になる。
(p, q)型テンソル場 T に対して、∇XT も (p, q)型テンソル場になることを示す。

上で示したことより、

∇X(fωk) = (Xf)ωk + f∇Xωk

が成り立つことに注意する。

(∇XT )(ω1, . . . , fωk, . . . , ωp, X1, . . . , Xq)

= X(fT (ω1, . . . , ωp, X1, . . . , Xq))

−f

p∑

i=1

T (ω1, . . . ,∇Xωi, . . . , ωp, X1, . . . , Xq)

−(Xf)T (ω1, . . . , ωp, X1, . . . , Xq)

−f

q∑

j=1

T (ω1, . . . , ωp, X1, . . . ,∇XXj, . . . , Xq)

= f(∇XT )(ω1, . . . , ωp, X1, . . . , Xq).

また、

(∇XT )(ω1, . . . , ωp, X1, . . . , fXl, . . . , Xq)

= X(fT (ω1, . . . , ωp, X1, . . . , Xq))

−f

p∑

i=1

T (ω1, . . . ,∇Xωi, . . . , ωp, X1, . . . , Xq)

−f

q∑

j=1

T (ω1, . . . , ωp, X1, . . . ,∇XXj, . . . , Xq)

−(Xf)T (ω1, . . . , ωp, X1, . . . , Xq)

= f(∇XT )(ω1, . . . , ωp, X1, . . . , Xq).

以上より、∇XT は (p, q)型テンソル場になる。
(p, q)型テンソル場 Sと (r, s)型テンソル場 T に対して、

∇X(S ⊗ T )(ω1, . . . , ωp+r, X1, . . . , Xq+s)

= X((S ⊗ T )(ω1, . . . , ωp+r, X1, . . . , Xq+s))

−
p+r∑

i=1

(S ⊗ T )(ω1, . . . ,∇Xωi, . . . , ωp+r, X1, . . . , Xq+s)

−
q+s∑

j=1

(S ⊗ T )(ω1, . . . , ωp+r, X1, . . . ,∇XXj, . . . , Xq+s)

= X(S(ω1, . . . , ωp, X1, . . . , Xq)T (ωp+1, . . . , ωp+r, Xq+1, . . . , Xq+s))
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−
p∑

i=1

S(ω1, . . . ,∇Xωi, . . . , ωp, X1, . . . , Xq)T (ωp+1, . . . , ωp+r, Xq+1, . . . , Xq+s)

−
p+r∑

i=p+1

S(ω1, . . . , ωp, X1, . . . , Xq)T (ωp+1, . . . ,∇Xωi, . . . , ωp+r, Xq+1, . . . , Xq+s)

−
q∑

j=1

S(ω1, . . . , ωp, X1, . . . ,∇XXj, . . . , Xq)T (ωp+1, . . . , ωp+r, Xq+1, . . . , Xq+s)

−
q+s∑

j=q+1

S(ω1, . . . , ωp, X1, . . . , Xq)T (ωp+1, . . . , ωp+r, Xq+1, . . . ,∇XXj, . . . , Xq+s)

= (∇XS)(ω1, . . . , ωp, X1, . . . , Xq)T (ωp+1, . . . , ωp+r, Xq+1, . . . , Xq+s)

+S(ω1, . . . , ωp, X1, . . . , Xq)(∇XT )(ωp+1, . . . , ωp+r, Xq+1, . . . , Xq+s)

= (∇XS ⊗ T + S ⊗∇XT )(ω1, . . . , ωp+r, X1, . . . , Xq+s).

したがって、
∇X(S ⊗ T ) = ∇XS ⊗ T + S ⊗∇XT

が成り立つ。
∇X と縮約の可換性を調べる。T を (p, q)型テンソル場とする。

(C(r,s)T )(ω1, . . . , ωp−1, X1, . . . , Xq−1) = T (ω1, . . . ,

r
^

dxa . . . , ωp−1, X1, . . . ,

s
^

∂a . . . , Xq−1)

となることに注意すると、

(C(r,s)∇XT )(ω1, . . . , ωp−1, X1, . . . , Xq−1)

= (∇XT )(ω1, . . . ,

r
^

dxa . . . , ωp−1, X1, . . . ,

s
^

∂a . . . , Xq−1)

= X(T (ω1, . . . ,

r
^

dxa . . . , ωp−1, X1, . . . ,

s
^

∂a . . . , Xq−1))

−
p−1∑

i=1

T (ω1, . . . ,∇Xωi, . . . ,

r
^

dxa . . . , ωp−1, X1, . . . ,

s
^

∂a . . . , Xq−1)

−T (ω1, . . . ,

r
^

∇X(dxa) . . . , ωp−1, X1, . . . ,

s
^

∂a . . . , Xq−1)

−
q−1∑

j=1

T (ω1, . . . ,

r
^

dxa . . . , ωp−1, X1, . . . ,∇XXj, . . . ,

s
^

∂a . . . , Xq−1)

−T (ω1, . . . ,

r
^

dxa . . . , ωp−1, X1, . . . ,

s
^

∇X∂a . . . , Xq−1).

ここで、
∇X∂a = XbΓc

ba∂c
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であり、

∇X(dxa)(∂c) = X(dxa(∂c)) − dxa(∇X∂c)

= −dxa(XbΓd
bc∂d)

= −XbΓa
bc

となるので、
∇X(dxa) = −XbΓa

bcdxc.

これらより、

−T (ω1, . . . ,

r
^

∇X(dxa) . . . , ωp−1, X1, . . . ,

s
^

∂a . . . , Xq−1)

−T (ω1, . . . ,

r
^

dxa . . . , ωp−1, X1, . . . ,

s
^

∇X∂a . . . , Xq−1)

= XbΓa
bcT (ω1, . . . ,

r
^

dxc, . . . , ωp−1, X1, . . . ,

s
^

∂a . . . , Xq−1)

−XbΓc
baT (ω1, . . . ,

r
^

dxa . . . , ωp−1, X1, . . . ,

s
^

∂c . . . , Xq−1)

= 0.

よって、

(C(r,s)∇XT )(ω1, . . . , ωp−1, X1, . . . , Xq−1)

= X(T (ω1, . . . ,

r
^

dxa . . . , ωp−1, X1, . . . ,

s
^

∂a . . . , Xq−1))

−
p−1∑

i=1

T (ω1, . . . ,∇Xωi, . . . ,

r
^

dxa . . . , ωp−1, X1, . . . ,

s
^

∂a . . . , Xq−1)

−
q−1∑

j=1

T (ω1, . . . ,

r
^

dxa . . . , ωp−1, X1, . . . ,∇XXj, . . . ,

s
^

∂a . . . , Xq−1)

= X((C(r,s)T )(ω1, . . . , ωp−1, X1, . . . , Xq−1))

−
p−1∑

i=1

(C(r,s)T )(ω1, . . . ,∇Xωi, . . . , ωp−1, X1, . . . ,

s
^

∂a . . . , Xq−1)

−
q−1∑

j=1

(C(r,s)T )(ω1, . . . , ωp−1, X1, . . . ,∇XXj, . . . , Xq−1)

= (∇XC(r,s)T )(ω1, . . . , ωp−1, X1, . . . ,∇XXj, . . . , Xq−1)

となり、
C(r,s)∇XT = ∇XC(r,s)T

が成り立つ。したがって、∇X は縮約と可換になる。
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系 3.4.2 (p, q)型テンソル場 T に対して、

(∇XT )(ω1, . . . , ωp, X1, . . . , Xq)

= X(T (ω1, . . . , ωp, X1, . . . , Xq))

−
p∑

i=1

T (ω1, . . . ,∇Xωi, . . . , ωp, X1, . . . , Xq)

−
q∑

j=1

T (ω1, . . . , ωp, X1, . . . ,∇XXj, . . . , Xq)

が成り立つ。

系 3.4.3 命題 3.4.1で定めた写像

∇ : C∞(TM) × C∞(T (p,q)M) → C∞(T (p,q)M); (X,T ) 7→ ∇XT

は T (p,q)M 上の線形接続になる。

証明 (0, 0)型テンソル場、(1, 0)型テンソル場の場合は定め方から、(0, 1)型テ
ンソル場の場合は命題 3.4.1の証明中から、∇が線形接続になることはわかる。一
般の (p, q)の場合に示す。加法の分解は明らかだから、関数倍に関する性質を調べ
る。系 3.4.2より、

(∇fXT )(ω1, . . . , ωp, X1, . . . , Xq)

= fX(T (ω1, . . . , ωp, X1, . . . , Xq))

−
p∑

i=1

T (ω1, . . . ,∇fXωi, . . . , ωp, X1, . . . , Xq)

−
q∑

j=1

T (ω1, . . . , ωp, X1, . . . ,∇fXXj, . . . , Xq)

= fX(T (ω1, . . . , ωp, X1, . . . , Xq))

−f

p∑

i=1

T (ω1, . . . ,∇Xωi, . . . , ωp, X1, . . . , Xq)

−f

q∑

j=1

T (ω1, . . . , ωp, X1, . . . ,∇XXj, . . . , Xq)

= f(∇XT )(ω1, . . . , ωp, X1, . . . , Xq).

よって
∇fXT = f∇XT.
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次に

(∇X(fT ))(ω1, . . . , ωp, X1, . . . , Xq)

= X(fT (ω1, . . . , ωp, X1, . . . , Xq))

−
p∑

i=1

fT (ω1, . . . ,∇Xωi, . . . , ωp, X1, . . . , Xq)

−
q∑

j=1

fT (ω1, . . . , ωp, X1, . . . ,∇XXj, . . . , Xq)

= (Xf)T (ω1, . . . , ωp, X1, . . . , Xq)

+fX(T (ω1, . . . , ωp, X1, . . . , Xq))

−f

p∑

i=1

T (ω1, . . . ,∇Xωi, . . . , ωp, X1, . . . , Xq)

−f

q∑

j=1

T (ω1, . . . , ωp, X1, . . . ,∇XXj, . . . , Xq)

= (Xf)T (ω1, . . . , ωp, X1, . . . , Xq)

f(∇XT )(ω1, . . . , ωp, X1, . . . , Xq)

= ((Xf)T + f(∇XT ))(ω1, . . . , ωp, X1, . . . , Xq).

よって
∇X(fT ) = (Xf)T + f(∇XT )

となり、∇は T (p,q)M 上の線形接続になる。

系 3.4.4 (p, q)型テンソル場 T に対して∇T を

(∇T )(ω1, . . . , ωp, X1, . . . , Xq; X) = (∇XT )(ω1, . . . , ωp, X1, . . . , Xq)

(ωi ∈ C∞(T (0,1)M), Xj, X ∈ C∞(T (1,0)M))

によって定めると、∇T は (p, q + 1)型テンソル場になる。

注意 3.4.5 C∞級関数 fに対して、∇fは (0, 1)型テンソル場になるが、文献によっ
ては∇f を、次に定義する勾配ベクトル場を表す記号として使うことがある。任
意のベクトル場Xに対して、

〈gradf, X〉 = df(X)

を満たすようにベクトル場 gradfを定め、gradfを fの勾配ベクトル場と呼ぶ。上
の gradf の定義式にある df は∇f だから、各接ベクトル空間での 1次形式∇f の
Riemann計量に関する双対ベクトルが gradf ということになる。Riemann計量に
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よって、1次微分形式とベクトル場を同一視すれば、∇fは gradfに対応する。∇f

の成分は ∂if になり、gradf の成分を、

gradf = (gradf)i∂i

によって定めると、
(gradf)kgkj = 〈gradf, ∂j〉 = ∂jf

となるので、
(gradf)i = (gradf)kgkjg

ij = gij∂jf.

一般に 1次微分形式の成分が ωiのとき、その双対ベクトル場の成分は gijωj にな
り、逆に、ベクトル場の成分がX iのときは、その双対 1次微分形式の成分は gijX

j

になる。

定義 3.4.6 ∇T = 0となるテンソル場を平行テンソル場と呼ぶ。

例 3.4.7 Riemann多様体 (M, g)の Levi-Civita接続∇は、

(∇Xg)(Y, Z) = X(g(Y, Z)) − g(∇XY, Z) − g(Y,∇XZ) = 0

を満たすので、∇g = 0となり、Riemann計量は平行テンソル場になる。

命題 3.4.8 (p, q)型テンソル場 T の局所表示を

T = T
i1···ip
j1···jq

∂i1 ⊗ · · · ⊗ ∂ip ⊗ dxj1 ⊗ · · · ⊗ dxjq

とすると、

∇T = T
i1···ip
j1···jq ;k∂i1 ⊗ · · · ⊗ ∂ip ⊗ dxj1 ⊗ · · · ⊗ dxjq ⊗ dxk

= ∇kT
i1···ip
j1···jq

∂i1 ⊗ · · · ⊗ ∂ip ⊗ dxj1 ⊗ · · · ⊗ dxjq ⊗ dxk

の成分は、

∇kT
i1···ip
j1···jq

= ∂kT
i1···ip
j1···jq

+

p∑

a=1

Γia
klT

i1···l···ip
j1···jq

−
q∑

b=1

Γm
kjb

T
i1···ip
j1···m···jq

で与えられる。ここで、lは a番目であり、mは b番目である。

証明 系 3.4.2より、
∇∂k

dxi = −Γi
kadxa
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となることに注意しておく。

∇kT
i1···ip
j1···jq

= (∇∂k
T )(dxi1 , . . . , dxip , ∂j1 , . . . , ∂jq)

= ∂k(T (dxi1 , . . . , dxip , ∂j1 , . . . , ∂jq))

−
p∑

a=1

T (dxi1 , . . . ,∇∂k
dxia , . . . , dxip , ∂j1 , . . . , ∂jq)

−
q∑

b=1

T (dxi1 , . . . , dxip , ∂j1 , . . . ,∇∂k
∂jb

, . . . , ∂jq1)

= ∂kT
i1···ip
j1···jq

−
p∑

a=1

T (dxi1 , . . . ,−Γia
kldxl, . . . , dxip , ∂j1 , . . . , ∂jq)

−
q∑

b=1

T (dxi1 , . . . , dxip , ∂j1 , . . . , Γ
m
kjb

∂m, . . . , ∂jq1)

= ∂kT
i1···ip
j1···jq

+

p∑

a=1

Γia
klT

i1···l···ip
j1···jq

−
q∑

b=1

Γm
kjb

T
i1···ip
j1···m···jq

3.5 曲率テンソル
注意 3.5.1 実ベクトル空間V, W に対して、V の q個の積V ×· · ·×V からW への
多重線形写像の全体の成す実ベクトル空間をLq(V, W )で表す。M を多様体とし、

Lq(TM, TM) =
⋃

x∈M

Lq(TxM, TxM)

とおくと、命題 2.2.2の証明と同様にM 上のベクトル束になる。Lq(TM, TM)の
C∞級断面 T に対して、

T̃ (ω,X1, . . . , Xq) = ω(T (X1, . . . , Xq)) (ω ∈ C∞(T ∗M), Xi ∈ C∞(TM))

によって T̃ を定めると、T̃ はM上の (1, q)型テンソル場になる。逆にM上の (1, q)

型テンソル場に対して、上の等式によってLq(TM, TM)のC∞級断面を定めるこ
とができる。これより、Lq(TM, TM)のC∞級断面とM 上の (1, q)型テンソル場
を同一視することができる。

T の局所表示を
T (∂j1 , . . . , ∂jq) = T i

j1···jq
∂i

とすると、(1, q)型テンソル場 T̃ の成分は、

T̃ i
j1···jq

= T̃ (dxi, ∂j1 , . . . , ∂jq)

= dxi(T (∂j1 , . . . , ∂jq))
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= dxi(T k
j1···jq

∂k)

= T i
j1···jq

となり、T の成分に一致する。
今後、T̃ も単に T と表すことにする。

定義 3.5.2 Riemann多様体M の Levi-Civita接続に関する曲率テンソルを単に
Rで表し、Riemann多様体の曲率テンソルと呼ぶことにする。曲率テンソルは
L3(TM, TM)のC∞級断面になるので、注意 3.5.1より、M上の (1, 3)型テンソル
場とみなすことができる。

定理 3.5.3 Riemann多様体の曲率テンソル Rは、ベクトル場X,Y, Z,W に対し
て、次の (1)から (5)を満たす。

(1) R(X,Y )Z + R(Y, X)Z = 0,

(2) R(X,Y )Z + R(Y, Z)X + R(Z,X)Y = 0,

(3) 〈R(X,Y )Z, W 〉 + 〈Z, R(X,Y )W 〉 = 0,

(4) 〈R(X,Y )Z, W 〉 = 〈R(Z, W )X, Y 〉,

(5) (∇XR)(Y, Z)W + (∇Y R)(Z, X)W + (∇ZR)(X,Y )W = 0.

(2)は第 1Bianchiの恒等式と呼ばれ、(5)は第 2Bianchiの恒等式と呼ばれる。

証明 (1)と (3)は補題 3.2.5よりわかる。
(2) Levi-Civita接続の性質

∇XY −∇Y X = [X, Y ]

を使うと、

R(X, Y )Z

= ∇X∇Y Z −∇Y ∇XZ −∇[X,Y ]Z

= ∇X(∇ZY + [Y, Z]) −∇Y (∇ZX + [X, Z]) −∇[X,Y ]Z

= ∇X∇ZY + ∇[Y,Z]X + [X, [Y, Z]] −∇Y ∇ZX −∇[X,Z]Y − [Y, [X,Z]] −∇[X,Y ]Z.

R(Y, Z)XとR(Z,X)Y については定義式をそのまま使うと、

R(X, Y )Z + R(Y, Z)X + R(Z, X)Y

= R(X, Y )Z + ∇Y ∇ZX −∇Z∇Y X −∇[Y,Z]X + ∇Z∇XY −∇X∇ZY −∇[Z,X]Y

= [X, [Y, Z]] + [Y, [Z, X]] + ∇Z(∇XY −∇Y X) −∇[X,Y ]Z

= [X, [Y, Z]] + [Y, [Z, X]] + ∇Z [X,Y ] −∇[X,Y ]Z

= [X, [Y, Z]] + [Y, [Z, X]] + [Z, [X, Y ]]

= 0.
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最後の等式はベクトル場のブラケット積に関する Jacobiの恒等式である。
(4)を証明するためには、次の補題を示せば十分である。

補題 3.5.4 V を内積を持つ実ベクトル空間とする。V 上の (1, 3)型テンソルRが

(1) R(X,Y )Z + R(Y, X)Z = 0,

(2) R(X,Y )Z + R(Y, Z)X + R(Z,X)Y = 0,

(3) 〈R(X,Y )Z, W 〉 + 〈Z, R(X, Y )W 〉 = 0

をみたすとき、Rは

〈R(X, Y )Z,W 〉 = 〈R(Z,W )X,Y 〉

を満たす。

証明

〈R(X, Y )Z, W 〉
= −〈R(Y, Z)X, W 〉 − 〈R(Z, X)Y, W 〉 ((2)より)

= 〈R(Y, Z)W,X〉 + 〈R(Z,X)W,Y 〉 ((3)より)

= −〈R(Z, W )Y,X〉 − 〈R(W,Y )Z,X〉
−〈R(X, W )Z, Y 〉 − 〈R(W,Z)X, Y 〉 ((2)より)

= 2〈R(Z,W )X, Y 〉 + 〈R(W,Y )X + R(X, W )Y, Z〉 ((1)と (3)より)

= 2〈R(Z,W )X, Y 〉 − 〈R(Y,X)W,Z〉 ((2)より)

= 2〈R(Z,W )X, Y 〉 − 〈R(X, Y )Z, W 〉. ((1)と (3)より)

これより、
〈R(X, Y )Z,W 〉 = 〈R(Z,W )X,Y 〉

を得る。

定理 3.5.3(5)の証明をするまえに、いくつかの準備をしておく。

命題 3.5.5 Riemann多様体上のベクトル場X, Y に対してテンソル場 T に

R(X,Y )T = (∇X∇Y −∇Y ∇X −∇[X,Y ])T

を対応させる対応は、次の条件を満たす。

(1) R(X,Y )はテンソル場の型を保ち、縮約と可換になる。さらに、テンソル場
S, T に対して

R(X, Y )(S ⊗ T ) = R(X, Y )S ⊗ T + S ⊗ R(X,Y )T.
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(2) C∞級関数 f に対してR(X, Y )f = 0となる。

さらに、(p, q)型テンソル場 T に対して

(R(X,Y )T )(ω1, . . . , ωp, X1, . . . , Xq)

= −
p∑

i=1

T (ω1, . . . , R(X, Y )ωi, . . . , ωp, X1, . . . , Xq)

−
q∑

j=1

T (ω1, . . . , ωp, X1, . . . , R(X, Y )Xj, . . . , Xq)

が成り立つ。特に、R(X, Y )のテンソル場への作用は、テンソル場の各点での値
に対して定まる。

証明 命題 3.4.1より、R(X, Y )はテンソル場の型を保ち、縮約と可換になるこ
とがわかる。さらに、テンソル場 S, T に対して

∇X∇Y (S ⊗ T ) = ∇X(∇Y S ⊗ T + S ⊗∇Y T )

= ∇X∇Y S ⊗ T + ∇Y S ⊗∇XT + ∇XS ⊗∇Y T + S ⊗∇X∇Y T

となるので、

R(X, Y )(S ⊗ T ) = R(X, Y )S ⊗ T + S ⊗ R(X,Y )T.

が成り立つ。
C∞級関数 f に対して、ベクトル場のブラケット積の定義より、

R(X, Y )f = XY f − Y Xf − [X, Y ]f = 0.

R(X,Y )の作用は縮約と可換になるので、(p, q)型テンソル場 T に対して、

0 = R(X, Y )(T (ω1, . . . , ωp, X1, . . . , Xq))

= (R(X,Y )T )(ω1, . . . , ωp, X1, . . . , Xq)

+

p∑

i=1

T (ω1, . . . , R(X, Y )ωi, . . . , ωp, X1, . . . , Xq)

+

q∑

j=1

T (ω1, . . . , ωp, X1, . . . , R(X, Y )Xj, . . . , Xq).

したがって、

(R(X,Y )T )(ω1, . . . , ωp, X1, . . . , Xq)

= −
p∑

i=1

T (ω1, . . . , R(X, Y )ωi, . . . , ωp, X1, . . . , Xq)

−
q∑

j=1

T (ω1, . . . , ωp, X1, . . . , R(X, Y )Xj, . . . , Xq)

を得る。
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定理 3.5.6 (Ricciの公式) Riemann多様体上の (p, q)型テンソル場 T とベクトル
場X, Y に対して

(∇2T )(ω1, . . . , ωp, X1, . . . , Xq; X; Y ) − (∇2T )(ω1, . . . , ωp, X1, . . . , Xq; Y ; X)

= −(R(X, Y )T )(ω1, . . . , ωp, X1, . . . , Xq)

が成り立つ。

証明 命題 3.4.2より、

(∇T )(ω1, . . . , ωp, X1, . . . , Xq; X)

= X(T (ω1, . . . , ωp, X1, . . . , Xq))

−
p∑

i=1

T (ω1, . . . ,∇Xωi, . . . , ωp, X1, . . . , Xq)

−
q∑

j=1

T (ω1, . . . , ωp, X1, . . . ,∇XXj, . . . , Xq)

これより、

(∇2T )(ω1, . . . , ωp, X1, . . . , Xq; X; Y )

= Y ((∇T )(ω1, . . . , ωp, X1, . . . , Xq; X))

−
p∑

i=k

(∇T )(ω1, . . . ,∇Y ωk, . . . , ωp, X1, . . . , Xq; X)

−
q∑

l=1

(∇T )(ω1, . . . , ωp, X1, . . . ,∇Y Xl, . . . , Xq; X)

−(∇T )(ω1, . . . , ωp, X1, . . . , Xq;∇Y X)

= Y X(T (ω1, . . . , ωp, X1, . . . , Xq)) (5.1)

−
p∑

i=1

Y (T (ω1, . . . ,∇Xωi, . . . , ωp, X1, . . . , Xq)) (5.2)

−
q∑

j=1

Y (T (ω1, . . . , ωp, X1, . . . ,∇XXj . . . , Xq)) (5.3)

−
p∑

k=1

X(T (ω1, . . . ,∇Y ωk, . . . , ωp, X1, . . . , Xq)) (5.4)

+

p∑

k=1

∑

i6=k

T (ω1, . . . ,∇Xωi, . . . ,∇Y ωk, . . . , ωp, X1, . . . , Xq) (5.5)

+

p∑

k=1

T (ω1, . . . ,∇X∇Y ωk, . . . , ωp, X1, . . . , Xq) (5.6)
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+

p∑

k=1

q∑

j=1

T (ω1, . . . ,∇Y ωk, . . . , ωp, X1, . . . ,∇XXj, . . . , Xq) (5.7)

−
q∑

l=1

X(T (ω1, . . . , ωp, X1, . . . ,∇Y Xl, . . . , Xq)) (5.8)

+

q∑

l=1

p∑

i=1

T (ω1, . . . ,∇Xωi, . . . , ωp, X1, . . . ,∇Y Xl, . . . , Xq) (5.9)

+

q∑

l=1

∑

j 6=l

T (ω1, . . . , ωp, X1, . . . ,∇Y Xj, . . . ,∇XXl, . . . , Xq) (5.10)

+

q∑

l=1

T (ω1, . . . , ωp, X1, . . . ,∇X∇Y Xl, . . . , Xq) (5.11)

−(∇XY )(T (ω1, . . . , ωp, X1, . . . , Xq)) (5.12)

+

p∑

k=1

T (ω1, . . . ,∇∇Y Xωk, . . . , ωp, X1, . . . , Xq) (5.13)

+

q∑

l=1

T (ω1, . . . , ωp, X1, . . . ,∇∇Y XXl, . . . , Xq). (5.14)

上の式からXと Y を入れ替えた式をひくときに、(1)は

−[X, Y ](T (ω1, . . . , ωp, X1, . . . , Xq))

になる。(2)と (4)は互いに打ち消しあう。(3)と (8)も互いに打ち消しあう。(5)は
Xと Y を入れ替えたものと互いに打ち消しあう。(6)は

p∑

k=1

T (ω1, . . . , (∇X∇Y −∇Y ∇X)ωk, . . . , ωp, X1, . . . , Xq)

になる。(7)は (9)と互いに打ち消しあう。(10)はXと Y を入れ替えたものと互い
に打ち消しあう。(11)は

q∑

l=1

T (ω1, . . . , ωp, X1, . . . , (∇X∇Y −∇Y ∇X)Xl, . . . , Xq)

になる。(12)は

(∇XY −∇Y X)(T (ω1, . . . , ωp, X1, . . . , Xq))

= [X,Y ](T (ω1, . . . , ωp, X1, . . . , Xq))

になり、(1)と打ち消しあう。(13)は
p∑

k=1

T (ω1, . . . ,−∇∇XY −∇Y Xωk, . . . , ωp, X1, . . . , Xq)
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=

p∑

k=1

T (ω1, . . . ,−∇[X,Y ]ω
k, . . . , ωp, X1, . . . , Xq)

になる。(14)は

q∑

l=1

T (ω1, . . . , ωp, X1, . . . ,−∇∇XY −∇Y XXl, . . . , Xq)

=

q∑

l=1

T (ω1, . . . , ωp, X1, . . . ,−∇[X,Y ]Xl, . . . , Xq)

になる。以上の考察と命題 3.5.5より、

(∇2T )(ω1, . . . , ωp, X1, . . . , Xq; X; Y ) − (∇2T )(ω1, . . . , ωp, X1, . . . , Xq; Y ; X)

=

p∑

i=1

T (ω1, . . . , R(X, Y )ωi, . . . , ωp, X1, . . . , Xq)

+

q∑

j=1

T (ω1, . . . , ωp, X1, . . . , R(X, Y )Xj, . . . , Xq)

= −(R(X, Y )T )(ω1, . . . , ωp, X1, . . . , Xq)

を得る。

例 3.5.7 C∞級関数 f に対して、(0, 2)型テンソル場∇2f は

(∇2f)(X; Y ) − (∇2f)(Y ; X) = −(R(X, Y )f) = 0

を満たすので、∇2f は対称テンソル場になる。∇2f はC∞級関数 f のHessianと
呼ばれる。

(∇2f)(X; Y ) = (∇Y ∇f)(X)

= Y ((∇f)(X)) −∇f(∇Y X)

= Y (df(X)) − df(∇Y X)

= Y Xf − (∇Y X)f

となる。

定理 3.5.3(5)の証明 1次微分形式 ωに対して、定理 3.5.6と命題 3.5.5より、

(∇2ω)(W ; X; Y ) − (∇2ω)(W ; Y ; X) = −(R(X, Y )ω)(W )

= ω(R(X, Y )W )

= (C(1,1)(ω ⊗ R))(X,Y,W ).
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これをさらにZで共変微分すると、

(∇3ω)(W ; X; Y ; Z) − (∇3ω)(W ; Y ; X; Z)

= (∇ZC(1,1)(ω ⊗ R))(X, Y, W )

= (C(1,1)(∇Zω ⊗ R + ω ⊗∇ZR))(X,Y, W )

= (∇Zω)(R(X,Y )W ) + ω((∇ZR)(X,Y )W ).

∇ωに定理 3.5.6を適用し、命題 3.5.5を使うと、

(∇3ω)(W ; X; Y ; Z) − (∇3ω)(W ; X; Z; Y )

= −(R(Y, Z)∇ω)(W ; X)

= (∇ω)(R(Y, Z)W ; X) + (∇ω)(W ; R(Y, Z)X).

X, Y, Zに巡回置換を施すことにより、

(∇3ω)(W ; Y ; Z; X) − (∇3ω)(W ; Y ; X; Z)

= (∇ω)(R(Z, X)W ; Y ) + (∇ω)(W ; R(Z, X)Y )

(∇3ω)(W ; Z; X; Y ) − (∇3ω)(W ; Z; Y ; X)

= (∇ω)(R(X, Y )W ; Z) + (∇ω)(W ; R(X, Y )Z).

これらを加え、先に示した等式を使うと

(∇ω)(R(X,Y )W ; Z) + (∇ω)(R(Y, Z)W ; X) + (∇ω)(R(Z, X)W ; Y )

+(∇ω)(W ; R(X, Y )Z) + (∇ω)(W ; R(Y, Z)X) + (∇ω)(W ; R(Z,X)Y )

= (∇3ω)(W ; X; Y ; Z) − (∇3ω)(W ; Y ; X; Z)

+(∇3ω)(W ; Y ; Z; X) − (∇3ω)(W ; Z; Y ; X)

+(∇3ω)(W ; Z; X; Y ) − (∇3ω)(W ; X; Z; Y )

= (∇Xω)(R(Y, Z)W ) + (∇Y ω)(R(Z, X)W ) + (∇Zω)(R(X, Y )W )

+ω((∇XR)(Y, Z)W ) + ω((∇Y R)(Z, X)W ) + ω((∇ZR)(X, Y )W )

したがって、定理 3.5.3(2)より

ω((∇XR)(Y, Z)W + (∇Y R)(Z, X)W + (∇XR)(Y, Z)W )

= (∇ω)(W ; R(X, Y )Z + R(Y, Z)X + R(Z, X)Y )

= 0.

これが任意の 1次微分形式 ωに対して成り立つので、

(∇XR)(Y, Z)W + (∇Y R)(Z,X)W + (∇XR)(Y, Z)W = 0

を得る。
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注意 3.5.8 この節で得た結果の局所表示を与えておく。Riemann多様体の曲率テ
ンソルの局所表示を

R(∂i, ∂j)∂k = Rl
ijk∂l

で表す。

R(∂i, ∂j)∂k = ∇∂i
∇∂j

∂k −∇∂j
∇∂i

∂k −∇[∂i,∂j ]∂k

= ∇∂i
(Γm

jk∂m) −∇∂j
(Γm

ik∂m)

= (∂iΓ
m
jk)∂m + Γm

jk∇∂i
∂m − (∂jΓ

m
ik)∂m − Γm

ik∇∂j
∂m

= (∂iΓ
l
jk)∂l + Γm

jkΓ
l
im∂l − (∂jΓ

l
ik)∂l − Γm

ikΓ
l
jm∂l

となるので、
Rl

ijk = ∂iΓ
l
jk − ∂jΓ

l
ik + Γl

imΓm
jk − Γl

jmΓm
ik

を得る。さらに、(0, 4)型テンソル場 〈R(X,Y )Z, W 〉の成分を

〈R(∂i, ∂j)∂k, ∂l〉 = Rijkl

で定めると、

Rijkl = 〈R(∂i, ∂j)∂k, ∂l〉 = 〈Rm
ijk∂m, ∂l〉 = glmRm

ijk.

定理 3.5.3を成分で表すと、

Rl
ijk + Rl

jik = 0,

Rl
ijk + Rl

jki + Rl
kij = 0,

Rijkl + Rijlk = 0

Rijkl = Rklij

∇iR
m
jkl + ∇jR

m
kil + ∇kR

m
ijl = 0.

命題 3.5.5より、

(R(∂i, ∂j)dxk)(∂l) − dxk(R(∂i, ∂j)∂l) = −dxk(Rm
ijl∂m) = −Rk

ijl

となるので、
R(∂i, ∂j)dxk = −Rk

ijldxl.

(p, q)型テンソル場Tに曲率テンソルを作用させたテンソル場の成分を (R(∂i, ∂j)T )
i1···ip
j1···jq

で表すと、

(R(∂i, ∂j)T )
i1···ip
j1···jq

= (R(∂i, ∂j)T )(dxi1 , . . . , dxip , ∂j1 , . . . , ∂jq)
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= −
p∑

a=1

T (dxi1 , . . . , R(∂i, ∂j)dxia , . . . , dxip , ∂j1 , . . . , ∂jq)

−
q∑

b=1

T (dxi1 , . . . , dxip , ∂j1 , . . . , R(∂i, ∂j)∂b, . . . , ∂jq)

=

p∑

a=1

Ria
ijkT

i1···k···ip
j1···jq

−
q∑

b=1

Rl
ijja

T
i1···ip
j1···l···jq

.

ここで、kは a番目であり、lは b番目である。これを使って Ricciの公式 (定理
3.5.6)を成分で表すと、

T
i1···ip
j1···jq ;i;j − T

i1···ip
j1···jq ;j;i = ∇j∇iT

i1···ip
j1···jq

−∇i∇jT
i1···ip
j1···jq

= −
p∑

a=1

Ria
ijkT

i1···k···ip
j1···jq

+

q∑

b=1

Rl
ijjb

T
i1···ip
j1···l···jq

.

C∞級関数 f に対して、
∇if = f;i = ∂if

となるので、f のHessian ∇2f の成分は、

f;i;j = ∇j∇if = ∂j∂if − Γk
ji∂kf.

これより、dfx = 0となる点 xでは、f;i;j = ∂j∂if となり、∇2f は通常の関数の
Hessianに一致することがわかる。

3.6 種々の曲率
補題 3.6.1 次元が2以上のRiemann多様体Mの点pにおける接ベクトル空間TpM

内の 2次元部分空間 σに対して、

〈R(X, Y )Y,X〉
|X ∧ Y |2

(X,Y は σの基底)

は基底のとり方に依存しない。

証明 Z, W を σのもう一つの基底とすると、

Z = aX + bY, W = cX + dY (ad − bc 6= 0)

と表すことができる。定理 3.5.3の (1)と (3)から、

〈R(Z,W )W,Z〉
= 〈R(aX + bY, cX + dY )(cX + dY ), aX + bY 〉
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= 〈R(aX, dY )(cX + dY ), aX + bY 〉 + 〈R(bY, cX)(cX + dY ), aX + bY 〉
= ad〈R(X, Y )cX, bY 〉 + ad〈R(X,Y )dY, aX〉

+bc〈R(Y, X)cX, bY 〉 + bc〈R(Y,X)dY, aX〉
= (ad − bc)2〈R(X, Y )Y, X〉.

命題 1.2.4より、
Z ∧ W = (ad − bc)X ∧ Y

となるので、
|Z ∧ W |2 = (ad − bc)2|X ∧ Y |2.

以上より、
〈R(Z, W )W,Z〉

|Z ∧ W |2
=

〈R(X, Y )Y,X〉
|X ∧ Y |2

.

定義 3.6.2 次元が2以上のRiemann多様体Mの点pにおける接ベクトル空間TpM

内の 2次元部分空間 σに対して、

Kσ =
〈R(X, Y )Y, X〉

|X ∧ Y |2
(X, Y は σの基底)

とおき、Kσ を σの断面曲率と呼ぶ。M のすべての点 pにおける接ベクトル空間
TpM 内のすべての 2次元部分空間 σに対してKσが一定になるとき、M を定曲率
空間と呼ぶ。

注意 3.6.3 任意の 1次元 Riemann多様体の曲率テンソルは、定理 3.5.3の (1)よ
り 0になるので、曲率を考える意味がない。2次元以上の場合、接ベクトル空間の
2次元部分空間 σに対して σの正規直交基底 e1, e2をとれば、|e1 ∧ e2| = 1となる
のでKσ = 〈R(e1, e2)e2, e1〉が成り立つ。

補題 3.6.4 次元が2以上のRiemann多様体Mが定曲率空間になるための必要十分
条件は、ある実数Kが存在し、任意の点p ∈ Mの任意の接ベクトルX,Y, Z ∈ TpM

に対して
R(X,Y )Z = K(〈Y, Z〉X − 〈X, Z〉Y )

が成り立つことである。このとき、Kは断面曲率の一定値に一致する。

証明 曲率テンソルRが

R(X,Y )Z = K(〈Y, Z〉X − 〈X, Z〉Y )

を満たすとき、

〈R(X,Y )Y, X〉 = K〈〈Y, Y 〉X − 〈X, Y 〉Y,X〉
= K(〈X, X〉〈Y, Y 〉 − 〈X, Y 〉2).
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他方、系 1.4.4より、

|X ∧ Y |2 = 〈X, X〉〈Y, Y 〉 − 〈X,Y 〉2

だから、断面曲率は一定値Kをとり、M は定曲率空間になる。
逆にM が定曲率空間であると仮定する。M の断面曲率の一定値をKとおく。

RK(X, Y )Z = K(〈Y, Z〉X − 〈X, Z〉Y )

によって、M 上の (1, 3)型テンソル場RKを定める。RKの定め方より、RKは補
題 3.5.4の (1)を満たす。すなわち、

RK(X,Y )Z + RK(Y,X)Z = 0

が成り立つ。

RK(X, Y )Z + RK(Y, Z)X + RK(Z, X)Y

= K(〈X, Z〉Y − 〈Y, Z〉X + 〈Y, X〉Z − 〈Z, X〉Y + 〈Z, Y 〉X − 〈X, Y 〉Z)

= 0

より、RK は補題 3.5.4の (2)を満たす。

〈RK(X,Y )Z, W 〉 + 〈Z, RK(X,Y )W 〉
= K(〈Y, Z〉〈X,W 〉 − 〈X, Z〉〈Y, W 〉) + K(〈Z,X〉〈Y, W 〉 − 〈Z, Y 〉〈X, W 〉)
= 0

より、RK は補題 3.5.4の (3)を満たす。したがって、補題 3.5.4より、RK は

〈RK(X, Y )Z, W 〉 = 〈RK(Z, W )X, Y 〉

と結論することができるが、次のように直接示すこともできる。

〈RK(X, Y )Z, W 〉 = K(〈Y, Z〉〈X, W 〉 − 〈X, Z〉〈Y, W 〉)
= K〈〈W,X〉Z − 〈Z, X〉W,Y 〉
= 〈RK(Z,W )X,Y 〉.

以上より、RK は定理 3.5.3の (1)から (4)までの等式を満たす。定理 3.5.3よりR

も (1)から (4)までの等式を満たすので、S = R −RKとおくと、Sも (1)から (4)

までの等式を満たす (1, 3)型テンソル場になる。以下で Sが 0になることを示す。
まず、任意の接ベクトルX, Y について

〈S(X,Y )Y, X〉 = 0
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が成り立つことを示す。X, Y が線形従属のときは、X,Y に関する交代性より

〈S(X,Y )Y, X〉 = 0

が成り立つ。X, Y が線形独立のときは、

〈S(X, Y )Y,X〉 = 〈R(X, Y )Y, X〉 − 〈RK(X,Y )Y, X〉
= K|X ∧ Y |2 − K(〈X,X〉〈Y, Y 〉 − 〈X, Y 〉2)
= 0.

以上より、任意の接ベクトルX,Y について

〈S(X,Y )Y, X〉 = 0

が成り立つ。この等式の Y の代りに Y + Zを代入すると

0 = 〈S(X, Y + Z)(Y + Z), X〉
= 〈S(X, Y )Y,X〉 + 〈S(X, Y )Z,X〉 + 〈S(X, Z)Y, X〉 + 〈S(X,Z)Z, X〉
= 〈S(X, Y )Z,X〉 + 〈S(X, Z)Y, X〉.

ここで、
〈S(X, Y )Z, X〉 = −〈S(X, Y )X, Z〉

であり、
〈S(X, Z)Y,X〉 = 〈S(Y, X)X, Z〉 = −〈S(X, Y )X,Z〉

だから、
−2〈S(X, Y )X,Z〉 = 0

となり、
S(X, Y )X = 0

を得る。この等式のXの代りにX + Zを代入すると、

0 = S(X + Z, Y )(X + Z)

= S(X,Y )X + S(X, Y )Z + S(Z, Y )X + S(Z, Y )Z

= S(X,Y )Z + S(Z, Y )X

= S(X,Y )Z − S(Y, X)Z − S(X, Z)Y

= 2S(X, Y )Z − S(X, Z)Y.

これより、
2S(X,Y )Z = S(X,Z)Y.
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この等式の Y とZを入れ替えると

2S(X,Z)Y = S(X,Y )Z.

したがって、
S(X, Y )Z = 2S(X, Z)Y = 4S(X, Y )Z

となり、
S(X, Y )Z = 0

を得る。したがって、R = RK となり、

R(X,Y )Z = K(〈Y, Z〉X − 〈X, Z〉Y )

が成り立つ。

定義 3.6.5 次元が 2以上のRiemann多様体M の接ベクトルX, Y に対して、

Ric(X, Y ) = tr(Z 7→ R(Z,X)Y )

によってM 上の (0, 2)型テンソル場Ricを定める。RicをRicciテンソルと呼ぶ。
単位接ベクトルXに対してRic(X,X)をXのRicci曲率と呼ぶ。Ricci曲率が一
定値をとるとき、M をEinstein多様体と呼ぶ。

補題 3.6.6 Riemann多様体のRicciテンソルは対称になり、接ベクトル空間の正
規直交基底 e1, . . . , enをとると、

Ric(X, Y ) =
n∑

i=1

〈R(ei, X)Y, ei〉

と表すことができる。

証明 等式

Ric(X, Y ) =
n∑

i=1

〈R(ei, X)Y, ei〉

はRicciテンソルの定め方からわかる。この等式と定理 3.5.3を使うと、

Ric(X, Y ) =
n∑

i=1

〈R(ei, X)Y, ei〉

=
n∑

i=1

〈R(Y, ei)ei, X〉

=
n∑

i=1

〈R(ei, Y )X, ei〉

= Ric(Y,X).

よって、RicciテンソルRicは対称になる。
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注意 3.6.7 Riemann多様体M の単位接ベクトルX に対して、X, e2, . . . , enが正
規直交基底になるようにすると、

Ric(X,X) =
n∑

i=2

〈R(ei, X)X, ei〉

となり、Ricci曲率は断面曲率の和になる。特に、定曲率空間はEinstein多様体に
なる。

補題 3.6.8 Riemann多様体 (M, g)が Einstein多様体になるための必要十分条件
は、ある実数 cが存在し、Ric = cgが成り立つことである。このとき、cはRicci

曲率の一定値に一致する。

証明 RicciテンソルRicがRic = cgを満たすとき、単位接ベクトルXのRicci

曲率は、Ric(X,X) = cとなり、M は Einstein多様体になる。
逆にM がEinstein多様体であると仮定する。M のRicci曲率の一定値を cとお

く。0ではない任意の接ベクトルXに対して

Ric(X,X) = |X|2Ric

(
X

|X|
,

X

|X|

)
= c|X|2

となるので、
Ric(X,X) = c|X|2

が成り立つ。この等式はXが 0のときも成り立つので、任意の接ベクトルXに対
して成り立つ。
補題 3.6.6より、Ricciテンソルは対称だから、任意の接ベクトルX, Y に対して

c|X + Y |2 = Ric(X + Y, X + Y )

= Ric(X,X) + 2Ric(X,Y ) + Ric(Y, Y )

= c|X|2 + 2Ric(X,Y ) + |Y |2

となるので、

2Ric(X, Y ) = c(|X + Y |2 − |X|2 − |Y |2)
= c2g(X,Y ).

したがって、Ric = cgが成り立つ。

命題 3.6.9 (Schurの補題) M を次元が 3以上の連結Riemann多様体とする。

(1) M の各点 pにおける断面曲率Kσが、TpM 内の 2次元部分空間 σに依存せ
ず一定値Kpをとるとき、M は定曲率空間になる。
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(2) Mの各点 pにおけるRicci曲率Ric(X,X)が、単位接ベクトルXに依存せず
一定値 cpをとるとき、M は Einstein多様体になる。

証明 (2) Ricciテンソルの局所表示を

Rij = Ric(∂i, ∂j)

と表すことにすると、
R(∂k, ∂i)∂j = Rl

kij∂l

だから、
Rij = Rk

kij.

定理 3.5.3の (1)と (5)第 2Bianchiの恒等式の局所表示 (注意 3.5.8)を使うと、

∇lRij −∇iRlj = ∇lR
k
kij −∇iR

k
klj

= −∇lR
k
ikj −∇iR

k
klj

= ∇kR
k
lij.

補題 3.6.8の証明と同様にして、Ric = cgとなることがわかる。ただし、cはM上
のC∞級関数である。これより、

∇lRij = ∇l(cgij) = (∂lc)gij.

よって、
∇kR

k
lij = (∂lc)gij − (∂ic)glj.

dim M = nとしておく。両辺に gijをかけて和をとると、

gij∇kR
k
lij = gij(∂lc)gij − gij(∂ic)glj. = (n − 1)∂lc.

他方、

gij∇kR
k
lij = ∇k(g

ijRk
lij) = ∇k(g

ijRlijmgmk) = ∇k(g
ijRjmlig

mk)

= ∇k(R
j
jmlg

mk) = ∇k(Rmlg
mk) = ∇k(cgmlg

mk)

= ∇lc = ∂lc.

以上より、(n − 2)∂lc = 0となり、仮定から n ≥ 3だから、∂lc = 0。よって関数 c

は局所定数になり、M は連結だから cは定数になる。したがって、M はEinstein

多様体になる。
(1) 注意 3.6.7より、単位接ベクトルXのRicci曲率は、Ric(X,X) = (n − 1)K

となる。よって、(2)より、M は Einstein多様体になり、Kは定数になる。
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定義 3.6.10 次元が 2以上のRiemann多様体M 上の関数

τ = tr(Ric)

をM のスカラー曲率と呼ぶ。M の接ベクトル空間の正規直交基底 e1, . . . , enをと
れば、

τ =
n∑

i=1

Ric(ei, ei)

となる。

以下で、Riemann多様体の曲率と位相に関するいくつかの基本的な定理を述べ
る。証明にはこの講義では触れていない測地線やその変分公式が必要になるので、
定理の主張を述べるにとどめる。

定理 3.6.11 (Cartan) M を連結、単連結な n次元Riemann多様体とし、その断
面曲率が 0以下になると仮定する。このとき、M はRnと微分同型になる。

定理 3.6.12 (Synge) M をコンパクト連結向き付け可能偶数次元 Riemann多様
体とし、その断面曲率が正になると仮定する。このとき、M は単連結になる。

定理 3.6.13 (Myers) M を完備連結Riemann多様体とし、ある正数 cが存在し、
任意の単位接ベクトルXのRicci曲率が、Ric(X, X) ≥ cを満たすと仮定する。こ
のとき、M はコンパクトになり、基本群 π1(M, p)は有限群になる。
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4.1 第二基本形式と法接続
この節では、ι : M → (M̃, g̃)をRiemann多様体 (M̃, g̃)のRiemann部分多様

体として議論する。
例 2.1.8で述べたことを証明しておく。
証明 M と M̃ の次元をそれぞれ nと ñとしておく。M の各点 pに対して pを

含む座標近傍系 (U ; x1, . . . , xn)を、ι|U : U → M̃が埋め込みになるようにとる。こ
のとき、U の点 xを ιによって ι(x) ∈ M̃ と同一視することができる。つまり、U

を M̃ の部分集合とみなす。これにより、各 x ∈ U に対して、TxM も TxM̃ の部分
ベクトル空間とみなす。さらに、pを含む M̃ の座標近傍系 (Ũ ; x1, . . . , xñ)を、

U = {y ∈ Ũ | xn+1(y) = · · · = xñ(y) = 0}

を満たすようにとることができる。各 x ∈ U に対して、

∂

∂x1

∣∣∣∣
x

, . . . ,
∂

∂xn

∣∣∣∣
x

は TxM の基底になっている。そこで、

(∗) ∂

∂x1

∣∣∣∣
x

, . . . ,
∂

∂xñ

∣∣∣∣
x

にGram-Schmidtの直交化法を施し、得られたものを (e1)x, . . . , (eñ)xとすると、

[(e1)x · · · (eñ)x] =

[
∂

∂x1

∣∣∣∣
x

· · · ∂

∂xñ

∣∣∣∣
x

]



a1
1(x) · · · · · · a1

ñ(x)

0
. . .

...
...

. . . . . .
...

0 · · · 0 añ
ñ(x)




となる。ai
j(x)は U 上定義されたC∞級関数である。(∗)は TŨ |U のC∞級断面だ

から、(e1)x, . . . , (eñ)xもC∞級断面になる。さらに、(ei)xは

∂

∂x1

∣∣∣∣
x

, . . . ,
∂

∂xi

∣∣∣∣
x
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の線形結合になっているので、(e1)x, . . . , (en)xはTxMの正規直交基底になる。よっ
て、T⊥

x M の定め方より、(en+1)x, . . . , (eñ)xは T⊥
x M の正規直交基底になる。これ

より、π−1(U) ⊂ T⊥M の各元 uは

u =
ñ∑

i=n+1

ξi(ei)π(u)

と表すことができ、

ΦU(u) = (π(u), ξn+1, . . . , ξñ) (u ∈ π−1(U))

によって、写像
ΦU : π−1(U) → U × Rñ−n

を定める。これによって、π−1(U)上の座標 (x1, . . . , xn, ξn+1, . . . , ξñ)をとることが
できる。他の座標近傍系 (V ; y1, . . . , yn)をとり、上と同様にGram-Schmidtの直交
化法によって、y ∈ V に対して正規直交系 (f1)y, . . . , (fñ)yを定めると、

[(f1)y · · · (fñ)y] =

[
∂

∂y1

∣∣∣∣
y

· · · ∂

∂yñ

∣∣∣∣
y

]



b1
1(y) · · · · · · b1

ñ(y)

0
. . .

...
...

. . . . . .
...

0 · · · 0 bñ
ñ(y)




となる。各元 v ∈ π−1(V )は

v =
ñ∑

i=n+1

ηi(fi)π(v)

と表すことができる。π−1(V )の座標は (y1, . . . , yn, ηn+1, . . . , ηñ) になる。以下で、
U ∩ V 6= ∅のときの π−1(U)と π−1(V )の座標の間の変換公式を求める。まず、
x ∈ U ∩ V に対して、

∂

∂xi

∣∣∣∣
x

=
ñ∑

j=1

∂yj

∂xi

∂

∂yj

∣∣∣∣
x

となるので、

[
∂

∂x1

∣∣∣∣
x

· · · ∂

∂xñ

∣∣∣∣
x

]
=

[
∂

∂y1

∣∣∣∣
x

· · · ∂

∂yñ

∣∣∣∣
x

]



∂y1

∂x1 (x) · · · ∂y1

∂xñ (x)
...

...
∂yñ

∂x1 (x) · · · ∂yñ

∂xñ (x)


 .

そこで、

J(x) =

[
∂yi

∂xj
(x)

]
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とおく。さらに、
A(x) = [ai

j(x)], B(x) = [bi
j(x)]

とおいておく。これらの行列を使って上で得た基底の変換を表すと、

[e1 · · · eñ] =

[
∂

∂x1
· · · ∂

∂xñ

]
A

[f1 · · · fñ] =

[
∂

∂y1
· · · ∂

∂yñ

]
B

[
∂

∂x1
· · · ∂

∂xñ

]
=

[
∂

∂y1
· · · ∂

∂yñ

]
J.

よって、

[e1 · · · eñ] =

[
∂

∂x1
· · · ∂

∂xñ

]
A =

[
∂

∂y1
· · · ∂

∂yñ

]
JA = [f1 · · · fñ] B−1JA

となり、
[e1 · · · eñ] = [f1 · · · fñ] B−1JA

を得る。u ∈ π−1(U ∩ V )に対して

u = [f1 · · · fñ]




0
...

0

ηn+1

...

ηñ




= [e1 · · · eñ]




0
...

0

ξn+1

...

ξñ




= [f1 · · · fñ]B−1JA




0
...

0

ξn+1

...

ξñ




.

よって、 


0
...

0

ηn+1

...

ηñ




= B−1JA




0
...

0

ξn+1

...

ξñ




となり、座標変換

(x1, . . . , xn, ξn+1, . . . , ξñ) → (y1, . . . , yn, ηn+1, . . . , ηñ)

はC∞級微分同型写像になる。これによって、T⊥M は多様体になる。
πの定め方より、

π(x1, . . . , xn, ξn+1, . . . , ξñ) = (x1, . . . , xn)
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となり、π : T⊥M → M はC∞級写像になる。ΦU の定め方より、ΦU(u)のU 成分
は π(u)に一致し、

φU

(
ñ∑

i=n+1

ξiei

)
= (ξn+1, . . . , ξñ)

となるので、各 x ∈ Uに対してφU |π−1(x) : π−1(x) → Rñ−nは線形同型写像になる。
以上より、π : T⊥M → M がベクトル束になることがわかった。

命題 4.1.1 M̃のLevi-Civita接続を∇̃で表す。M上のベクトル場X, Y ∈ C∞(TM)

に対して、∇̃XY はベクトル束 TM̃ |M のC∞級断面として定まり、

∇̃XY = ∇XY + h(X,Y ) (∇XY ∈ TM, h(X,Y ) ∈ T⊥M)

と分解すると、∇はRiemann部分多様体のLevi-Civita接続に一致し、hはL2(TM, T⊥M)

のC∞級断面になる。さらに、hは対称になる。

証明 x ∈ M に対して、c(0) = xと c′(0) = Xxを満たすM の曲線 cをとる。命
題 3.3.11より、曲線 cに沿った c(t)から c(0)までの ∇̃に関する平行移動を τ t

0で表
すと、

(∇̃XY )(x) = lim
t→0

1

t
(τ t

0Yc(t) − Yx)

が成り立つ。よって、∇̃XY はベクトル束 TM̃ |M のC∞級断面として定まる。
a, bをM 上のC∞級関数とする。

∇̃aX(bY ) = a((Xb)Y + b∇̃XY ) = (a(Xb)Y + ab∇XY ) + abh(X, Y )

となるので、TM 成分と T⊥M 成分をみることにより、

∇aX(bY ) = a(Xb)Y + ab∇XY, h(aX, bY ) = abh(X, Y )

を得る。これより、∇は TM 上の線形接続になり、hは L2(TM, T⊥M)の C∞級
断面になることがわかる。

M̃ の Levi-Civita接続の性質より、

0 = ∇̃XY − ∇̃Y X − [X, Y ]

= ∇XY + h(X, Y ) −∇Y X − h(Y, X) − [X, Y ]

= (∇XY −∇Y X − [X,Y ]) + (h(X, Y ) − h(Y, X)).

上の等式の TM 成分と T⊥M 成分をみることにより、

∇XY −∇Y X − [X,Y ] = 0, h(X,Y ) − h(Y, X) = 0

を得る。第二式より、hは対称になる。第一式は、∇がMのLevi-Civita接続にな
るための条件である。
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∇̃は M̃ のRiemann計量 g̃を保つので、M 上のベクトル場X,Y, Z ∈ C∞(TM)

に対して、

Xg(Y, Z) = Xg̃(Y, Z) = g̃(∇̃XY, Z) + g̃(Y, ∇̃XZ)

= g̃(∇XY, Z) + g̃(Y,∇XZ) = g(∇XY, Z) + g(Y,∇XZ).

よって、∇はM のRiemann計量 gを保つ。定理 3.3.2より、M の Levi-Civitaは
一意的に定まるので、∇はM の Levi-Civitaに一致する。

定義 4.1.2 命題 4.1.1で定めた hをMの第二基本形式と呼ぶ。ベクトル場X,Y ∈
C∞(TM)に対する ∇̃XY の分解

∇̃XY = ∇XY + h(X,Y ) (∇XY ∈ TM, h(X,Y ) ∈ T⊥M)

をGaussの公式と呼ぶ。

命題 4.1.3 M̃ の Levi-Civita接続を ∇̃で表す。M 上のベクトル場X ∈ C∞(TM)

と法ベクトル場 ξ ∈ C∞(T⊥M)に対して、∇̃Xξはベクトル束 TM̃ |M のC∞級断面
として定まり、

∇̃Xξ = −AξX + ∇⊥
Xξ (AξX ∈ TM, ∇⊥

Xξ ∈ T⊥M)

と分解すると、∇⊥は TM̃ のRiemann計量から自然に誘導される T⊥M の計量を
保つ T⊥Mの接続になり、AはL(T⊥M, Sym(TM))のC∞級断面になる。ここで、
Sym(TM)は TM の各ファイバーの対称線形変換全体の成すベクトル束である。

証明 ∇̃Xξがベクトル束 TM̃ |M の C∞級断面として定まることは、命題 4.1.1

の証明と同様に、命題 3.3.11からわかる。
a, bをM 上のC∞級関数とする。

∇̃aX(bξ) = a((Xb)ξ + b∇̃Xξ) = −abAξX + (a(Xb)ξ + ab∇⊥
Xξ)

となるので、法成分と接成分をみることにより、

∇⊥
aX(bξ) = a(Xb)ξ + ab∇⊥

Xξ, Abξ(aX) = abAξX

を得る。∇⊥は T⊥M上の線形接続になり、AはL(T⊥M, End(TM))のC∞級断面
になることがわかる。
∇̃は M̃ のRiemann計量 g̃を保つので、M 上の法ベクトル場 ξ, η ∈ C∞(T⊥M)

に対して、

Xg̃(ξ, η) = g̃(∇̃Xξ, η) + g̃(ξ, ∇̃Xη) = g̃(∇⊥
Xξ, η) + g̃(ξ,∇⊥

Xη).

よって、∇⊥は T⊥M の g̃を保つ。
Aξ ∈ Sym(TM)となることは、次の補題から従う。
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補題 4.1.4 M 上のベクトル場X, Y ∈ C∞(TM)と法ベクトル場 ξ ∈ C∞(T⊥M)

に対して、
g̃(h(X, Y ), ξ) = g̃(AξX, Y )

が成り立つ。

証明 g̃(Y, ξ) = 0となるので、

0 = Xg̃(Y, ξ) = g̃(∇̃XY, ξ) + g̃(Y, ∇̃Xξ) = g̃(h(X, Y ), ξ) + g̃(Y,−AξX).

したがって、
g̃(h(X, Y ), ξ) = g̃(AξX, Y )

が成り立つ。
命題 4.1.3の証明の続き 補題 4.1.4と命題 4.1.1より、

g̃(AξX, Y ) = g̃(h(X, Y ), ξ) = g̃(h(Y,X), ξ) = g̃(AξY,X).

したがって、Aξは対称線形変換になる。

定義 4.1.5 命題 4.1.3で定めた∇⊥をM の法接続と呼び、AをM のシェイプ作
用素と呼ぶ。ベクトル場X ∈ C∞(TM)と法ベクトル場 ξ ∈ C∞(T⊥M)に対する
∇̃Xξの分解

∇̃Xξ = −AξX + ∇⊥
Xξ (AξX ∈ TM, ∇⊥

Xξ ∈ T⊥M)

をWeingartenの公式と呼ぶ。法接続∇⊥の曲率テンソルR∇⊥
をR⊥で表し、法

曲率テンソルと呼ぶ。法ベクトル場 ξ ∈ C∞(T⊥M)が∇⊥ξ = 0を満たすとき、す
なわち、任意のX ∈ C∞(TM)に対して∇⊥

Xξ = 0を満たすとき、ξを平行法ベク
トル場と呼ぶ。

定義 4.1.6 h = 0となるRiemann部分多様体M を、全測地的部分多様体と呼ぶ。

H = tr(h) =
n∑

i=1

h(ei, ei) ({ei} は TM の正規直交基底)

によってH を定めると、H は T⊥M の C∞級断面になる。H をM の平均曲率ベ
クトルと呼ぶ。H = 0となるRiemann部分多様体M を、極小部分多様体と呼ぶ。

4.2 基本的な方程式
この節では、Riemann部分多様体の三つの基本的な方程式、Gaussの方程式、

Codazziの方程式、Ricciの方程式を導く。前節と同様に、この節でも、今後 ι :

M → M̃ を Riemann多様体 M̃ の Riemann部分多様体として議論する。ただし、
M と M̃ のRiemann計量は、どちらも 〈 , 〉で表すことにする。また、前節で導入
した記号はそのまま使うことにする。
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命題 4.2.1 (Gaussの方程式) M̃ とM の曲率テンソルをそれぞれ R̃とRで表す
と、M のベクトル場X,Y, Z,W に対して、

〈R̃(X, Y )Z, W 〉 = 〈R(X,Y )Z, W 〉 + 〈h(X, Z), h(Y, W )〉 − 〈h(X, W ), h(Y, Z)〉

が成り立つ。

証明 曲率テンソルの定義とGaussの公式、Weingartenの公式より、

R̃(X, Y )Z

= ∇̃X∇̃Y Z − ∇̃Y ∇̃XZ − ∇̃[X,Y ]Z

= ∇̃X(∇Y Z + h(Y, Z)) − ∇̃Y (∇XZ + h(X, Z)) − (∇[X,Y ]Z + h([X,Y ], Z))

= ∇X∇Y Z + h(X,∇Y Z) − Ah(Y,Z)X + ∇⊥
X(h(Y, Z))

−∇Y ∇XZ − h(Y,∇XZ) + Ah(X,Z)Y −∇⊥
Y (h(X, Z))

−∇[X,Y ]Z − h([X,Y ], Z)

= R(X, Y )Z − Ah(Y,Z)X + Ah(X,Z)Y

+h(X,∇Y Z) − h(Y,∇XZ) − h([X, Y ], Z)

+∇⊥
X(h(Y, Z)) −∇⊥

Y (h(X, Z)).

よって、補題 4.1.4より、

〈R̃(X,Y )Z, W 〉
= 〈R(X,Y )Z, W 〉 − 〈Ah(Y,Z)X, W 〉 + 〈Ah(X,Z)Y,W 〉
= 〈R(X,Y )Z, W 〉 − 〈h(X, W ), h(Y, Z)〉 + 〈h(Y,W ), h(X, Z)〉.

Codazziの方程式を定式化するために、ベクトル束L2(TM, T⊥M)に接続を導入
する。

補題 4.2.2 a ∈ C∞(L2(TM, T⊥M))とX, Y, Z ∈ C∞(TM)に対して

(∇̄Xa)(Y, Z) = ∇⊥
X(a(Y, Z)) − a(∇XY, Z) − a(Y,∇XZ)

によって

∇̄ : C∞(TM) × C∞(L2(TM, T⊥M)) → C∞(L2(TM, T⊥M))

が定まり、∇̄は L2(TM, T⊥M)上の接続になる。
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証明 f, g ∈ C∞(M)に対して、

(∇̄Xa)(fY, gZ)

= ∇⊥
X(a(fY, gZ)) − a(∇X(fY ), gZ) − a(fY,∇X(gZ))

= X(fg)a(Y, Z) + fg∇⊥
X(a(Y, Z))

−(Xf)ga(Y, Z) − fga(∇XY, Z)

−f(Xg)a(Y, Z) − fga(Y,∇XZ)

= fg(∇⊥
X(a(Y, Z)) − a(∇XY, Z) − a(Y,∇XZ))

= fg(∇̄Xa)(Y, Z)

となるので、∇̄XaはC∞(L2(TM, T⊥M))の元になる。
∇は TM の接続であることと、∇⊥は T⊥M の接続であることから、

∇̄fXa = f∇̄Xa

が従う。
さらに、

(∇̄X(fa))(Y, Z)

= ∇⊥
X(fa(Y, Z)) − fa(∇XY, Z) − fa(Y,∇XZ)

= (Xf)a(Y, Z) + f∇⊥
X(a(Y, Z)) − fa(∇XY, Z) − fa(Y,∇XZ)

= (Xf)a(Y, Z) + (∇̄Xa)(Y, Z)

より、
∇̄X(fa) = (Xf)a + f∇̄Xa

となり、∇̄は L2(TM, T⊥M)上の接続になる。

命題 4.2.3 (Codazziの方程式) M のベクトル場X, Y, Z ∈ C∞(TM)に対して、
R̃(X, Y )Zの法成分は

(R̃(X, Y )Z)⊥ = (∇̄Xh)(Y, Z) − (∇̄Y h)(X, Z)

を満たす。

証明 命題 4.2.1の証明中に得た等式

R̃(X,Y )Z = R(X, Y )Z − Ah(Y,Z)X + Ah(X,Z)Y

+h(X,∇Y Z) − h(Y,∇XZ) − h([X, Y ], Z)

+∇⊥
X(h(Y, Z)) −∇⊥

Y (h(X, Z)).
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より、

(R̃(X,Y )Z)⊥ = h(X,∇Y Z) − h(Y,∇XZ) − h([X,Y ], Z)

+∇⊥
X(h(Y, Z)) −∇⊥

Y (h(X, Z))

= h(X,∇Y Z) − h(Y,∇XZ) − h(∇XY, Z) + h(∇Y X, Z)

+∇⊥
X(h(Y, Z)) −∇⊥

Y (h(X, Z))

= (∇̄Xh)(Y, Z) − (∇̄Y h)(X, Z).

命題 4.2.4 (Ricciの方程式) M のベクトル場X,Y ∈ C∞(TM)と法ベクトル場
ξ, η ∈ C∞(T⊥M)に対して、

〈R̃(X, Y )ξ, η〉 = 〈R⊥(X,Y )ξ, η〉 − 〈[Aξ, Aη]X,Y 〉

が成り立つ。

証明 Weingartenの公式より、

〈R̃(X,Y )ξ, η〉
= 〈∇̃X∇̃Y ξ − ∇̃Y ∇̃Xξ − ∇̃[X,Y ]ξ, η〉
= 〈∇̃X(−AξY + ∇⊥

Y ξ) − ∇̃Y (−AξX + ∇⊥
Xξ) − (−Aξ[X, Y ] + ∇⊥

[X,Y ]ξ), η〉
= 〈h(X,−AξY ) + ∇⊥

X∇⊥
Y ξ − h(Y,−AξX) −∇⊥

Y ∇⊥
Xξ −∇⊥

[X,Y ]ξ, η〉
= 〈R⊥(X, Y )ξ, η〉 − 〈h(X, AξY ), η〉 + 〈h(Y, AξX), η〉
= 〈R⊥(X, Y )ξ, η〉 − 〈AηX, AξY 〉 + 〈AηY, AξX〉
= 〈R⊥(X, Y )ξ, η〉 − 〈AξAηX, Y 〉 + 〈Y, AηAξX〉
= 〈R⊥(X, Y )ξ, η〉 − 〈[Aξ, Aη]X,Y 〉.

命題 4.2.5 M̃を曲率Kの定曲率空間とすると、Riemann部分多様体MのGauss,

Codazzi, Ricciの方程式は、次のようになる。Mのベクトル場X, Y, Z, W ∈ C∞(TM)

と法ベクトル場 ξ, η ∈ C∞(T⊥M)に対して、

K(〈Y, Z〉〈X,W 〉 − 〈X,Z〉〈Y,W 〉)
= 〈R(X, Y )Z,W 〉 + 〈h(X, Z), h(Y, W )〉 − 〈h(X,W ), h(Y, Z)〉,
(∇̄Xh)(Y, Z) = (∇̄Y h)(X, Z),

〈R⊥(X,Y )ξ, η〉 = 〈[Aξ, Aη]X, Y 〉.

証明 補題 3.6.4より、M̃ の曲率テンソル R̃は、M̃ の接ベクトル S, T, U に対
して、

R̃(S, T )U = K(〈T, U〉S − 〈S, U〉T )
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を満たしている。命題 4.2.1(Gaussの方程式)より、

K(〈Y, Z〉〈X, W 〉 − 〈X,Z〉〈Y,W 〉)
= 〈R(X, Y )Z,W 〉 + 〈h(X, Z), h(Y, W )〉 − 〈h(X,W ), h(Y, Z)〉

を得る。命題 4.2.3(Codazziの方程式)より、

(∇̄Xh)(Y, Z) − (∇̄Y h)(X, Z) = (R̃(X, Y )Z)⊥

= K(〈Y, Z〉X − 〈X, Z〉Y )⊥ = 0.

よって、
(∇̄Xh)(Y, Z) = (∇̄Y h)(X,Z)

を得る。命題 4.2.4(Ricciの方程式)より、

〈R⊥(X, Y )ξ, η〉 − 〈[Aξ, Aη]X, Y 〉 = 〈R̃(X,Y )ξ, η〉
= K(〈Y, ξ〉〈X, η〉 − 〈X, ξ〉〈Y, η〉) = 0.

よって、
〈R⊥(X, Y )ξ, η〉 = 〈[Aξ, Aη]X, Y 〉

を得る。

Simonsの不等式 (4.4節)の証明で必要になる、Gaussの方程式とRicciの方程式
の言い換えを与えておく。

補題 4.2.6 (Gaussの方程式) M の点 pと x, y ∈ TpM に対して

〈QT (x, y)z, w〉 = 〈h(x,w), h(y, z)〉 − 〈h(x, z), h(y, w)〉 (z, w ∈ TpM)

によって定まるQT (x, y)は x, yに関して交代的になる。内積を持つベクトル空間
V 上の交代線形変換全体をAlt(V )で表すことにすると、QT はL2(TM, Alt(TM))

のC∞級断面になる。さらに、

(R̃(x, y)z)T = R(x, y)z − QT (x, y)z (x, y, z ∈ TM)

を満たす。

証明 QT (x, y)が x, yに関して交代的になることは、定義よりわかる。等式

(R̃(x, y)z)T = R(x, y)z − QT (x, y)z (x, y, z ∈ TM)

は、Gaussの方程式 (命題 4.2.1)よりわかる。

〈QT (x, y)z, w〉 = 〈h(x,w), h(y, z)〉 − 〈h(x, z), h(y, w)〉
= −〈h(x, z), h(y, w)〉 + 〈h(x,w), h(y, z)〉
= −〈QT (x, y)w, z〉.

よって、QT (x, y)は交代線形変換になる。
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補題 4.2.7 (Ricciの方程式) M の点 pと x, y ∈ TpM に対して

〈Q⊥(x, y)ξ, η〉 = 〈[Aξ, Aη]x, y〉 (ξ, η ∈ T⊥
p M)

によって定まるQ⊥(x, y)は x, yに関して交代的になる。Q⊥はL2(TM, Alt(T⊥M))

のC∞級断面になる。さらに、

(R̃(x, y)ξ)⊥ = R⊥(x, y)ξ − Q⊥(x, y)ξ (x, y ∈ TM, ξ ∈ T⊥M)

を満たす。

証明 Q⊥(x, y)が x, yに関して交代的になることは、[Aξ, Aη]が交代線形変換に
なることからわかる。等式

(R̃(x, y)ξ)⊥ = R⊥(x, y)ξ − Q⊥(x, y)ξ (x, y ∈ TM, ξ ∈ T⊥M)

は、Ricciの方程式 (命題 4.2.4)よりわかる。Q⊥(x, y)が交代線形変換になること
は、定義よりわかる。

Gaussの方程式の一つの応用を述べるために、次の補題を準備しておく。

補題 4.2.8 (大槻) h : Rk ×Rk → Rrを対称双線形写像とする。すべてのX,Y ∈
Rkに対して

〈h(X,X), h(Y, Y )〉 ≤ 〈h(X, Y ), h(X, Y )〉

が成り立ち、X 6= 0のときh(X, X) 6= 0と仮定する。このとき、r ≥ kが成り立つ。

証明 hを複素双線形写像

h : Ck × Ck → Cr

に拡張する。h = (h1, . . . , hr)と表す。方程式 h(Z, Z) = 0は、連立方程式

h1(Z, Z) = · · · = hr(Z,Z) = 0

と同値になる。r < kと仮定して矛盾を導く。r < kより、上の連立方程式には 0

でない解Z ∈ Ckが存在する。補題の仮定より、Z /∈ Rkである。そこで、

Z = X +
√
−1Y (X, Y ∈ Rk)

と分解すると、Y 6= 0となる。

0 = h(Z,Z) = h(X,X) − h(Y, Y ) + 2
√
−1h(X, Y )

となるので、h(X, X) = h(Y, Y ) 6= 0と h(X,Y ) = 0が成り立つ。ところが、

0 6= 〈h(X,X), h(Y, Y )〉 ≤ 〈h(X, Y ), h(X, Y )〉 = 0

となり、矛盾。したがって、r ≥ kが成り立つ。
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定理 4.2.9 M をRn+r内のコンパクト n次元Riemann部分多様体とする。M の
各点 pの接ベクトル空間 TpM の k次元部分ベクトル空間 T ′

pが存在し、T ′
p内の任

意の 2次元部分空間 σの断面曲率Kσが、Kσ ≤ 0を満たすと仮定する。このとき、
r ≥ kが成り立つ。

証明 M のRn+rへの挿入を x : M → Rn+rで表す。M 上のC∞級関数 f を

f(p) = 〈x(p), x(p)〉 (p ∈ M)

で定める。M はコンパクトだから、f はM のある点 p0で最大値をとる。Rn+rの
Levi-Civita接続を ∇̃で表すことにすると、任意の接ベクトルX ∈ Tp0Mに対して、

0 = Xf = 2〈∇̃Xx, x(p0)〉 = 2〈X, x(p0)〉

が成り立つ。これより、x(p0)はM の法ベクトルになる。M の第二基本形式を h

で表すことにすると、

X2f = 2〈∇̃XX, x(p0)〉 + 2〈X,X〉 = 〈h(X,X), x(p0)〉 + 2〈X, X〉.

f は p0で最大値をとるので、X2f ≤ 0が成り立つ。よって、X 6= 0に対して

0 ≥ −〈X,X〉 ≥ 〈h(X, X), x(p0)〉

となり、特に、h(X, X) 6= 0となる。
M の断面曲率に関する仮定とGaussの方程式を使うと、X,Y ∈ T ′

p0
に対して、

0 ≤ −〈R(X,Y )Y, X〉 = 〈h(X,Y ), h(Y, X)〉 − 〈h(X, X), h(Y, Y )〉

となり、
〈h(X,X), h(Y, Y )〉 ≤ 〈h(X, Y ), h(Y, X)〉

を得る。以上より、h : T ′
p0
× T ′

p0
→ T⊥

p0
Mは補題 4.2.8の仮定を満たすので、r ≥ k

が成り立つ。

系 4.2.10 非正断面曲率を持つコンパクト n次元 Riemann多様体は、R2n−1 の
Riemann部分多様体にはなり得ない。

4.3 高橋の定理
定義 4.3.1 Riemann多様体上の C∞級関数 f に対して、∆f = −tr(∇2f)によっ
て∆を定める。∆をLaplacianと呼ぶ。∆f = 0となる関数 fを調和関数と呼ぶ。
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補題 4.3.2 M をRN 内のRiemann部分多様体とし、その挿入を x : M → RN で
表わす。Mの第二基本形式と平均曲率ベクトルをそれぞれ hとHで表わす。Mの
Levi-Civita接続と Laplacianをそれぞれ∇と∆とすると、

h = ∇2x, ∆x = −H

が成り立つ。特に、M が極小部分多様体になるための必要十分条件は、xが調和
関数になることである。

証明 RNのLevi-Civita接続を ∇̃で表す。例3.5.7より、M上のベクトル場X,Y

に対して

(∇2x)(Y, X) = Y Xx − (∇Y X)x = Y X −∇Y X = ∇̃Y X −∇Y X = h(Y,X)

となるので、xのHessian ∇2xはM の第二基本形式に一致する。

∆x = −tr(∇2x) = −tr(h) = −H

となるので、xのLaplacian ∆xは−Hに一致する。Mが極小部分多様体になると
いうことはH = 0ということであり、xが調和関数になるということは∆x = 0と
いうことだから、M が極小部分多様体になることと xが調和関数になることは同
値になる。

定理 4.3.3 (高橋) M を RN 内の n次元 Riemann部分多様体とし、その挿入を
x : M → RN で表わす。ある 0でない定数 λが存在し、xが∆x = λxを満たす
と仮定すると、λは正の定数になり、M はRN 内の原点中心で半径

√
n/λの球面

SN−1(
√

n/λ)の極小部分多様体になる。逆に、M がRN 内の原点中心で半径 aの
球面 SN−1(a)の極小部分多様体ならば、λ = n/a2とおくと、xは∆x = λxを満
たす。

証明 まず、ある 0でない定数 λが存在し、xが∆x = λxを満たすと仮定する。
補題 4.3.2より、

−H = ∆x = λx

となる。λ 6= 0だから、Mの各点でベクトル xはMの法ベクトルになる。よって、
M の任意のベクトル場Xに対して、〈X, x〉 = 0となり、

X〈x, x〉 = 2〈∇̃Xx, x〉 = 2〈X, x〉 = 0.

よって、関数 〈x, x〉は局所的に定数になる。そこで、局所的に 〈x, x〉 = r2とする。

−λx = H =
〈
H,

x

r

〉 x

r
=

1

r2

∑

i

〈h(ei, ei), x〉x =
1

r2

∑

i

〈∇̃ei
ei, x〉x

= − 1

r2

∑

i

〈ei, ∇̃ei
x〉x = − 1

r2

∑

i

〈ei, ei〉x = − n

r2
x.
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これより、λ = n/r2となり、λは正の定数であって、r =
√

n/λが成り立つ。特に、
〈x, x〉はM全体で一定値n/λをとる。したがって、挿入xの像は球面SN−1(

√
n/λ)

に含まれる。
M の球面 SN−1(

√
n/λ)内の第二基本形式を h′とし、平均曲率ベクトルをH ′で

表わす。さらに、球面 SN−1(
√

n/λ)のRN 内の第二基本形式を h̃で表わすことに
すると、M の接ベクトル空間上で h = h′ + h̃が成り立つ。よって、

H =
∑

i

h(ei, ei) =
∑

i

h′(ei, ei) +
∑

i

h̃(ei, ei) = H ′ +
∑

i

h̃(ei, ei).

Hは xに比例しているので、特に SN−1(
√

n/λ)に接する成分は 0になる。よって
H ′ = 0が成り立つ。つまり、M は球面 SN−1(

√
n/λ)内の極小部分多様体になる。

逆に、M はRN 内の原点中心で半径 aの球面 SN−1(a)の極小部分多様体である
と仮定する。

H =
∑

i

h(ei, ei) =
∑

i

h′(ei, ei) +
∑

i

h̃(ei, ei) =
∑

i

h̃(ei, ei)

より、Hは xに比例する。よって、

−∆x = H =
〈
H,

x

a

〉 x

a
=

1

a2

∑

i

〈h(ei, ei), x〉x =
1

a2

∑

i

〈∇̃ei
ei, x〉x

= − 1

a2

∑

i

〈ei, ∇̃ei
x〉x = − 1

a2

∑

i

〈ei, ei〉x = − n

a2
x.

そこで、λ = n/a2とおくと、∆x = λxが成り立つ。

定理 4.3.4 (高橋) コンパクト等質Riemann多様体Mの線形イソトロピー表現が
既約のとき、M は球面の極小部分多様体になり得る。

証明 MはコンパクトRiemann多様体なので、∆の 0でない固有値はすべて正
で可算個存在し、各固有値の固有空間は有限次元になることが、楕円型偏微分作
用素の理論から知られている。そこで、∆の 0でない固有値 λを一つとり、Vλを
その固有空間とする。すなわち、

Vλ = {f ∈ C∞(M) | ∆f = λf}.

Mの等長変換群の単位連結成分をGで表すと、Gはコンパクト連結Lie群になり、
Mに等長推移的に作用する。さらに、GはC∞(M)にL2内積に関して等長的に作
用し、Gの作用は∆の作用と可換になるので、固有空間 Vλを不変にする。Vλの
正規直交基底 f1, . . . , fN をとり、

x̃(p) = (f1(p), . . . , fN(p)) (p ∈ M)
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によって、C∞級写像 x̃ : M → RN を定める。RN の内積の x̃による引戻しは、M

上のG不変対称 (0, 2)型テンソル g̃を定める。M の線形イソトロピー表現が既約
であるという仮定より、コンパクト Lie群の表現に関する Schurの補題を使うと、
ある 0でない定数 cが存在し、g̃ = c2gが成り立つ。ここで、gはM の Riemann

計量である。そこで、x = x̃/cとおくと、x : M → RN は等長的挿入になる。さら
に、∆x = λxが成り立つので、定理 4.3.3より、n = dim M とすると、M はRN

内の原点中心で半径
√

n/λの球面 SN−1(
√

n/λ)の極小部分多様体になる。

4.4 Simonsの不等式
この節でも ι : M → M̃ を Riemann多様体 M̃ の Riemann部分多様体として議

論する。

補題 4.4.1 End(TM)上の内積 〈 , 〉を

〈s1, s2〉 = tr(s∗1s2) (s1, s2 ∈ End(TM))

によって定めると、〈 , 〉はベクトル束End(TM)の計量になる。M のシェイプ作
用素AはL(T⊥M, Sym(TM))のC∞級断面だから、A∗はL(Sym(TM), T⊥M)の
C∞級断面になり、A∗ ◦Aは Sym(T⊥M)のC∞級断面になる。さらに、A∗ ◦Aは
半正定値になる。

証明 TM の正規直交基底 e1, . . . , enをとると、s1, s2 ∈ End(TM)に対して、

〈s1, s2〉 = tr(s∗1s2) =
∑

i

〈s∗1s2(ei), ei〉 =
∑

i

〈s2(ei), s1(ei)〉.

特に、
〈s, s〉 =

∑

i

〈s(ei), s(ei)〉

となり、〈 , 〉が End(TM)の計量になることがわかる。
ξ, η ∈ T⊥M に対して

〈A∗ ◦ A(ξ), η〉 = 〈A(ξ), A(η)〉 = 〈Aξ, Aη〉

となるので、A∗ ◦ Aは対称になり、さらに、半正定値になる。

命題 4.4.2 s ∈ End(TM)に対して、

ad(s)(t) = [s, t] = s ◦ t − t ◦ s (t ∈ End(TM))

によって、adを定めると、s1, s2, s3 ∈ Sym(TM)に対して ad(s1) ◦ ad(s2)(s3) ∈
Sym(TM)が成り立つ。これより、

B(A)(ξ, η) = ad(Aξ) ◦ ad(Aη) ∈ End(Sym(TM)) (ξ, η ∈ T⊥M)
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によって双線形写像

B(A) : T⊥M × T⊥M → End(Sym(TM))

が定まる。T⊥M の正規直交基底 ξ1, . . . , ξrをとり、

tr(B(A)) =
∑

a

B(A)(ξa, ξa) =
∑

a

ad(Aξa) ◦ ad(Aξa)

によって tr(B(A))を定めると、tr(B(A))は Sym(Sym(TM))のC∞級断面になり、
半正定値になる。

証明 adの定め方より、x, y ∈ TM に対して

〈[s1, [s2, s3]]x, y〉 = 〈(s1(s2s3 − s3s2) − (s2s3 − s3s2)s1)x, y〉
= 〈x, (s3s2s1 − s2s3s1 − s1s3s2 + s1s2s3)y〉
= 〈x, (−(s2s3 − s3s2)s1 + s1(s2s3 − s3s2))y〉
= 〈x, [s1, [s2, s3]]y〉.

したがって、ad(s1) ◦ ad(s2)(s3) = [s1, [s2, s3]] ∈ Sym(TM)が成り立つ。
B(A)の定義式

B(A)(ξ, η) = ad(Aξ) ◦ ad(Aη) ∈ End(Sym(TM)) (ξ, η ∈ T⊥M)

より、写像
B(A) : T⊥M × T⊥M → End(Sym(TM))

は双線形写像になる。tr(B(A)) ∈ Sym(Sym(TM))を示すために、まず、s ∈ Sym(TM)

と t1, t2 ∈ End(TM)に対して

〈[s, t1], t2〉 = 〈t1, [s, t2]〉

が成り立つことを示す。

〈[s, t1], t2〉 = 〈st1 − t1s, t2〉 = tr((st1 − t1s)
∗t2) = tr((t∗1s − st∗1)t2)

= tr(t∗1st2 − st∗1t2) = tr(t∗1st2 − t∗1t2s) = tr(t∗1[s, t2])

= 〈t1, [s, t2]〉

以上より、s ∈ Sym(TM)に対して ad(s)は End(TM)の対称線形変換になる。こ
れより、s, t ∈ Sym(TM)に対して

〈tr(B(A))s, t〉 =
∑

a

〈ad(Aξa)ad(Aξa)s, t〉 =
∑

a

〈ad(Aξa)s, ad(Aξa)t〉.

したがって、tr(B(A))は Sym(Sym(TM))のC∞級断面になり、半正定値になる。
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補題 4.4.3 TM の正規直交基底 e1, . . . , enをとり、x, y ∈ TM と ξ ∈ T⊥M に対
して、

〈R̃′
ξ(x), y〉 =

∑

i

(〈(∇̃xR̃)(ei, y)ei, ξ〉 + 〈(∇̃ei
R̃)(ei, x)y, ξ〉)

によって R̃′を定めると、R̃′は L(T⊥M, Sym(TM))のC∞級断面になる。

証明 R̃′の定め方は正規直交基底e1, . . . , enのとり方によらず、L(T⊥M, End(TM))

のC∞級断面になることはすぐにわかる。
R̃′の定義式の第一項に第 2 Bianchiの恒等式 (定理 3.5.3(5))を使い、第二項に第

1 Bianchiの恒等式 (定理 3.5.3(2))を使うと、

〈R̃′
ξ(x), y〉 =

∑

i

(〈(∇̃xR̃)(ei, y)ei, ξ〉 + 〈(∇̃ei
R̃)(ei, x)y, ξ〉)

= −
∑

i

(〈(∇̃ei
R̃)(y, x)ei, ξ〉 + 〈(∇̃yR̃)(x, ei)ei, ξ〉)

−
∑

i

(〈(∇̃ei
R̃)(x, y)ei, ξ〉 + 〈(∇̃ei

R̃)(y, ei)x, ξ〉)

=
∑

i

(〈(∇̃yR̃)(ei, x)ei, ξ〉 + 〈(∇̃ei
R̃)(ei, y)x, ξ〉)

= 〈R̃′
ξ(y), x〉

を得る。したがって、R̃′
ξはTMの対称線形変換になり、R̃′はL(T⊥M, Sym(TM))

のC∞級断面になる。

補題 4.4.4 TM の正規直交基底 e1, . . . , enをとり、x, y ∈ TM と ξ ∈ T⊥M に対
して、

〈R̃(A)ξ(x), y〉 =
∑

i

(2〈R̃(ei, y)h(x, ei), ξ〉 + 2〈R̃(ei, x)h(y, ei), ξ〉

−〈Aξ(x), R̃(ei, y)ei〉 − 〈Aξ(y), R̃(ei, x)ei〉
+〈R̃(ei, h(x, y))ei, ξ〉 − 2〈Aξ(ei), R̃(ei, x)y〉)

によって R̃(A)を定めると、R̃(A)は L(T⊥M, Sym(TM))のC∞級断面になる。

証明 R̃(A)の定め方は正規直交基底e1, . . . , enのとり方によらず、L(T⊥M, End(TM))

のC∞級断面になることはすぐにわかる。
以下で、R̃(A)の定義式における xと yに関する対称性を示す。定義式の第一項

と第二項は、xと yをとりかえると入れ代わる。定義式の第三項と第四項も、xと
yをとりかえると入れ代わる。第五項は第二基本形式の対称性から、xと yに関し
て対称になっている。第六項も xと yに関して対称になっていることを示す。第 1

Bianchiの恒等式 (定理 3.5.3(2))より、

〈Aξ(ei), R̃(ei, x)y〉 = −〈Aξ(ei), R̃(x, y)ei〉 − 〈Aξ(ei), R̃(y, ei)x〉
= −〈Aξ(ei), R̃(x, y)ei〉 + 〈Aξ(ei), R̃(ei, y)x〉.
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ここで、Aξは対称線形変換であり、R̃(x, y)は交代線形変換だから、

〈Aξ(ei), R̃(x, y)ei〉 =
1

2
(〈ei, AξR̃(x, y)ei〉 − 〈R̃(x, y)Aξ(ei), ei〉)

=
1

2
〈ei, [Aξ, R̃(x, y)]ei〉.

さらに、 ∑

i

〈ei, [Aξ, R̃(x, y)]ei〉 = tr([Aξ, R̃(x, y)]) = 0

となり、
∑

i

〈Aξ(ei), R̃(ei, x)y〉 =
∑

i

(−〈Aξ(ei), R̃(x, y)ei〉 + 〈Aξ(ei), R̃(ei, y)x〉)

=
∑

i

〈Aξ(ei), R̃(ei, y)x〉.

よって、第六項も xと yに関して対称になっている。したがって、R̃(A)ξ は TM

の対称線形変換になり、R̃(A)は L(T⊥M, Sym(TM))のC∞級断面になる。

定理 4.4.5 (Simons) M を M̃ の極小部分多様体と仮定する。今までと同様にし
て ∇̄A, ∇̄2Aを定め、TM の正規直交基底 e1, . . . , enをとり、

tr(∇̄2A) =
∑

i

∇̄ei
∇̄ei

A

とおくと、

tr(∇̄2A) = −A ◦ A∗ ◦ A − tr(B(A)) ◦ A + R̃(A) + R̃′

が成り立つ。

定理の証明をする前にいくつかの準備をしておく。

補題 4.4.6 M の点 pと T⊥
p M の正規直交基底 ξ1, . . . , ξr をとると、u, v, z ∈ TpM

に対して

QT (u, v)z =
∑

a

(〈Aξa(v), z〉Aξa(u) − 〈Aξa(u), z〉Aξa(v))

が成り立つ。
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証明 QT の定義 (補題 4.2.6)と補題 4.1.4より、任意のw ∈ TpM に対して、

〈QT (u, v)z, w〉
= 〈h(u,w), h(v, z)〉 − 〈h(u, z), h(v, w)〉
=

∑

a

(〈h(u,w), ξa〉〈h(v, z), ξa〉 − 〈h(u, z), ξa〉〈h(v, w), ξa〉)

=
∑

a

(〈Aξa(u), w〉〈Aξa(v), z〉 − 〈Aξa(u), z〉〈Aξa(v), w〉)

=

〈∑

a

(〈Aξa(v), z〉Aξa(u) − 〈Aξa(u), z〉Aξa(v)), w

〉
.

これが任意のwについて成り立つので、

QT (u, v)z =
∑

a

(〈Aξa(v), z〉Aξa(u) − 〈Aξa(u), z〉Aξa(v))

を得る。

補題 4.4.7 M のベクトル場 S, T, U, V に対して

(R̄(U, V )h)(S, T ) = R⊥(U, V )(h(S, T )) − h(R(U, V )S, T ) − h(S, R(U, V )T )

とおくと、

(∇̄U∇̄V h)(S, T ) − (∇̄V ∇̄Uh)(S, T ) = (R̄(U, V )h)(S, T )

が成り立つ。

証明 左辺の第一項は、

(∇̄U∇̄V h)(S, T )

= ∇⊥
U((∇̄V h)(S, T )) − (∇̄∇UV )(S, T ) − (∇̄V )(∇US, T ) − (∇̄V )(S,∇UT )

= ∇⊥
U(∇⊥

V (h(S, T )) − h(∇V S, T ) − h(S,∇V T ))

−∇⊥
∇UV (h(S, T )) + h(∇∇UV S, T ) + h(S,∇∇UV T )

−∇⊥
V (h(∇US, T )) + h(∇V ∇US, T ) + h(∇US,∇V T )

−∇⊥
V (h(S,∇UT )) + h(∇V S,∇UT ) + h(S,∇V ∇UT ).

これの U と V を入れ変えた項を引き、∇UV − ∇V U = [U, V ]を使うと、Ricciの
公式 (定理 3.5.6)の証明と同様にして、

(∇̄U∇̄V h)(S, T ) − (∇̄V ∇̄Uh)(S, T ) = (R̄(U, V )h)(S, T )

を得る。
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補題 4.4.8 M を M̃ の極小部分多様体と仮定する。TM の正規直交基底 e1, . . . , en

をとると、M の接ベクトル zに対して
∑

i

(∇̄ei
h)(ei, z) =

∑

i

(R̃(ei, z)ei)
⊥

が成り立つ。

証明 Codazziの方程式 (命題 4.2.3)より、
∑

i

(∇̄ei
h)(ei, z) =

∑

i

(∇̄ei
h)(z, ei) =

∑

i

((∇̄zh)(ei, ei) + (R̃(ei, z)ei)
⊥).

ここで、M が極小部分多様体であるという仮定より、

∑

i

(∇̄zh)(ei, ei) = ∇̄z

(∑

i

h(ei, ei)

)
= 0

となるので補題を得る。

定理 4.4.5の証明 M の任意の点 pをとり、pで等式の成り立つことを示す。
TpM の正規直交基底 e1, . . . , enと任意の元 x, y ∈ TpM をとり、pの近傍上のベク
トル場E1, . . . , En, X, Y に拡張する。その際、任意の z ∈ TpM に対して、

∇zE1 = · · · = ∇zEn = ∇zX = ∇zY = 0

となるように拡張することができる。

補題 4.4.9

tr(∇̄2h)(x, y)

=
∑

i

((R̄(ei, x)h)(ei, y) + (∇̃x(R̃(Ei, Y )Ei)
⊥)⊥ + (∇̃ei

(R̃(Ei, X)Y )⊥)⊥).

証明 以下の計算はすべて点 pで値をとる。

tr(∇̄2h)(x, y)

=
∑

i

(∇̄ei
∇̄ei

h)(x, y) =
∑

i

∇⊥
ei
((∇̄Ei

h)(X,Y ))

=
∑

i

∇⊥
ei
((∇̄Xh)(Ei, Y ) + (R̃(Ei, X)Y )⊥) (Codazziの方程式)

=
∑

i

((∇̄Ei
∇̄Xh)(Ei, Y ) + ∇⊥

ei
(R̃(Ei, X)Y )⊥)

=
∑

i

((R̄(ei, x)h)(ei, y) + (∇̄X∇̄Ei
h)(Ei, Y ) + ∇⊥

ei
(R̃(Ei, X)Y )⊥) (補題 4.4.7)
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=
∑

i

((R̄(ei, x)h)(ei, y) + ∇⊥
X((∇̄Ei

h)(Ei, Y )) + ∇⊥
ei
(R̃(Ei, X)Y )⊥)

=
∑

i

((R̄(ei, x)h)(ei, y) + ∇⊥
X(R̃(Ei, Y )Ei)

⊥ + ∇⊥
ei
(R̃(Ei, X)Y )⊥) (補題 4.4.8)

=
∑

i

((R̄(ei, x)h)(ei, y) + (∇̃x(R̃(Ei, Y )Ei)
⊥)⊥ + (∇̃ei

(R̃(Ei, X)Y )⊥)⊥).

補題 4.4.9の右辺の各項を調べる。

補題 4.4.10

∑

i

(R̄(ei, x)h)(ei, y) =
∑

i

{
(R̃(ei, x)(h(ei, y)))⊥ + Q⊥(ei, x)(h(ei, y))

−h((R̃(ei, x)ei)
T , y) − h(QT (ei, x)ei, y)

−h(ei, (R̃(ei, x)y)T ) − h(ei, Q
T (ei, x)y)

}
.

証明 補題 4.4.7で定めた R̄の第二基本形式への作用の定義と、Gaussの方程式
の言い換え (補題 4.2.6)、Ricciの方程式の言い換え (補題 4.2.7)より、

∑

i

(R̄(ei, x)h)(ei, y)

=
∑

i

{
R⊥(ei, x)(h(ei, y)) − h(R(ei, x)ei, y) − h(ei, R(ei, x)y)

}

=
∑

i

{
(R̃(ei, x)(h(ei, y)))⊥ + Q⊥(ei, x)(h(ei, y))

−h((R̃(ei, x)ei)
T , y) − h(QT (ei, x)ei, y)

−h(ei, (R̃(ei, x)y)T ) − h(ei, Q
T (ei, x)y)

}
.

補題 4.4.11

∑

i

(∇̃x(R̃(Ei, Y )Ei)
⊥)⊥

=
∑

i

{
((∇̃xR̃)(ei, y)ei)

⊥ + (R̃(h(x, ei), y)ei)
⊥ + (R̃(ei, h(x, y))ei)

⊥

+(R̃(ei, y)(h(x, ei)))
⊥ − h(x, (R̃(ei, y)ei)

T )
}

.

証明
∑

i

(∇̃x(R̃(Ei, Y )Ei)
⊥)⊥

=
∑

i

{
(∇̃x(R̃(Ei, Y )Ei))

⊥ − (∇̃x(R̃(Ei, Y )Ei)
T )⊥

}
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=
∑

i

{
((∇̃xR̃)(Ei, Y )Ei))

⊥ + (R̃(∇̃xEi, Y )Ei)
⊥ + (R̃(Ei, ∇̃xY )Ei)

⊥

+(R̃(Ei, Y )∇̃xEi)
⊥ − h(x, (R̃(ei, y)ei)

T )
}

. (Gaussの公式)

ここで、Gaussの公式より、

∇̃xEi = ∇xEi + h(x,Ei) = h(x, ei)

∇̃xY = ∇xY + h(x, Y ) = h(x, y)

となるので
∑

i

(∇̃x(R̃(Ei, Y )Ei)
⊥)⊥

=
∑

i

{
((∇̃xR̃)(ei, y)ei)

⊥ + (R̃(h(x, ei), y)ei)
⊥ + (R̃(ei, h(x, y))ei)

⊥

+(R̃(ei, y)(h(x, ei)))
⊥ − h(x, (R̃(ei, y)ei)

T )
}

.

を得る。

補題 4.4.12
∑

i

(∇̃ei
(R̃(Ei, X)Y )⊥)⊥

=
∑

i

{
((∇̃ei

R̃)(ei, x)y)⊥ + (R̃(ei, h(ei, x))y)⊥ + (R̃(ei, x)(h(ei, y)))⊥

−h(ei, (R̃(ei, x)y)T )
}

.

証明
∑

i

(∇̃ei
(R̃(Ei, X)Y )⊥)⊥

=
∑

i

{
(∇̃ei

(R̃(Ei, X)Y ))⊥ − (∇̃ei
(R̃(Ei, X)Y )T )⊥

}

=
∑

i

{
((∇̃ei

R̃)(Ei, X)Y ))⊥ + (R̃(∇̃ei
Ei, X)Y )⊥ + (R̃(Ei, ∇̃ei

X)Y )⊥

+(R̃(Ei, X)∇̃ei
Y )⊥ − h(ei, (R̃(ei, x)y)T )

}
. (Gaussの公式)

ここで、Gaussの公式とM が極小部分多様体であるという仮定より、
∑

i

∇̃ei
Ei =

∑

i

(∇ei
Ei + h(ei, Ei)) =

∑

i

h(ei, ei) = 0

∇̃ei
X = ∇ei

X + h(ei, X) = h(ei, x)

∇̃ei
Y = ∇ei

Y + h(ei, Y ) = h(ei, y)
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となるので
∑

i

(∇̃ei
(R̃(Ei, X)Y )⊥)⊥

=
∑

i

{
((∇̃ei

R̃)(ei, x)y)⊥ + (R̃(ei, h(ei, x))y)⊥ + (R̃(ei, x)(h(ei, y)))⊥

−h(ei, (R̃(ei, x)y)T )
}

.

を得る。

補題 4.4.13 ξ ∈ T⊥
p M に対して、次の等式が成り立つ。

〈tr(∇̄2h)(x, y), ξ〉
= 〈R̃(A)ξ(x), y〉 + 〈R̃′

ξ(x), y〉

+
∑

i

(〈Q⊥(ei, x)(h(ei, y)), ξ〉 − 〈h(QT (ei, x)ei, y), ξ〉 − 〈h(ei, Q
T (ei, x)y), ξ〉).

証明 補題 4.4.9に補題 4.4.11、補題 4.4.12、補題 4.4.10の結果を代入し、補題
4.1.4、第 1 Bianchiの恒等式 (定理 3.5.3(2))、R̃′の定義 (補題 4.4.3)と R̃(A)の定義
(補題 4.4.4)を使うと、

〈tr(∇̄2h)(x, y), ξ〉
=

∑

i

〈(R̄(ei, x)h)(ei, y), ξ〉 +
∑

i

〈(∇̃x(R̃(Ei, Y )Ei)
⊥)⊥, ξ〉

+
∑

i

〈(∇̃ei
(R̃(Ei, X)Y )⊥)⊥, ξ〉

=
∑

i

〈
R̃(ei, x)(h(ei, y)) + Q⊥(ei, x)(h(ei, y))

−h((R̃(ei, x)ei)
T , y) − h(QT (ei, x)ei, y)

−h(ei, (R̃(ei, x)y)T ) − h(ei, Q
T (ei, x)y), ξ

〉

+
∑

i

〈
(∇̃xR̃)(ei, y)ei + R̃(h(x, ei), y)ei + R̃(ei, h(x, y))ei

+R̃(ei, y)(h(x, ei)) − h(x, (R̃(ei, y)ei)
T ), ξ

〉

+
∑

i

〈
(∇̃ei

R̃)(ei, x)y + R̃(ei, h(ei, x))y + R̃(ei, x)(h(ei, y))

−h(ei, (R̃(ei, x)y)T ), ξ
〉

= 〈R̃′
ξ(x), y〉

+
∑

i

{
〈R̃(ei, x)(h(ei, y)), ξ〉 − 〈Aξ(y), R̃(ei, x)ei〉 − 〈Aξ(ei), R̃(ei, x)y〉
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+〈R̃(h(x, ei), y)ei, ξ〉 + 〈R̃(ei, h(x, y))ei, ξ〉 + 〈R̃(ei, y)(h(x, ei)), ξ〉
−〈Aξ(x), R̃(ei, y)ei〉 + 〈R̃(ei, h(ei, x))y, ξ〉 + 〈R̃(ei, x)(h(ei, y)), ξ〉

−〈Aξ(ei), R̃(ei, x)y〉
}

+
∑

i

{
〈Q⊥(ei, x)(h(ei, y)), ξ〉 − 〈h(QT (ei, x)ei, y), ξ〉 − 〈h(ei, Q

T (ei, x)y), ξ〉
}

= 〈R̃′
ξ(x), y〉 + 〈R̃(A)ξ(x), y〉

+
∑

i

{
〈Q⊥(ei, x)(h(ei, y)), ξ〉 − 〈h(QT (ei, x)ei, y), ξ〉 − 〈h(ei, Q

T (ei, x)y), ξ〉
}

.

QT またはQ⊥を含む項を以下で調べる。

補題 4.4.14 ξ1, . . . , ξrを T⊥
p M の正規直交基底とすると、次の等式が成り立つ。

∑

i

〈Q⊥(ei, x)(h(ei, y)), ξ〉 =
∑

a

〈Aξa ◦ [Aξ, Aξa ](x), y〉.

証明 Q⊥の定義 (補題 4.2.7)、Q⊥(ei, x) ∈ Alt(T⊥M)と補題 4.1.4より、
∑

i

〈Q⊥(ei, x)(h(ei, y)), ξ〉 = −
∑

i

〈Q⊥(ei, x)ξ, h(ei, y)〉

= −
∑

i

∑

a

〈Q⊥(ei, x)ξ, ξa〉〈h(ei, y), ξa〉

= −
∑

i

∑

a

〈[Aξ, Aξa ](ei), x〉〈Aξa(y), ei〉

=
∑

i

∑

a

〈[Aξ, Aξa ](x), ei〉〈Aξa(y), ei〉

=
∑

a

〈[Aξ, Aξa ](x), Aξa(y)〉 =
∑

a

〈Aξa ◦ [Aξ, Aξa ](x), y〉.

補題 4.4.15

−
∑

i

〈h(QT (ei, x)ei, y), ξ〉 = −
∑

a

〈AξAξaAξa(x), y〉

証明 補題 4.1.4と補題 4.4.6より、

−
∑

i

〈h(QT (ei, x)ei, y), ξ〉 = −
∑

i

〈Aξ(y), QT (ei, x)ei〉

=
∑

i

∑

a

〈Aξ(y), 〈Aξa(ei), ei〉Aξa(x) − 〈Aξa(x), ei〉Aξa(ei)〉.

ここで、M は極小部分多様体だから、
∑

i

〈Aξa(ei), ei〉 =
∑

i

〈h(ei, ei), ξa〉 = 0
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となり、

−
∑

i

〈h(QT (ei, x)ei, y), ξ〉 = −
∑

i

∑

a

〈Aξ(y), Aξa(ei)〉〈Aξa(x), ei〉

= −
∑

i

∑

a

〈AξaAξ(y), ei〉〈Aξa(x), ei〉 = −
∑

a

〈AξaAξ(y), Aξa(x)〉

= −
∑

a

〈y, AξAξaAξa(x)〉.

補題 4.4.16

−〈h(ei, Q
T (ei, x)y), ξ〉 =

∑

a

〈AξaAξAξa(x), y〉 − 〈AA∗◦A(ξ)(x), y〉.

証明 補題 4.1.4と補題 4.4.6より、

−〈h(ei, Q
T (ei, x)y), ξ〉

= −
∑

i

〈Aξ(ei), Q
T (ei, x)y〉

=
∑

i

∑

a

〈Aξ(ei), 〈Aξa(ei), y〉Aξa(x) − 〈Aξa(x), y〉Aξa(ei)〉

=
∑

i

∑

a

(〈Aξ(ei), Aξa(x)〉〈Aξa(ei), y〉 − 〈Aξ(ei), Aξa(ei)〉〈Aξa(x), y〉).

ここで、
∑

i

〈Aξ(ei), Aξa(x)〉〈Aξa(ei), y〉 =
∑

i

〈ei, AξAξa(x)〉〈ei, Aξa(y)〉

= 〈AξAξa(x), Aξa(y)〉 = 〈AξaAξAξa(x), y〉.

また、
∑

i

〈Aξ(ei), Aξa(ei)〉 = 〈Aξ, Aξa〉 = 〈A(ξ), A(ξa)〉 = 〈A∗ ◦ A(ξ), ξa〉

となるので、

−
∑

i

∑

a

〈Aξ(ei), Aξa(ei)〉〈Aξa(x), y〉 = −
∑

a

〈A∗ ◦ A(ξ), ξa〉〈Aξa(x), y〉

= −
〈
AA∗◦A(ξ)(x), y

〉
.

したがって、

−〈h(ei, Q
T (ei, x)y), ξ〉 =

∑

a

〈AξaAξAξa(x), y〉 − 〈AA∗◦A(ξ)(x), y〉.

を得る。
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定理 4.4.5の証明の続き 補題 4.4.14、補題 4.4.15、補題 4.4.16で得た結果を補
題 4.4.13の結果に代入すると、

〈tr(∇̄2h)(x, y), ξ〉 = 〈R̃(A)ξ(x), y〉 + 〈R̃′
ξ(x), y〉

+
∑

a

〈Aξa ◦ [Aξ, Aξa ](x), y〉 −
∑

a

〈AξAξaAξa(x), y〉

+
∑

a

〈AξaAξAξa(x), y〉 − 〈AA∗◦A(ξ)(x), y〉

= 〈R̃(A)ξ(x), y〉 + 〈R̃′
ξ(x), y〉

+
∑

a

(〈Aξa ◦ [Aξ, Aξa ](x), y〉 − 〈[Aξ, Aξa ] ◦ Aξa(x), y〉)

−〈AA∗◦A(ξ)(x), y〉
= 〈R̃(A)ξ(x), y〉 + 〈R̃′

ξ(x), y〉

+
∑

a

〈[Aξa , [Aξ, Aξa ]](x), y〉 − 〈AA∗◦A(ξ)(x), y〉.

ここで、
∑

a

[Aξa , [Aξ, Aξa ]] = −
∑

a

ad(Aξa)ad(Aξa)(Aξ)

= −tr(B(A))(Aξ)

となるので、

〈tr(∇̄2h)(x, y), ξ〉
= 〈R̃(A)ξ(x), y〉 + 〈R̃′

ξ(x), y〉 − tr(B(A))(Aξ)(x), y〉 − 〈AA∗◦A(ξ)(x), y〉.

補題 4.1.4より、
〈h(x, y), ξ〉 = 〈Aξ(x), y〉

だから、
〈(∇̄2h)(x, y), ξ〉 = 〈(∇̄2A)ξ(x), y〉

となり、
〈tr(∇̄2h)(x, y), ξ〉 = 〈tr(∇̄2A)ξ(x), y〉.

したがって、

tr(∇̄2A) = −A ◦ A∗ ◦ A − tr(B(A)) ◦ A + R̃(A) + R̃′

を得る。

系 4.4.17 M を曲率Kの定曲率空間 M̃ の n次元極小部分多様体と仮定する。こ
のとき、

tr(∇̄2A) = nKA − A ◦ A∗ ◦ A − tr(B(A)) ◦ A
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が成り立つ。さらに、M の余次元が 1のときは、

tr(∇̄2A) = nKA − |A|2A

が成り立つ。

証明 M̃ は曲率Kの定曲率空間だから、補題 3.6.4より、

R̃(X,Y )Z = K(〈Y, Z〉X − 〈X, Z〉Y )

が成り立つ。よって、∇̃R̃ = 0となる。これより、定理 4.4.5の tr(∇̄2A)の表示の
中で、R̃′ = 0となる。次に、R̃(A)を計算する。補題 4.4.4と R̃の表示より、

〈R̃(A)ξ(x), y〉
=

∑

i

(2〈R̃(ei, y)h(x, ei), ξ〉 + 2〈R̃(ei, x)h(y, ei), ξ〉

−〈Aξ(x), R̃(ei, y)ei〉 − 〈Aξ(y), R̃(ei, x)ei〉
+〈R̃(ei, h(x, y))ei, ξ〉 − 2〈Aξ(ei), R̃(ei, x)y〉)

= K
∑

i

(2〈〈y, h(x, ei)〉ei − 〈ei, h(x, ei)〉y, ξ〉

+2〈〈x, h(y, ei)〉ei − 〈ei, h(y, ei)〉x, ξ〉
−〈Aξ(x), 〈y, ei〉ei − 〈ei, ei〉y〉 − 〈Aξ(y), 〈x, ei〉ei − 〈ei, ei〉x〉
+〈〈h(x, y), ei〉ei − 〈ei, ei〉h(x, y), ξ〉 − 2〈Aξ(ei), 〈x, y〉ei − 〈ei, y〉x〉)

= K(−〈Aξ(x), y〉 + n〈Aξ(x), y〉 − 〈Aξ(y), x〉 + n〈Aξ(y), x〉
−n〈h(x, y), ξ〉 −

∑

i

〈Aξ(ei), ei〉〈x, y〉 + 2
∑

i

〈Aξ(ei), x〉〈ei, y〉)

= Kn〈Aξ(x), y〉. (M は極小部分多様体だから
∑

i

〈Aξ(ei), ei〉 = 0)

したがって、
tr(∇̄2A) = nKA − A ◦ A∗ ◦ A − tr(B(A)) ◦ A

が成り立つ。
次に、M の余次元が 1の場合を考える。M の各点で任意の ξ ∈ T⊥M は ξ1と線

形従属になるので、AξはAξ1と線形従属になり、

tr(B(A)) ◦ A(ξ) = [Aξ1 , [Aξ1 , Aξ]] = 0.

したがって、tr(B(A)) ◦ A = 0となる。次に

〈A∗ ◦ A(ξ1), ξ1〉 = 〈A(ξ1), A(ξ1)〉 = |A|2

となるので、A∗ ◦ A(ξ1) = |A|2ξ1。よって、

A ◦ A∗ ◦ A(ξ1) = |A|2A(ξ1).
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すなわち、A ◦ A∗ ◦ A = |A|2Aが成り立つ。以上より、

tr(∇̄2A) = nKA − |A|2A

が成り立つ。

補題 4.4.18 Mをn+ r次元Riemann多様体内のn次元Rieamnn部分多様体とす
ると、M のシェイプ作用素Aは、

〈A ◦ A∗ ◦ A + tr(B(A)) ◦ A,A〉 ≤
(

2 − 1

r

)
|A|4

を満たす。

証明 補題 4.4.1より、

A∗ ◦ A : T⊥M → T⊥M

は半正定値対称線形変換だから、非負固有値を持ち、対角化可能である。よって、
T⊥

p M の正規直交基底 ξ1 . . . , ξrが存在し、

A∗ ◦ A(ξa) = λ2
aξa (1 ≤ a ≤ r)

となる。

〈A ◦ A∗ ◦ A,A〉 =
∑

a

〈A ◦ A∗ ◦ A(ξa), A(ξa)〉 =
∑

a

λ2
a〈A(ξa), A(ξa)〉

=
∑

a

λ2
a〈A∗ ◦ A(ξa), ξa〉 =

∑

a

λ4
a.

命題 4.4.2の証明中示したように、s ∈ Sym(TM)に対して ad(s)はEnd(TM)の
対称線形変換になることに注意して、B(A)の定義 (命題 4.4.2)を使うと、

〈tr(B(A)) ◦ A,A〉 =
∑

b

〈tr(B(A)) ◦ A(ξb), A(ξb)〉

=
∑

a,b

〈ad(Aξa)ad(Aξa)Aξb
, Aξb

〉 =
∑

a,b

〈ad(Aξa)Aξb
, ad(Aξa)Aξb

〉

=
∑

a,b

|[Aξa , Aξb
]|2 =

∑

a 6=b

|[Aξa , Aξb
]|2.

最後の |[Aξa , Aξb
]|2を評価するために、次の補題を準備する。

補題 4.4.19 S ∈ Sym(Rn)と T ∈ End(Rn)に対して、

|[S, T ]|2 ≤ 2|S|2|T |2

が成り立つ。
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証明 Sは対称だから、Sを対角化する正規直交基底をとることにより、Sは対
角行列であると仮定してよい。そこで、Sの対角成分を siとし、T = [tij]として
おく。このとき、[S, T ]の (i, j)成分は (si − sj)tijになるので、

|[S, T ]|2 =
∑

i,j

(si − sj)
2t2ij ≤ max(si − sj)

2
∑

i,j

t2ij = max(si − sj)
2|T |2.

ここで、(i, i)成分のみ 1で他の成分は 0になる行列を Eiで表し、(si0 − sj0)
2 =

max(si − sj)
2とすると、

max(si − sj)
2 = (si0 − sj0)

2 = 〈Ei0 − Ej0 , S〉2 ≤ 2|S|2.

したがって、
|[S, T ]|2 ≤ 2|S|2|T |2

が成り立つ。

補題 4.4.18の証明の続き 補題 4.4.19より、

〈tr(B(A)) ◦ A,A〉 =
∑

a 6=b

|[Aξa , Aξb
]|2 ≤ 2

∑

a6=b

|Aξa|2|Aξb
|2 = 2

∑

a 6=b

λ2
aλ

2
b .

すでに得ている結果と合わせると、

〈A ◦ A∗ ◦ A + tr(B(A)) ◦ A,A〉 ≤
∑

a

λ4
a + 2

∑

a 6=b

λ2
aλ

2
b

= 2

(∑

a

λ2
a

)2

−
∑

a

λ4
a.

ここで、Cauchy-Schwarzの不等式より、
(∑

a

λ2
a

)2

=

(∑

a

1 · λ2
a

)2

≤
∑

b

1
∑

a

λ4
a = r

∑

a

λ4
a

となるので、
1

r

(∑

a

λ2
a

)2

≤
∑

a

λ4
a.

以上より、

〈A ◦ A∗ ◦ A + tr(B(A)) ◦ A,A〉 ≤
(

2 − 1

r

)
|A|4

が成り立つ。
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定義 4.4.20 θを n次元Riemann多様体M 上の 1次微分形式とする。∇θはM 上
の (0, 2)型テンソル場になり、

divθ = tr(∇θ) =
n∑

i=1

(∇ei
θ)(ei)

によってM上のC∞級関数 divθを定める。ただし、e1, . . . , enはMの局所的な正
規直交ベクトル場である。divθを θの発散と呼ぶ。

補題 4.4.21 θをコンパクトRiemann多様体M 上の 1次微分形式とすると、
∫

M

divθ = 0

が成り立つ。

証明 M が向き付け可能の場合は、M に向きを定め体積要素を volとすると、
M 上の関数 f に対して ∫

M

f =

∫

M

fvol.

特に、 ∫

M

divθ =

∫

M

divθvol.

M が向き付け可能でない場合は、二重被覆写像 π : M̃ → M で、M̃ が向き付け
可能なものが存在する。πによるM の Riemann計量のM への引き戻しは M̃ の
Riemann計量になり、πは局所的等長写像になる。M̃ の体積要素を volで表すと、
M 上の関数 f に対して ∫

M

f =
1

2

∫

M̃

f ◦ πvol.

πは局所的等長写像になっているので、(divθ) ◦ π = div(π∗θ)が成り立つので、
∫

M

divθ =
1

2

∫

M̃

divθ ◦ πvol =
1

2

∫

M̃

div(π∗θ)vol.

が成り立つ。よって、補題を示すためには、Mが向きの付いたコンパクトRiemann

多様体の場合に示せば十分である。
M の任意の点 xをとり、その近傍で定義された正の向きの正規直交ベクトル場

e1, . . . , enを∇(ei)xej = 0を満たすようにとる。このとき、

[ei, ej]x = ∇(ei)xej −∇(ej)xei = 0

となることに注意しておく。θi = θ(ei)とおくと、点 xにおいて

divθ =
∑

i

(∇ei
θ)(ei) =

∑

i

(∇ei
(θ(ei)) − θ(∇ei

ei)) =
∑

i

eiθi
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となる。e1, . . . , enを e1, . . . , enの双対基底とし、

∗θ =
n∑

i=1

(−1)i+1θie
1 ∧ · · · ∧ êi ∧ · · · ∧ en

によって (n − 1)次微分形式 ∗θを定める。∗θは正の向きの正規直交ベクトル場の
とり方によらず、M 上の (n− 1)次微分形式を定めることがわかる。(M に向きが
ないと ∗θは定まらない。) さらに、点 xでは

d(∗θ)(e1, . . . , en) =
n∑

i=1

(−1)i+1ei((∗θ)(e1, . . . , êi, . . . , en))

+
∑

j<k

(−1)j+k(∗θ)([ej, ek], e1, . . . , êj, . . . , êk, . . . , en)

=
n∑

i=1

(−1)i+1ei(−1)i+1θi = divθ.

よって
d(∗θ) = divθvol

となり、Stokesの定理より
∫

M

divθvol =

∫

M

d(∗θ) = 0.

定理 4.4.22 (Simonsの不等式) Mを定曲率 1の (n+ r)次元球面Sn+r(1)内のコ
ンパクト極小部分多様体とする。このとき、M のシェイプ作用素Aは

∫

M

(
|A|2 − n

2 − 1/r

)
|A|2 ≥ 0

を満たす。

証明
θ(X) = 〈∇̄XA,A〉 (X ∈ TM)

によってM 上の 1次微分形式 θを定める。定義より、

−〈tr(∇̄2A), A〉 = −
∑

i

〈∇̄ei
∇̄ei

A, A〉

= −
∑

i

ei〈∇̄ei
A,A〉 +

∑

i

〈∇̄∇eiei
A,A〉 +

∑

i

〈∇̄ei
A, ∇̄ei

A〉

= −divθ + tr〈∇̄A, ∇̄A〉.
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よって、補題 4.4.21と補題 4.4.18より、

0 ≤
∫

M

tr〈∇̄A, ∇̄A〉 =

∫

M

divθ −
∫

M

〈tr(∇̄2A), A〉

= −
∫

M

〈tr(∇̄2A), A〉

=

∫

M

(−n|A|2 + 〈A ◦ A∗ ◦ A,A〉 + 〈tr(B(A)) ◦ A,A〉)

≤
∫

M

{
−n|A|2 +

(
2 − 1

r

)
|A|4

}

=

(
2 − 1

r

)∫

M

(
|A|2 − n

2 − 1/r

)
|A|2.

したがって、不等式 ∫

M

(
|A|2 − n

2 − 1/r

)
|A|2 ≥ 0

を得る。

系 4.4.23 定理 4.4.22と同じ仮定のもとで、さらにM は連結であると仮定する。
このとき、|A|2の値に関して次のいずれか一つが成り立つ。

(1) ある点 p ∈ M が存在し、|A|2p >
n

2 − 1/r
。

(2) 恒等的に |A|2 = 0が成り立つ、すなわち、M は全測地的球面 Sn(1)になる。

(3) 恒等的に |A|2 =
n

2 − 1/r
が成り立つ。

証明 (1)を否定する。すなわち、すべての点で

|A|2 ≤ n

2 − 1/r

が成り立つと仮定する。
|A|2 − n

2 − 1/r
≤ 0

となり、定理 4.4.22より

0 ≥
∫

M

(
|A|2 − n

2 − 1/r

)
|A|2 ≥ 0,

すなわち、 ∫

M

(
|A|2 − n

2 − 1/r

)
|A|2 = 0.
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定理 4.4.22の証明中に示したことより、
∫

M

tr〈∇̄A, ∇̄A〉 = 0

となり、∇̄A = 0が成り立つ。よって、M 上の任意のベクトル場Xに対して

X|A|2 = X〈A,A〉 = 2〈∇̄XA,A〉 = 0

となり、M の連結性より、|A|2はM 上定数になる。積分が 0になることから
(
|A|2 − n

2 − 1/r

)
|A|2 = 0

となり、恒等的に
|A|2 = 0 または |A|2 =

n

2 − 1/r
.

|A|2 = 0のときは、M は全測地的になり、M = Snとなる。

命題 4.4.24 Mを曲率Kの定曲率空間内のn次元極小部分多様体とし、Mのシェ
イプ作用素をAで表し、スカラー曲率を τ で表すと、

τ = Kn(n − 1) − |A|2

が成り立つ。

証明 命題 4.2.5より、

K(〈Y, Z〉〈X, W 〉 − 〈X,Z〉〈Y,W 〉)
= 〈R(X, Y )Z,W 〉 + 〈h(X,Z), h(Y, W )〉 − 〈h(X, W ), h(Y, Z)〉

となるので、M が極小部分多様体であることから、

τ =
∑

i,j

〈R(ei, ej)ej, ei〉

=
∑

i,j

(K(〈ej, ej〉〈ei, ei〉 − 〈ei, ej〉〈ei, ej〉)

−〈h(ei, ej), h(ej, ei)〉 + 〈h(ei, ei), h(ej, ej)〉)
= Kn(n − 1) −

∑

i,j

〈h(ei, ej), h(ei, ej)〉.

ここで、補題 4.1.4より、

〈Aξa(ei), ej〉 = 〈h(ei, ej), ξa〉 = ha
ij



112 第 4章 Riemann部分多様体

とおくことができ、
∑

i,j

〈h(ei, ej), h(ej, ei)〉 =
∑

i,j,a

(ha
ij)

2 =
∑

i,j,a

〈Aξa(ei), ej〉2

=
∑

i,a

〈Aξa(ei), Aξa(ei)〉 = |A|2.

したがって、
τ = Kn(n − 1) − |A|2

が成り立つ。

定理 4.4.25 定理 4.4.22と同じ仮定のもとで、
∫

M

(
n(n − 1) − n

2 − 1/r
− τ

)
(n(n − 1) − τ) ≥ 0

が成り立つ。

証明 命題 4.4.24の結果を定理 4.4.22に適用すればよい。

系 4.4.26 定理 4.4.22と同じ仮定のもとで、さらにM は連結であると仮定する。
このとき、M のスカラー曲率 τ の値に関して次のいずれか一つが成り立つ。

(1) ある点 p ∈ M が存在し、τp < n(n − 1) − n

2 − 1/r
。

(2) 恒等的に τ = n(n − 1)が成り立ち、M は全測地的球面 Snになる。

(3) 恒等的に τ = n(n − 1) − n

2 − 1/r
が成り立つ。

証明 命題 4.4.24の結果を系 4.4.23に適用すればよい。


