
1 ジェネリック構造

３学期は有限構造の貼り合わせによって無限構造を作る方法について述べる．こう

してできる構造はジェネリック構造（generic structure）とよばれる．

1.1 ランダムグラフ

最初に例としてランダムグラフについて述べる．一般論はその後で展開する．以下

しばらくR(∗.∗)は２変数述語記号とする．

定義 1 (グラフ). {R}-構造Gは次の条件を満たすとき，グラフと呼ばれる：

1. Rは対称である．G |= ∀x∀y[R(x, y) → R(y, x)]

2. Rは非反射的である．G |= ∀x[¬R(x, x)]

注意 2. 上の定義では，関係R(a, b)が成り立つ２点 a,bは結ばれていると思う．我々

のグラフは辺に向きのないグラフである．また２点を結ぶ辺は高々１本であり，自分

自身を結び付ける辺はない．

定義 3 (ランダムグラフ). グラフGは次の条件 (∗)mn （m,n ∈ ω; m+ n ≥ 1）をす

べて満たすとき，ランダムグラフとよばれる．

(∗)mn 異なるm+ n個の点 a1, ..., am ∈ G, b1, ..., bn ∈ Gに対して，aiたちとは結ばれ

ていて，bjたちとは結ばれていない点 c ∈ Gが存在する．

各 (∗)mnは論理式で表現できることに注意する．グラフであることを主張する論理

式とすべての (∗)mn をあわせてランダムグラフの公理（理論）とよぶ．

ai

···········
············
·············

··············
bj

c

図 1: 公理 (∗)54

ランダムグラフは（存在すれば）無限グラフで

なければならないことはわかる．しかし本当にラ

ンダムグラフは存在するのだろうか？

命題 4. ランダムグラフが存在する．

証明. 有限グラフの拡大列Gi (i ∈ ω)を帰納的に

以下の条件 (i)を満たすように作る：

(i) A,B ⊂ GiがA ∩B = ∅を満たせば，

Gi+1 |=
∧
a∈A

R(a, gAB) ∧
∧
b∈B

¬R(b, gAB)

となる gAB ∈ Gi+1が存在する．
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このとき，
∪

i∈ω Giが求めるランダムグラフになる．

命題 5. ランダムグラフはすべての有限グラフを部分構造として埋め込む．

証明. Gをランダムグラフとして，H = {h1, ..., hn}を有限グラフとする．hiたちを

順にGの中に部分構造として埋め込む（埋め込んだ先を giとする）．h1の行く先は

Gの勝手な元 g1とする．いま

h1, ..., hi 7→ g1, ..., gi

まで部分構造としての埋め込みが得られたとする．このとき，hi+1 ∈ H の行く先を

決定する．ならべ替えにより，h1, ..., hjは hi+1と結ばれていて，hj+1, ..., hiは hi+1と

結ばれていないと仮定できる．このとき，Gがランダムグラフの公理を見たすので，

gi+1を g1, ..., gj とは結ばれていて，gj+1, ..., giとは結ばれていないようい選べる．し

たがって，h1, ..., hi, hi+1 7→ g1, ..., gi, gi+1も部分構造としての埋め込みとなった．

注意 6. 上と同じ論法により，ランダムグラフはすべての可算グラフも埋め込む．

定義 7 (可算範疇性). T を理論とする．T の可算モデルが同型を除いてただ一つ存在

するとき，T は可算範疇的（ℵ0-categorical）とよばれる．

命題 8. ランダムグラフの公理は ℵ0-categoricalである．

証明. 有限グラフの埋め込みの証明では像を順に作っていった．今度は像だけでなく

原像も作ってゆく．G, G′を二つの可算ランダムグラフとする．G = {gi : i ∈ ω},G′ =

{g′i : i ∈ ω}とならべておき，iが偶数のときは giの行く先となるG′の元を決め，iが

奇数のときは，g′iにゆくべきGの元を決めてゆく．決めかたは有限グラフの埋め込み

の場合と同じである．

注意 9. 上の可算範疇性から，ランダムグラフの公理系は完全であることがわかる．

1.2 確率論的ランダムグラフ

In = {0, ...n− 1}とする．In上に次のようにグラフを確率的に定義する：Inの 2点

集合 {a, b}に対して，コインを投げて，表が出たとき a, bを辺で結び，裏が出たとき

には結ばない．すべての 2点集合に対してこの操作を行って，グラフを作る．ただし

コインの表が出る確率は（nによらず一定で）p (0 < p < 1)とする．

命題 10 (0-1法則). φをR-論理式とする．Gをランダムグラフとする．また Inは上

のように作った確率論的ランダムグラフとする．このとき次は同値である：
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1. G |= φ;

2. lim
n→∞

Pr(In |= φ) = 1.

証明.

主張 A. ランダムグラフの公理 (∗)k,mは漸近的に確率 1で成立する． lim
n→∞

Pr(In |=
(∗)k,m) = 1.

¬(∗)k,mの成立する確率が漸近的に確率 0になることを示す．A,B ⊂ Inが ¬(∗)k,m
を示す証拠となる確率は αは

Pr(
∧
i∈In

¬(
∧
a∈A

R(i, a) ∧
∧
b∈B

¬R(i, b))

である．また αは

α ≤ (1− pk(1− p)m)n

なる不等式を満たす．β = 1 − pk(1 − p)mは 1より小さな定数である．またA, Bの

選び方方は全体で nk+mで抑えられる．よって ¬(∗)k,mが Inで成立する確率は

βn · nk+m

で抑えられ，その値は n → ∞のときに 0に収束する．

1 ⇒ 2: G |= φとすれば，φは有限個の (∗)k,mたちから導かれる．各 (∗)k,mは漸近
的に確率 1で成立するので，φも漸近的に確率 1で成立する．

2 ⇒ 1: G ̸|= φとすれば，G |= ¬φである．したがって，上のことから，¬φの漸近
確率は 1となる．よって φの確率は 0となる．

問題 11. 次の各論理式が漸近的に確率 1で成立するかどうかを調べよ．

1. お互いに辺で結ばれていない 100個の点が存在する．

2. 任意の 2点は，ある共通な点と辺で結ばれている．

1.3 一般化

さて一般論に移ろう．以下では，Lは述語記号だけからなる有限言語とする．有限

L-構造全体をKであらわし，K ⊂ K とする．便宜上 ∅も有限L-構造とみなす．Kは

以下の条件を満たすものとする．
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• ∅ ∈ K,

• A ∈ K, A0 ⊂ AならばA0 ∈ K.

K は（K に属するもので同型なものは同一視すれば）可算集合になっていることに

注意しておく．以下においてA ∈ KとはAと同型なものがKに属するという意味で

ある．

定義 12. K が融合性（Amalgamation Property, APと略す）を持つとは，A ⊂ B,

A ⊂ CでB,C ∈ Kならば，次の条件を満たすD ∈ Kが存在する：

1. BはDの中にAを固定する同型によって埋め込まれる．（∃σ : B → D（埋め込

み） s.t. σ|A = idA）；

2. CはDの中にAを固定する同型によって埋め込まれる．

このようなDをBとCのA上の融合とよぼう．

例 13. 1. K = KはAPを持つ．A ⊂ B,C ∈ Kが与えられたとき，B ∩C = Aと

なるように点をずらしておく．集合D = B ∪Cを以下のようにL-構造にする：

P ∈ Lのとき，PD = PB ∪ PC とする．すなわち，P の解釈はもともとの構造

の上にあったものだけとする．明らかにDはBやCを（A上）埋め込む．（上

の融合DをB ⊕A Cとかく．）

2. グラフ G内の点 aがどの点とも結ばれていないとき，孤立点と呼ぼう．K を

孤立点が n個以下の有限グラフ全体とする．このとき，KはAPを持つ．しか

しA ⊂ B,C に対して，単純に融合B ⊕A C を作ると，孤立点が増えるかも知

れない．そこで，融合をするときに，「節約して」行う必要がある．B0 ⊂ Bと

C0 ⊂ CをA上同型になる極大な部分グラフたちとする．A上の同型による同

一視により，B0 = C0(= A∗)と仮定できる．B ⊕A∗ Cを作れば，この中に孤立

点は n+ 1個はない．実際，孤立点が n+ 1個に増えたとすれば，（B, Cそれぞ

れの中には n個以下なので）孤立点 b ∈ B \ A∗, c ∈ C \ A∗が存在する．この

とき，bと cはA∗上同型である．これはA∗の極大性に反する．（この例は条件

「A0 ⊂ A ∈ K ⇒ A0 ∈ K」は満たさない．）

定理 14. KがＡＰを持てば，L-構造M で次の条件をすべて満たすものが存在する．

1. M は可算である．

2. A ⊂fin M のとき，A ∈ Kである．
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3. A ⊂ M，A ⊂ B ∈ Kのとき，BとA上同型なコピーB′ ⊂ M が存在する．

証明. Kは可算無限としてよい．{(Ai, Bi) : i ∈ ω}をA ⊂ B ∈ Kなる対 (A,B)全体

をならべたものとする．また同じ対がこの並びの中に無限回現れると仮定する．Kに

属する有限 L-構造の拡大列Mi (i ∈ ω)を帰納的に作る．M0 = ∅からはじめて，Mi

まで構成されたとする．このとき，Aiと同型なMの部分構造全体を一列にならべて，

A0
i , ..., A

m
i とする．これらに対応して，BiのコピーB0

i , ..., B
m
i をとる．最初にMiと

B0
i のA0

i 上の融合をとる．次にこの融合とB1
i のA1

i 上の融合をとる．以下同様に，Bj
i

たちを次々に融合してゆく．最後にBm
i と融合した結果をMi+1 ∈ Kとする．

M =
∪

i∈ω Miとすれば，条件１，２は明らかに成立する．条件３について考えよ

う．A ⊂ M , A ⊂ B ∈ Kのとき，対 (A,B)と等しい (Ai, Bi)がある．したがって，B

と同型なB′がMi+1の中に存在する．

注意 15. 上の定理の条件 1-3を満たすM をK-genericという．K-genericな L-構造

は同型を除いてただ一つである．証明は往復論法による：M , N を定理の条件を満た

す L-構造とする．M = {ai}i∈ω, N = {bi}i∈ωと一列に並べておく．可算性（条件１）
からこれは可能である．σ0 = ∅から始めて，MからNへの部分同型 σiを次の条件を

満たすように作ってゆく：

1. σ0 ⊂ σ1 ⊂ ... ⊂ σi ⊂ σi+1 ⊂ ...

2. iが奇数のとき，dom(σi+1) ∋ ai;

3. iが偶数のとき， ran(σi+1) ∋ bi．

σiまで出来たと仮定する．iは奇数と仮定してよい．このとき，A = dom(σi), A
′ =

ran(σi), B = A ∪ {ai}とする．条件２により，B ∈ K である．また，A ∼= A′から，

この同型による同一視により，A′ = Aと思ってよい．条件３からB′ ∈ KをB ∼=A B′

となるように選ぶことができる．この同型写像を σi+1とすればよい．（偶数のときも

同様である．）最終的に σ =
∪

i∈ω σoがM とN の同型を与える．

例 16. 可算のランダムグラフはK = {有限グラフ全体}に対するK-generic structure

になっている．実際にランダムグラフの公理はK-genericの条件 3を意味している．

1.4 K-ジェネリック構造（順序を持つK）

以下の議論は筑波で行なわれた池田氏の講演を参考にしている．Kは有限 L-構造

のあるクラスとする．∅ ∈ K および部分構造で閉じていることは今回も仮定する．ま
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た同型なものを同一視することにより，Kは可算としてよく，A ∈ KはAと同型な

ものがKに属することを意味する．K上の擬順序≤は包含関係の順序⊂を強めたも
ので，さらに次の条件を仮定する：任意のA,B,C ∈ Kに対して，

1. ∅ ≤ A ≤ A;

2. A ≤ C, A ⊂ B ⊂ C ⇒ A ≤ B;

3. A ≤ B, ⇒ A ∩ C ≤ B ∩ C.

4. B(⊃ A)がA ≤ Bを満たさない中で極小のとき，A ⊂min Bとかくことにする

と，⊂minに関する無限上昇列は存在しない．

注意 17. ⊂自体は上の≤に対する条件をすべて満たすことに注意する．

定義 18. L-構造M が次の条件を満たすとき，K-genericであるといわれる．

1. M は可算である；

2. A ⊂fin M のとき，A ∈ Kである；

3. A ≤ M , A ≤ BならばBとA上の同型なコピーB′ ≤ Mが存在する．（∃B′ ≤ M

s.t. B ∼=A B′.）

ただし，A ≤ M はAを含む任意のM の有限部分についてA ≤ M が成り立つことで

ある．

A ≤ Bのとき，AをBの strong submodel ということがある．この言葉を使えば，

条件２の結論部分は「BをMの strong submodelとしてA上埋め込むことができる」

と表現される．このようなK-genericが存在するためのKの条件を与えたい．

定義 19. KがAPを満たすとは，

(*) A ≤ B ∈ K, A ≤ C ∈ KならばD ∈ KとB′ ≤ D, C ′ ≤ DでB ∼=A B′, C ∼=A C ′

となるものが存在する．（B,CをDの strong submodelとしてA上埋め込むこと

ができる．）

定理 20. KがAPを持てば，K-ジェネリック構造M がただ一つ存在する．

証明. 存在証明は定理 14（≤が⊂のとき）とほとんど同じである（条件 1-3および

APによる）．

K-ジェネリック構造が同型を除いて一つしかないことは次のように示される：こ

のために，K の条件４が必要になってくる．M とN を二つのK-ジェネリック構造

とする．この二つの間の有限部分同型 σn : An → Bnを
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• ∅ = σ0 ⊂ σ1 ⊂ σ2 ⊂ . . . ;

• An ≤ M , Bn ≤ N ;

• M =
∪

n∈ω An, N =
∪

n∈ω Bn.

となるようにとってゆく（往復論法）．このとき，An(Bn)が単なる有限部分構造でな

く，An ≤ M（Bn ≤ N）を満たしていることが重要となる．そのために，与えられ

た有限のA ⊂ M に対してA ⊂ C ≤ M となる有限のC ∈ Kの存在が言えればよい．

条件 4があれば大丈夫である．実際Aから始めてM の有限部分構造による⊂min- 上

昇列 {Ci}i≤nを極大にとるとき，Cn ≤ M でなければならない．

2 局所次元によって定義されるクラス

以下しばらくの間，Rを n-変数述語記号として，L = {R}とおく．A,B, ...などは

有限で対称な L-構造を表すとする．すなわち，Aにおいては，

A |= R(a1, ..., an) ⇐⇒ A |= R(aσ(1), ..., aσ(n))

が任意の permutation σ ∈ Sym({1, ..., n})に対して成立すると仮定する．Aの局所次

元（あるいは predimension）と呼ばれる δ(A)を以下の式で定義する：

δ(A) = |A| − |RA|,

ただし，RAは Aにおいて Rを満たす点列の（permutation を除いた）全体を表す．

（点列 (a1, ..., an)と (aσ(1), ..., aσ(n))は同一視する．）

例 21. Rを 2変数とする．グラフは対称R-構造とみなせる．A = {a, b, c}として，a

と bおよび aと cが辺でつながれているとする．

a

b ······ c

このとき，δは「点の数」−「辺の数」で与えられるので，δ(A) = 3− 2 = 1である．

定義 22 (相対局所次元). δ(A/B) = δ(AB) − δ(B). （ただし，ABはA ∪ Bの略記

である．今後この略記は常に使う．）

補題 23. 1. δ(A/B) = δ(A \B)− |R(A \B,B)|．ただしR(A \B,B)はRを満た

すAB内の点列で，A \BとBの両方にまたがるもの全体を示す．

特にA ∩B = ∅のときは，δ(A/B) = δ(A)− |R(A,B)|.
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2. A ∩B = ∅, B0 ⊂ Bのとき，δ(A/B) ≤ δ(A/B0)．（単調性））

証明. 1. δ(A/B) = |AB| − |RAB| − (|B| − |RB|) = |A−B| − (RAB −RB)である．ま

た，RAB = RA\B ∪RB \R(A \B,B)である．よって，

δ(A/B) = δ(A \B)− |R(A \B,B)|.

2. 1により，δ(A/B) = δ(A) − |R(A,B)|, δ(A/B0) = δ(A) − |R(A,B0)|．しかし
R(A,B) ≥ R(A,B0) だから結論の式を得る．

定義 24. A ⊂ Bに対して，A ≤ B ⇐⇒ ∀C(A ⊂ C ⊂ B ⇒ δ(C/A) ≥ 0)

上の定義はX ⊂ B \Aに対して，δ(X/A) ≥ 0が常に成り立つこととしても同値に

なる．（当たり前）

さてこの≤を使って，有限 L-構造のクラスKを

K = {A : δ(A0) ≥ 0 (∀A0 ⊂ A)}

と定義する．すなわち，どんな部分集合も局所次元が０以上になっているもの全体で

ある．全章と同様に ∅も δ(∅) = 0の L-構造と考える．

補題 25. ≤はK上の順序であり，この順序のもとにKは前章のKに科せられた条

件 1-4を満たす．

1. ∅ ≤ A ≤ A;

2. A ≤ C, A ⊂ B ⊂ C ⇒ A ≤ B;

3. A ≤ B, ⇒ A ∩ C ≤ B ∩ C.

4. ⊂minに関する無限上昇列は存在しない．

証明. 最初に≤が推移律を満たすことを示そう．A ≤ B ≤ C とする．X ⊂ B \ A,

Y ⊂ C \ B とする．δ(XY/A) ≥ 0を示せばよい．これは次のように示せばよい：

δ(XY/A) = δ(XY A) − δ(XA) + δ(XA) − δ(A) = δ(Y/XA) + δ(X/A) ≥ δ(Y/B) +

δ(X/A) ≥ 0 + 0.

1,2は明らかである．

3. X ⊂ B ∩ C \ Aとする．このとき，δ(X/A ∩ C) ≥ δ(X/A) ≥ 0である．最初の

不等号は単調性，次の不等式はA ≤ Bによる．

4. A ⊂min Bならば，δ(B)は δ(A)より１以上小さい．したがって，もしAから始

まるKの元の無限列が存在したとすれば，次元が１（以上）ずつ減っていくのでい

つかは負になる．この構造は，Kに属さないので矛盾．
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注意 26. 1. p ∈ Q+とするとき，δ(A)を |A| − p|RA|で定義してクラスKを作る

（今までの議論は p = 1に対応する）．このときも 1-4は成立する．1-3が成立す

ることは明らかである．4は，p = n/mとするときに，局所次元が 1/mの倍数

になっていることからわかる．

2. Kの部分クラスも 1-4の条件を満たす．これは 1-4の条件は「任意のKの元に

対して」という形をしているためである．

3. A,B,C ∈ KがA = B ∩ Cを満たすとき，

BC = B ⊕A C ⇐⇒ δ(BC) = δ(B) + δ(C)− δ(A).

RBC = (RB ∪ RC) ⊔ {X ∈ RBC : X r B ̸= ∅, X r C ̸= ∅} (disjoint union)に

なっていること注意する．また |RB ∪RC | = |RB|+ |RC | − |RA| および |BC| =
|B|+ |C| − |A|が成立している．δの定義式を思いだせば，同値性が成立するの

は明らかである．

命題 27. KはAPを持つ．

証明. A ≤ B,C ∈ Kとする．このときB ⊕A C ∈ Kを示す．X ⊂ B ⊕A Cとして，

δ(X) ≥ 0を示せばよい．

δ(X) = δ(X/X ∩ C) + δ(X ∩ C/X ∩ A) + δ(X ∩ A)

に注意する．このとき，右辺第一項は，

δ(X/X ∩ C) = δ(X r C)− |R(X r C,X ∩ C)|
= δ(X r C)− |R(X r C,X ∩ A)| （freeの条件）

= δ(X r C/X ∩ A) (相対局所次元の計算公式)

≥ 0 (A ≤ B)

となる．第２第３項も同様の計算で≥ 0となることがわかり，δ(X) ≥ 0が結論され

る．

定理 28. K = (K,≤)の部分クラスK0が条件 1-4を満たしAPを持つとする．ただ

し≤は局所次元によって定義されているとする．このとき，K0-generic な構造が唯

一つ存在する．

証明. 定理 20による．
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2.1 局所次元と次元

復習：前章と同様にRを述語記号として，対称な有限R-構造のクラスKを考える．
α ∈ [0, 1]を固定して，A ∈ Kに対して，

δ(A) = |A| − α|RA|

を局所次元とする．ただしRAはRを満たす Aの部分集合の全体である．K上に関
係≤を

A ≤ B ⇐⇒ A ⊂ B & δ(X/A) ≥ 0 (∀X ⊂ B r A)

で定義する．ただし，相対局所次元は δ(X/A) = δ(XA)− δ(A)で与えられている．

K = {A ∈ K : ∅ ≤ A}

はAPを持ち，K-generic 構造が存在する．K0 ⊂ Kが部分構造について閉じていて

APを持てば，同じくK0-generic 構造M が存在する．このようなK0とM を一つ固

定して考える．また⊂min-上昇列は存在しないと仮定する．このとき，Mは同型を除

いて一意に決まる．

以下ではN ≡ M なるN の中で議論する．N の有限部分集合Aに対して，Aの次

元を

d(A) = inf{δ(A′) : A ⊂ A′ ⊂fin N}

で定義する．

補題 29. 1. A ⊂fin N に対して，A ⊂ B ≤ N 1となる最小のBが存在する．この

BをAとかき，Aの closureとよぶ．

2. d(A) = δ(A).

証明. 1. ⊂minに関する無限上昇列が存在しないので，A ⊂ B ≤ N となる有限のB

が存在する．B′もA ⊂ B′ ≤ N となったとする．このとき，B ∩B′ ≤ B′ ≤ N 2とな

る．したがって，最小のBが存在する．

2. δ(A)よりも小さい値を持つB ⊃ Aが存在すれば，BはAの拡大ではない．よっ

てA ∩B ≤ N がAの最小性に反する．

定義 30. 1. Xが無限集合のときはX =
∪
{A : A ⊂fin X}とする．

1B ≤ N の意味は，任意有限のX ⊂ N に対して B ≤ BX となることである．
2B ≤ N より B ∩B′ ≤ N ∩B′ = B′ である．補題 25を用いる．
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2. Aが closed ⇐⇒ A = A.

注意 31. 1. A ⊂ A.

2. A ⊂ B ⇒ A ⊂ B.

3. A ⊂ B ⊂ A ⇒ A = B,

4. A = A：AはAを含む最小の closed set. A自体が closedなのでA = A．

補題 32. 各 n ∈ ωに対して，{a1, ..., an} ≤ N ⇐⇒ φn(a1, ..., an) となる論理式 φn

の存在を仮定する．このとき，A,B ≤ N が同型であれば，tp(A) = tp(B)である．

証明. A, Bが有限の場合に示せばよい．N が generic構造M であれば，AをBに移

すM の自己同型写像が存在する（往復論法）．よってM 上では補題の主張は成立す

る．またAが closedであることは論理式で表現できているので，N ≡ Mにおいても，

補題の主張は成立する．

定義 33 (相対次元). 相対次元も δのときと同様に，

d(a/A) = d({a} ∪ A)− d(A)

で定義する．X が無限のときは inf で定義する．すなわち，d(a/X) = inf{d(a/A) :

A ⊂fin X}．

補題 34. （単調性）

1. a ⊂ bのとき，d(a/C) ≤ d(b/C).

2. A ⊂ Bのとき，d(a/A) ≥ d(a/B)

証明. 1. aC ≤ bCより明らか．

2. 最初にA,Bを有限と仮定する．このとき，Bは closedとしてよい．

d(a/A) ≥ δ(Aa)− δ(Aa ∩B) (A ≤ Aa ∩B)

= δ(Aa−B/Aa ∩B) (相対局所次元の定義)

≥ δ(Aa−B/B) (局所次元の単調性)

= δ(Aa/B) (相対局所次元の定義)

≥ d(a/B) (aB ⊂ AaB ⊂ aB).

有限の場合の単調性から，相対次元の定義 d(a/X) = inf{d(a/A) : A ⊂fin X}はX

が有限の場合にも成立することに注意しておく．A,B が一般の場合は inf{d(a/C) :

C ⊂fin A} ≤ inf{d(a/C) : C ⊂fin B} を示すことになるが，これは集合の包含関係か
ら明らかである．
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補題 35. 有限集合A,B,Cが closedでA = B ∩ Cとする．このとき次の 2条件は同

値である．

1. d(B/C) = d(B/A)

2. B ∪ Cは closedで，BとCはA上 freeである（BC = B ⊕A C ≤ N）．

証明. 1 ⇒ 2: d(B ∪ C) = d(B/C) + d(C) = d(B/A) + d(C) = d(B) + d(C) −
d(A) = δ(B) + δ(C)− δ(A)が成立している．また関係の数を数えることにより，一

般に δ(B) + δ(C)− δ(A) ≥ δ(B ∪ C)がわかる. よって d(B ∪ C) ≥ δ(B ∪ C)を得る．

これはB ∪Cが closedを示す．さらに等号 δ(B) + δ(C)− δ(A) = δ(B ∪C)が成立す

ることからB, CがA上で freeになることもわかる．

2 ⇒ 1:

d(B/C) = δ(BC/C) (BC: closed)

= δ(B r A/C)

= δ(B r A/A) (BとCがA上 free)

= d(B/A).

補題 36. 有限集合A,B,Cを closedとして，

BC = B ⊕A C ≤ N

を仮定する．このとき，A ≤ B0 ≤ B, A ≤ C0 ≤ Cに対して，B0C0は closedである．

証明. B0C が closedになることを示せばよい．B0C が closedでなければ，（BC は

closedなので）δ(X/B0C) < 0となる集合X ⊂ B rB0が存在する．B, CはB0上で

も freeなので，

δ(X/B0C) = δ(X/B0)

である．このことは，B0 ̸≤ B0Xを示し，B0 ≤ Bに矛盾する．

補題 37. 有限集合A,B,Cが closedでA = B ∩Cとする．d(B/C) = d(B/A)ならば，

任意の部分集合B0 ⊂ Bに対しても，d(B0/C) = d(B0/A)が成立する．

証明. B0はA ⊂ B0を満たし，なおかつ closed であると仮定してよい．このとき，

d(B0/A) = δ(B0/A) (B0: closed)

= δ(B0/C) (B, CがA上 free)

= d(B0/C) (B0C: closed).
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注意 38. 補題 35はB,Cが無限のときも成立する：

(*) A,B,C を closed として，B ∩ C = A とする．各有限の B0 ⊂ B に対して，

d(B0/C) = d(B0/A)が成立すれば，B ∪ Cは closedである．

有限集合B0 ⊂ B, C0 ⊂ Cが与えられたとき，D = B0C0がBCに含まれることを

示せばよい．

ここでB0, C0は closedと仮定できる（B0のかわりにB ∩D，C0のかわりにC ∩D

を考える）．D̂ = D r BC が空でないと仮定して矛盾を導く．このとき，−2ε :=

δ(D̂/B0C0) =< 0でなければならない3．次にA0 ≤fin Aを十分大きく選んで，d(B0/A0) <

d(B0/A) + ε, d(C0/A0) < d(C0/A) + ε，とする．このとき，矛盾する二つの不等式が

導かれる：

d(B0C0/A0) ≥ d(B0C0/A)

= d(B0/AC0) + d(C0/A) （単調性よりAが無限でもよい）

= d(B0/A) + d(C0/A) （仮定 (∗)）
> d(B0/A0) + d(C0/A0)− 2ε

≥ δ(B0/A0) + δ(C0/A0)− 2ε

≥ δ(B0C0/A0)− 2ε

一方で，δ(D̂/B0C0A0) ≤ −2εと δ(D̂/A0) ≥ 0により，

d(B0C0/A0) ≤ δ(D̂B0C0/A0)

= δ(B0C0/A0) + δ(D̂/B0C0A0)

≤ δ(B0C0/A0)− 2ϵ.

3 Hrushovskiの例

ℵ0-categorical stable pseudoplaneが存在することを示そう．この例からℵ0-categorical

でmerely stableな理論の存在がわかる．最初に擬平面の定義を復習しておく：(P,L,∈)
が擬平面（P が点の集合，Lが直線の集合，そして p ∈ lは直線が線の上にあること

を意味している）であるとは，

• 各点を通る無限個の直線がある；

3δ(D/B0 ∪ C0) ≥ 0 とすれば，B0 ∪ C0 を含むうちで一番 δ が下がるのが D なのに，その値が
δ(B ∪ C)に一致（以上）するので B ∪ C は closedになってしまう．
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• 各直線の上に無限個の点がある；

• ２点を通る直線は高々有限個である（ないかも知れない）；

• ２直線の交点は高々有限個である（ないかも知れない）．

以下の議論はWagner氏の論文と池田氏の筑波での講演を参考にしてある．（もちろ

ん Hrusovski氏の論文がもとになっている．）この章ではグラフを２変数述語記号 R

の構造と考える．RAはR-構造Aの中でRを満たすR2の点の集合であるが（前章と

同様に）辺の数と考えるために，(a, b), (b, a) ∈ R2を同一視して考えている．

実数α ∈ [0, 1]を固定して局所次元 δ(A)を δ(A) = |A|−α|RA|で定義する．(Kf ,≤)

は前章でKに科した条件１－３を満たす．４を満たすことは別に見る必要がある．（α

は無理数であることに注意．）関数 f : R → Rを f(0) = 0なる単調増加関数としてお

く．f によって作られる有限グラフのクラスKf を

Kf = {A : δ(A0) ≥ f(|A0|) (∀A0 ⊂ A)}

で定義する．

A ∈ Kf ⇐⇒ ∀A0 ⊂ A，対応する点 (|A0|, δ(A0))は曲線 f の上方にある

に注意する．

以下で f を特定の関数として選ぶ．

f の定義: 1/α ∈ R+ の有理数での下からの近似を考える．aα(0) = 0として，

n ∈ ω − {0}に対して，aα(n) = kn/mnを分母が n以下の中での最良近似とする：

aα(n) = max

{
k

m
∈ Q : m ≤ n,

k

m
≤ 1

α

}
.

また，f を f(0) = 0; 各 n ∈ ω − {0}に対して，

f(n) = (1− α aα(0)) + · · ·+ (1− α aα(n− 1))

と定義する．αaα(i)は１に近く（１以下）なので，各項は０以上の小さい数である．

よって関数 f は単調増加になる．さらに近似はだんだんよくなるので，加わる各項は

だんだん小さくなる．よって f は上に凸である．

補題 39. Kf はAPを持つ．
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証明. A ≤ B,C ∈ Kf とする．このとき直和B ⊕A CがKf に属すことを示す．この

ためには，B ⊕A Cの任意の部分構造に対応する点が曲線 f より上にあることを言わ

なければならない．しかし，B ⊕A Cの部分構造は再び直和の形になるのでB ⊕A C

に対応する点が f より上にあることを言えば十分．次はやさしい：

主張 A. D = B⊕ACに対応する点はベクトルAB, ACの和に対応する点である．（四

角形ABCDが平行四辺形になる点．）

今ABの傾きがACの傾きよりも小さいとする．このとき，Dが fの上にあること

を示すためには次を言えば十分である．

主張 B. ABの傾きは f ′(|B|)以上である．

両辺を計算する．

• ABの傾き =
δ(B)− δ(A)

|B| − |A|
= 1− α

|RB| − |RA|
|B| − |A|

．

• f ′(B) = 1− αaα(|B|)

ここでA ≤ Bより， |RB |−|RA|
|B|−|A| ≤ 1/α．また aα(|B|)は 1/αの分母が |B|以下の最良の

近似であるから， |RB |−|RA|
|B|−|A| ≤ aα．したがって，目的の式を得る．

したがって，(Kf ,≤)には generic structureM が存在する．

以下の補題のためには，f が無限大に発散していることが必要となる．無限大に発

散する αの存在は後に示す．

補題 40. （f が無限大に発散するとき）M ≡ Nなる可算のNも generic structureで

ある．

証明. このためには大まかに言って次の二つのことを言う必要がある：

• N はKf の元から作られている；

• Kf の元を strongに埋め込む．（詳しくは genericの定義を参照のこと．）

最初の条件は論理式で書けるのでN ≡ M でも成立する．

２番目の条件はAが与えられたときに，一定の大きさ以上B ⊃ Aに対しては常に

δ(B) ≥ δ(A)が成立している状況ならば（すなわち，strongになっていない反例を探

すのが有限の範囲でよければ）A ≤ Mを論理式でかくことができるので，N ≡ Mに

対しても２番目の条件が成り立つ．例えば，f が単調増加で無限大に発散している場

合なら大丈夫である．
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補題 41. f が無限大に発散するような α ∈ Rが存在する．

証明. f は αに依存するので，fαとかく．α ∈ Rに対して， lim
n→∞

fα(n)を αの指標と

呼ぼう．Xm ⊂ Rを指標がmより大きくなる点 αの集合とする．

主張 A. Xmは openである．

α ∈ Xmとする． lim
n→∞

fα(n) > mだから，有限の kですでに fα(k) > mとなる．こ

のような最小の kを考える．最小性により，1/αと aα(k− 1)の間には隙間がある．β

が αに十分に近くて，1/β がこの隙間に属するとき，

aα(i) = aβ(i) (i = 1, ..., k − 1)

が成立する．よって，fβ(k) =
∑

i≤k−1 1− βaβ(i)は βが αに近づくとき fα(k)に近づ

く．したがって，十分 αに近い βに大しては fβ(k) > mとなる．（1/β > 1/αのとき

も同様の議論．）

主張 B. Xmは denseである．

任意に点 p/qが与えられたとき，その点の近くにXmの点が存在することを示せば

よい．表記の簡潔性のために，3/4 < p/qとしておく．N ∈ ωを十分大きくとり，

N∑
n=1

1

n
≥ 2qm

が成り立つようにしておく．さらにRをN および qに対して十分大きくとる．

α =
p

q
+

1

R

がXmの元になることを示す．n ≤ N として，指標の定義に出てくる各項を計算す

る（aα(n) = kn/mn, mn ≤ n ≤ N , kn ≤ 4mn/3 ≤ 4N/3に注意する）．

1− αaα(n) =
1

mn

(mn − αkn)

=
1

mn

(
mn − (

p

q
+

1

R
)kn

)
=

1

mn

(
qmn − pkn

q
− kn

R

)
.

この値は≥ 0だから，最後の式の括弧の中の最初の項 (qmn − pkn)/q は正でなければ

ならない，よって 1/q以上である．さらに，1/mn ≥ 1/n, であり，RがN に比して

十分大きいことから，
kn
R

≤ 1

2q
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となる．このことから，各項の値は

1− αaα(n) ≥
1

n
· 1

2q

となっている．よって fα(N) ≥ 1

2q

N∑
n=1

1

n
≥ mとなる．

したがって
∩

m∈ω Xmから元 αがとれる (Baire Category Theorem)．この元は無限

の指標を持ち，自動的にαは無理数となる．さらに 3/4 < α < 1と仮定しておくこと

ができる．（グラフが四角形を持たないことを示すために必要となる．）以下この αを

もとに議論する．

M 上に「点の集合」と「線の集合」ならびに「点が線の上にある」という関係を

持つ構造 (P,L,∈)を定義する．

• P = M , L = M ;

• p ∈ l ⇐⇒ R(a, b)

補題 42. 上の構造 (P,L,∈)は擬平面である．

証明. P,Lが対称なので４つある条件のうち二つを示せばよい．最初に f の値をい

くつか計算しておくと，f(0) = 0, f(1) = 1, f(2) = 2 − α > 1, f(3) = 3 − 2α,

f(4) = 4− 3α > 4− 4αとなる．２点以上持つ集合Aの局所次元は１より大きい．し

たがって，1点 aは必ず，a ≤ M（strong）である．

主張 A. 一点 a ∈ P を通る直線が無限個ある．

aと結ばれている n個の元 I（Iどうしは結ばれていない）をとり，グラフ aIを考

える．

a

I M

aα(i) ≥ 1により，

f(n+ 1) = 1 + (1− αaα(1)) + · · ·+ (1− αaα(n)) ≤ (n+ 1)− nα = δ(aI)

となることに注意すると，aI ∈ Kf となることがわかる．また a ≤ aIだから IはM

の中に埋め込まれる．
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主張 B. 2点 a, bを通る直線は二つ以上ない．

もしこのような直線 l,mがあれば，グラフとして，albnは四角形になる．よって

δ(albn) = 4− 4α < f(4) となってしまい，Kf に属さないことになる．

最後に T が stableになることを示す．T が stableになることを示すためには，タイ

プの数（論理式で区別される元の最大個数）が多くないことを示せばよい．そのため

に準備が必要になる．十分大きいN ≡ M を一つ固定してこの中で議論をする．

補題 43. A ⊂ B, A,B は closedとする．また次を仮定する：

• tp(a/A) = tp(b/A),

• d(a/B) = d(a/A), d(b/B) = d(b/A),

• aA ∩B = bA ∩B = A.

このとき，tp(a/B) = tp(b/B)である．

証明. Aを固定する自己同型 a 7→ bによって aAが bAに移ることから，

tp(aA/A) = tp(bA/A)

がわかる．補題 35および注意 38により，aAB, bABはともに closedである．また，

グラフとして同型である．補題 32によって，tp(aAB) = tp(bAB)を得る．

定義 44. 1. λを無限基数とする．T が λ-stableであるとは，次が成立することで

ある：

|B| ≤ λ ⇒ |S(B)| ≤ λ.

2. T が λ-stableとなる λが存在するとき，T は stableであるという．

補題 45. T = Th(M)は stableである．

証明. B ≤ N を無限集合とする．B上のタイプが少ないこと（|B|ℵ0 × 2ℵ0 以下）を

最初に示す．a ∈ N に対して，可算集合A ⊂ Bを d(a/B) = d(a/A), dA ∩ B = Aと

なるように選べる．このとき，上の補題 43により，tp(a/B)は tp(a/A)によって決定

される．よって，

|S(B)| ≤ ‘可算集合A ⊂ Bのとり方’ × |S(A)|

である．すなわち，|S(B)| ≤ |B|ℵ0 × 2ℵ0 ≤ |B|ℵ0 である．|B|ℵ0 = |B|を満たす場合
は |S(B)| = |B|となる．特に T は 2ℵ0-stableである．
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