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1 基礎知識

1.1 順序数

定義 1 順序集合X = (X,<)が整列 (well-ordered)であるとは，任意の空で
ないA ⊂ X が最小元を持つことである．

注意 2 1. 整列順序集合Xは全順序集合である．

2. 順序集合Xが整列なることは次の条件 (a)+(b)と同値：

(a) Xが全順序集合である．

(b) Xは無限下降列を持たない．

3. Xが整列集合のとき，真なる始切片は I(a) = {x ∈ X : x < a}なる形
をしている．

4. 整列順序集合はその真なる始切片と同型にならない．
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5. 同型でない２つの整列順序集合は，片方が片方の（真の）始切片と同
型になる．

定義 3 整列順序の順序型を順序数 (ordinal)という．自然数 nは n個のもの
が一列に並んだ順序集合の順序型と考えて，それ自体が順序数となる．自然
数の集合Nの順序型を ωであらわす．

α, βを二つの異なる順序数とする．上の注意により，αが βの真の始切片
になる（このとき α < βとかく）または βが αの真の始切片になる（β < α
とかく）．よって任意の二つの順序数の間に大小が確定する．αより小さな
順序数 βは αの始切片となり，注意 2により I(b)の形をしている．βに対し
てこの b ∈ αを対応させる写像は順序同型になる．よって順序数 αは αより
小さな順序数全体の作る順序集合の順序型に一致する．このことから，

α = {β : β < α}

と見ることができる．

定義 4 （順序集合の和）X = (X,<X)と Y = (Y,<Y )をX ∩ Y = ∅なる二
つの全順序集合とする．このとき，Xの後ろに Y を置いてできる全順序集合
をX + Y で表す．より正確に言うと次のようになる．

1. X + Y は集合としてX ∪ Y である．

2. X + Y において x < yが成立するのは，「x <X y (x, y ∈ X)」，「x <Y

y (x, y ∈ Y ) 」，「x ∈ X, y ∈ Y」のいずれかが成立するとき．

注意 5 1. 整列順序集合と整列順序集合の和は再び整列順序集合となる．
このことから順序数と順序数の和が定義される．

2. 1+ωは 1個の点の後ろに自然数のなす順序集合を並べた順序の順序型．
よってそれは順序型としては ω になる．1 + ω = ω.

3. ω+1は自然数の後に１点（無限遠点）を付け足した順序の順序型．こ
れは ωと異なる．

4. 順序数の和は非可換であるが，結合律は成立する．

定義 6 順序数 αが α = β + 1とかけるとき，後継順序数（succesor ordinal）
という．α = β + 1とかけないとき，極限順序数 (limit ordinal)という．

注意 7 1. 自然数 n > 0は順序数として後継順序数である．

2. ωは極限順序数である．αが順序数のとき，極限順序数 βと自然数 nが
存在して，α = β + nとかける（また書き表し方は一意的である）．
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1.2 濃度と基数

Aを集合とする．このとき整列可能性定理により，適当な順序<をA上に定
義することにより，A = (A,<)を整列順序集合とできる．このことを別の角
度で見ると，ある順序数 αによって

A = {ai : i < α}

と番号付けられることを意味している．A = {ai : i < α}とできる順序数 α
の中で最小のものが存在する．これをAの濃度といい |A|で表す．ある集合
の濃度となる順序数（|A|の形の順序数）を基数という．基数は集合の大き
さを測る指標となる．基数は κ, λなどで表す．

定義 8 κと λを基数とする．A, Bを κ = |A|, λ = |B|, A ∩B = ∅ なる集合
とする．このとき，

1. κ+ λ = |A ∪B|,

2. κ · λ = |A×B|

で基数の和と積を定義する．

注意 9 1. 上の定義はA, Bの取り方に依存しない．

2. 有限の順序数（自然数）は基数であり，これらの間の和と積は自然数
の和と積に一致する．

3. 順序数の和と基数の和は異なる．例えば基数の和として，1+ω = ω+1 =
ωである．

4. κ, λのいずれか一方が無限のとき，κ+ λ = κ · λ = max{κ, λ}.

1.3 超限帰納法とZornの補題

通常の帰納法では，「任意の自然数に対して性質P が成立する」を示す場合に
次を示す．

(*) n未満のすべてのmについて P (m)を仮定して，P (n)も成立する．

このことは自然数でなくても，順序数でも成立する．順序数の場合の帰納法
を特に超限帰納法という．
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例 10 (超限帰納法による証明) 任意の順序数 αが極限順序数 β と自然数 n
の和でかけることを超限帰納法で示す．αより真に小さい順序数で，この
命題が成立していると仮定する．αが極限順序数のときは明らかに正しい
（α = α+0）．αが後継順序数のとき，α = α0 +1 とかける．α0 < αなので，
α0に帰納法の仮定を使うと，極限順序数 βと自然数 n0を用いて，

α0 = β + n0

とかける．このことから，α = α0 + 1 = (β + n0) + 1 = β + (n0 + 1)となり，
極限順序数 βと自然数 n0 +1の和として表現できた．以上から超限帰納法に
よりすべての順序数が極限順序数と自然数の和でかけることがわかる．

Zornの補題は一言で言えば，順序集合がある条件を満たせば極大元を持
つという主張である．多くの場合次の形で十分である：

(**) Aを集合として，∅ ̸= X ⊂ P(A)とする．Bi ∈ X (i < α)が包含関係
に関する上昇列のとき，必ず∪

i<α

Bi ∈ X

となるとする．このとき，Xに極大元（包含関係に関して）が存在する．

例 11 Rを 1を持つ環とする．Rに極大イデアルが存在することを Zornの
補題で示す．

X = {I ⊂ R : Iは 1を含まないイデアル }
とする．Xは上昇列の和で閉じている．よって極大元を持つ．それが極大イ
デアルである．

2 言語，論理式，構造

2.1 言語

数学で使う記号のうち，定数記号，関数記号，述語記号に注目する．これら
からなる一つの集合を固定して，それを言語とよぶ．

例 12 1. 群の言語とは集合 {e, ∗ · ∗, ∗−1}のことである．ここで，eは単
位元を表現するための定数記号，∗ · ∗は群の演算を表現するための２
変数の関数記号，∗−1は逆元を対応させる操作に対応する関数記号であ
る．(∗はそこに何かが代入できることを意味しようとしている．)
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2. 体の言語とは集合 {0, 1, ∗+ ∗,−∗, ∗ · ∗, ∗−1}のことである．

3. 順序体の言語とは集合 {0, 1, ∗+ ∗,−∗, ∗ · ∗, ∗−1, ∗ < ∗} のことである．

上の例では，各記号はそれぞれ（ある程度）固有の意味を持っていた．た
とえば，体の言語における 0はもちろん加法に対する単位元をあらわすもの
だという暗黙の了解がある．
しかし，われわれが今後展開する議論においては，記号は単なる記号であ

り，それらに固有の意味はない．ただし，それぞれの記号は定数記号か，関
数記号か，述語記号なのかは指定されている．また関数記号，述語記号の場
合は何変数かも指定されている．言語は L,L′,...などであらわす．
次に変数記号の集合を一つ固定しておく．これらは，x,y,z,x0,x1,...など

である．

定義 13 (項) Lを言語とする．Lの項は次のように帰納的に定義される．

0. 変数記号と Lに属する定数記号はすべて Lの項である．

1. t1, ..., tn がすべて L の項で，F ∈ L が n 変数の関数記号ならば，
F (t1, ..., tn)は Lの項である．

2. 以上によって項とわかるものだけが Lの項である．

通常上のような帰納的な定義においては，条件３は省略される．

例 14 L = {c, F}とする．ただし，cは定数記号，F は２変数関数記号であ
る．このとき，

x, c, F (x, c), F (x, F (x, c)), F (F (x, c), F (x, c)), ...

などは Lの項の例である．

定義 13は次のように言ってもよい：

1. T0 = {変数記号 } ∪ {Lの定数記号 };

2. Tk+1 = {F (t1, ..., tn) : t1, ..., tn ∈ Tk，F ∈ Lは n変数関数記号 };

3. Lの項の集合=
∪
k∈N Tk.

問 15 Gを群とする．A ⊂ Gによって生成されるGの部分群 ⟨A⟩を帰納的
に定義せよ．
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以上で変数記号の集合と言語（これも記号の集合）から項の集合という記号
の有限列の集合が定義された．次に項を使って「命題」を意味する記号列であ
る論理式を定義したい．そのために新たに論理記号の集合{=,∧,∨,¬,→,∀, ∃}
を導入する．

定義 16 (原子論理式)

1. tと sが Lの項のとき，記号列 t = sは Lの原子論理式である．

2. t1, ..., tn がすべて L の項で，P ∈ L が n 変数の述語記号ならば，
P (t1, ..., tn)は Lの原子論理式である．

例 17 L = {c, F, ∗ < ∗}とする．ただし，cは定数記号，F は２変数関数記
号，∗ < ∗は２変数述語記号である．このとき，

1. F (x, c) = y,

2. F (x, y) < F (F (x, y), c)

などは原子論理式の例である．

Lの項 tの中に現れる変数記号がx1, ..., xnに含まれるとき，tを t(x1, ..., xn)
とかくことがある．
次に論理式の定義を与えるが，このために論理記号とよばれる記号

¬,∧,∨,→, ∀,∃を用意する．
定義 18 (論理式) Lを言語とする．Lの論理式（L-論理式）は次のように帰
納的に定義される．

0. Lの原子論理式は Lの論理式である．

1. φ, ψが Lの論理式で xが変数ならば，

¬(φ), (φ) ∧ (ψ), (φ) ∨ (ψ), (φ) → (ψ), ∀x(φ),∃x(φ)

はすべて Lの論理式である．

L-論理式 φの中に，変数 xがあらわれていて，なおかつこの xに作用し
ているような ∀xまたは ∃xがあるとき，この xを束縛（された）変数とい
う．束縛されていない変数は自由変数とよぶ．たとえば φが (∀x(F (x, y) =
x))∧ (F (x, x) = z)のとき，∧の前に出てくる xは ∀xで束縛された変数だが，
後半の xは自由変数である．φの中の自由変数がすべて x1, ..., xnに含まれる
とき，φのことを φ(x1, .., xn)とかくことがある．また，このとき varphiは
n変数論理式とよばれる．

定義 19 （閉論理式）論理式φの中に自由変数がないとき，φを閉論理式と
よぶ．
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2.2 構造

論理式はあくまでも記号の列であり，固有の意味は持たない．意味を与える
のは構造である．
以下で α,β...などは順序数を表す.

定義 20 （構造）L = {ci : i < α} ∪ {Fi : i < β} ∪ {Pi : i < γ} を言語とす
る．ただし，ciは定数記号，Fiはmi変数の関数記号，Piは ni変数述語記号
とする．次の条件を満たす対

(M ; {cMi }i<α, {FM
i }i<β, {PM

i }i<γ)

を一つの L-構造とよぶ：

1. M ̸= ∅

2. cMi ∈M (i < α)

3. FM
i はMmiからM への関数 (i < β)

4. PM
i ⊂Mni (i < γ)

cMi を定数記号 ciのM における解釈とよぶ．同様に FM
i は関数記号 Fiの解

釈，PM
i を述語記号Piの解釈とよぶ．Mを上の構造のユニバース（領域）と

よぶ．

注意 21 1. 定数記号は名前の示すとおり定数（特定の元）を表すための記
号であるから，構造では実際特定の元に解釈されている．同様に関数記
号は関数をあらわすための記号であり，構造ではまさに関数に解釈され
ているわけである．述語記号の場合は，少し注意を要する．述語記号の解
釈は述語記号を成り立たせたい元全体として解釈されているわけである．
たとえば実数の世界において<の「通常の」解釈は{(x, y) ∈ R : x < y}
になっている．

2. 言語の解釈を明示する必要がないとき（あるいは面倒なとき）ユニバー
スM だけを示して，構造とよぶ．しかし我々の立場で構造という場合
は言語の解釈の部分も本来は明示すべきである．たとえば，実数の集
合Rを考えるとき，構造 (R, 0., 1,+, ·)と (R, 0, 1,+, ·, <)とはまったく
異なるものとして扱う．前者は体としての実数構造であり，後者は順
序体としの実数構造である．
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3. L = {0, 1,+, ·}を言語として，RをL-構造にする方法は１つでない．０
は実数の０と解釈して，１は１に解釈，+は和を与える関数，·は積を
与える関数に解釈するのが普通ではあるが，たとえば，０を実数の１
と解釈しても我々の意味では L-構造になる．

次はまったく常識的な定義である．Lの項 tは帰納的に構成されていた．
したがって，項 tのM においての値も tがいかに構成されたかに従って帰納
的に定義される：

定義 22 (項の解釈)MをL-構造とする．Lの項 t(x1, ..., xn)と a1, ..., an ∈M
に対して，「tに a1, ..., anを代入した値」（tM(a1, ..., an)）を帰納的に左辺を右
辺で定義する:

0. (a) tが変数 xiのときのとき，

tM(a1, ..., an) = ai.

(b) tが定数記号 cのとき，

tM(a1, ..., an) = cM .

1. tが F (t1(x1, ..., xn), ..., tm(x1, ..., xn))（F は関数記号，tiたちは項）の
とき，

tM(a1, ..., an) = FM(tM1 (a1, ..., an), ..., t
M
m (a1, ..., an)).

定義 23 （論理式の解釈）MをL-構造，a1, ..., an ∈Mとし，φ = φ(x1, ..., xn)
を L-論理式とする．「M で φ(a1, ..., an)が成立する」（M |= φ(a1, ..., an)）と
いう関係を帰納的に定義する．

1. • φが原始論理式 t(x1, ..., xn) = u(x1, ..., xn)))のときは,

M |= φ(a1, ..., an) ⇐⇒ tM(a1, ..., an) = uM(a1, ..., an).

• φが原始論理式 P (t1(x1, ..., xn), ..., tm(x1, ..., xn)) のときは，

M |= φ(a1, ..., an) ⇐⇒ (tM1 (a1, ..., an), ..., t
M
m (a1, ..., an)) ∈ PM .

2. • φが φ1(x1, ..., xn) ∧ φ2(x1, ..., xn) のとき，

M |= φ(a1, ..., an) ⇐⇒ “M |= φ1(a1, ..., an)かつM |= φ2(a1, ..., an)
′′.
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• φが φ1(x1, ..., xn) ∨ φ2(x1, ..., xn) のとき，

M |= φ(a1, ..., an) ⇐⇒ “M |= φ1(a1, ..., an)またはM |= φ2(a1, ..., an)
′′.

• φが φ1(x1, ..., xn) → φ2(x1, ..., xn) のとき，

M |= φ(a1, ..., an) ⇐⇒ “M |= φ1(a1, ..., an)ならばM |= φ2(a1, ..., an)
′′.

• φが ¬ψ(x1, ..., xn) のとき，

M |= φ(a1, ..., an) ⇐⇒ “M |= φ(a1, ..., an)でない
′′
.

• φが ∃xψ(x, x1, ..., xn)のとき，

M |= φ(a1, ..., an) ⇐⇒ “適当な b ∈M に対しM |= ψ(b, a1, ..., an)
′′.

• φが ∀xψ(x, x1, ..., xn)のとき，

M |= φ(a1, ..., an) ⇐⇒ “任意の b ∈M に対しM |= ψ(b, a1, ..., an)
′′.

構造を保存する写像を同型写像とよぶ．正確には次のようになる．

定義 24 (同型) Lを定義 20における言語 Lとする．M とN を L-構造とす
る．全単射 σ :M → N が同型写像であるとは次の条件を満たすことである．

1. σ(cMi ) = cNi (i < α);

2. σ ◦ FM
i = FN

i ◦ (σ, ..., σ)︸ ︷︷ ︸
ni

(i < β);

3. σ(PM
i ) = PN

i (i < γ).

条件２，３は次のように言い換えることができる．

2’. FM
i (a1, ..., ami

) = b ⇐⇒ FN
i (σ(a1), ..., σ(ani

)) = σ(b), (∀a1, ..., ami
, b ∈

M);

3’. (a1, ..., ani
) ∈ PM

i ⇐⇒ (σ(a1), ..., σ(ani
)) ∈ PN

i (∀a1, ..., ani
∈M).

問 25 σ :M → N を同型写像とする．このとき，すべての項 t(x1, ..., xn)に
対して，

σ(tM(a1, ..., an)) = tN(σ(a1), ..., σ(an)) (∀a1, ..., an ∈M)

が成立することを tの構成に関する帰納法で示せ．
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問 26 L-構造の間の全単射σ :M → N に対して次が同値になることを示せ．．

1. σ :M → N は同型写像;

2. すべての原始論理式 φ(x1, ..., xn)とすべての a1, ..., an ∈M に対して，

M |= φ(a1, ..., an) ⇐⇒ N |= φ(σ(a1), ..., σ(an)).

定義 27 (基本写像)M ,NをL-構造，A ⊂M , B ⊂ Nとする．写像σ : A→ B
は条件

(*) すべての L-論理式 φ(x1, ..., xn)とすべての a1, ..., an ∈ Aに対して，

M |= φ(a1, ..., an) ⇐⇒ N |= φ(σ(a1), ..., σ(an)).

を満たすとき，基本写像とよばれる．

問 28 同型写像は基本写像になることを示せ．（ヒント：上の定義 27の (*)の
部分を論理式 φの構成に関する帰納法で示せばよい．）

3 ウルトラプロダクトとコンパクト性

3.1 ウルトラフィルター

定義 29 (ウルトラフィルター) 無限集合 Iとその部分集合全体P(I)を考え
る．U ⊂ P(I)とする．

1. U は有限交叉性を持つ ⇐⇒ U の勝手な有限部分集合F ⊂ U は共通部
分を持つ（すなわち，∀A1, ..., An︸ ︷︷ ︸

finite

∈ U に対して，A1 ∩ ... ∩ An ̸= ∅）．

2. U が I上のウルトラフィルター ⇐⇒ U は有限交叉性を持つP(I)の部
分集合の中で極大である（すなわち，U 自体は有限交叉性を持ち,U の
真の拡大はもはや有限交叉性を持たない）．

例 30 1. Iを無限集合とする．A ⊂ Iが補有限（cofinite）であるとは，Aの
補集合Ac = I \Aが有限となることである．F = {A ⊂ I : Aは補有限 }
とすれば，F は有限交叉性を持つ．

2. Iを非可算集合とする．F = {A ⊂ I : Acは高々可算 }とすれば，F は
有限交叉性を持つ．
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問 31 I上のウルトラフィルター U に対して次を示せ：

1. A ∈ U , A ⊂ B ⊂ I ⇒ B ∈ U ;

2. A ∈ U, B ∈ U ⇐⇒ A ∩B ∈ U .

問 32 a ∈ I とするとき，Ua = {A ⊂ I : a ∈ A}は I 上のウルトラフィル
ターになることを示せ．（ヒント：Uaのすべての元は aを持つのでそれらの共
通部分は空でない．{a} ∈ Uaに注意する．Uaを真に拡大する集合には aを
含まない集合Bがある．このとき，{a} ∩B = ∅である．）

注意 33 U ⊂ P(I)が有限交叉性を持つとき，次は同値である．

1. U はウルトラフィルターである．

2. 勝手なA ⊂ Iに対して，A ∈ U またはAc ∈ U .

次の二つの補題はともに易しいが重要である．

補題 34 Ui ⊂ P(I) (i < α)を有限交叉性を持つ集合の上昇列とする．この
とき，U∗ =

∪
i<α Uiも有限交叉性を持つ．

Proof: 有限個のAi, ..., An ∈ U∗を任意にとる．このとき，これらをすべて
含むUiが存在する．Uiは有限交叉性を持つので，A1∩ ...∩Anは空でない．

補題 35 U ⊂ P(I)が有限交叉性を持つとする．このとき，任意のA ⊂ Iに
対して，

U ∪ {A} または U ∪ {Ac}

の少なくとも一方は有限交叉性を持つ．

Proof: 両方とも有限交叉性を持たないとすれば，有限集合F1 ⊂ UとF2 ⊂ U
で，

∩
F1 ∩ {A} = ∅,

∩
F2 ∩ {Ac} = ∅となるものが存在する．したがって，

F = F1 ∪ F2とすれば，
∩
F = ∅ となる．これは矛盾．

例 32で存在を示したのは，中心のあるウルトラフィルターである．中心
のないウルトラフィルターも存在する．

定理 36 （ウルトラフィルターの存在）Iを無限集合として，F ⊂ P(I)は有
限交叉性を持つとする．このとき，F を拡大して I上のウルトラフィルター
にすることができる．（∃U ⊃ F s.t. U は I上のウルトラフィルター．）
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Proof: P(I)の濃度を κとして，P(I)の元を一列にならべた列 {Ai : i < κ}
を作っておく．以下のように i ≤ κに関する帰納法で，上昇列 Ui ⊂ P(I)を
作る：

1. U0 = F ;

2. i = α + 1のとき，Ui ⊂ P(I)は

• Uα ⊂ Ui;

• AαまたはAcαのいずれかは Uiに属する．

を満たす有限交叉性を持つ集合とする．（補題から存在がわかる）

3. iが極限順序数のとき Ui =
∪
j<i Uj.

このとき，補題からU = Uκは有限交叉性を持つことはすぐわかる．次に勝手
なA ⊂ Iが与えらえれたとき，A ∈ UまたはAc ∈ Uを示せばよい．A = Aα
となる αを選ぶ．構成法からA ∈ Uα+1またはAc ∈ Uα+1である．Uα+1 ⊂ U
だから証明された．

注意 37 中心のないN上のウルトラフィルターは次のように作ればよい.F ⊂
P(N)を補有限集合全体とする．これは有限交叉性を持ち，

∩
F = ∅である．

F はウルトラフィルターに拡大される．

3.2 ウルトラプロダクト

この節では，言語Lは関数記号だけからなる場合を考える．この仮定は表現
を簡潔にするためだけのもので，一般の場合もまったく同様の議論ができる．

I ̸= ∅を集合とする．各 i ∈ I に対して，Miを L-構造とする．ユニバー
スの直積N = Πi∈IMiを考えよう．Nの元は (ai)i∈Iの形をしている．関数記
号 F ∈ Lの解釈を成分ごとの計算に帰着することにより L-構造となる．も
う少し正確に述べれば，次のように定めることで L-構造となる：

FN(a1, ..., an) =
(
FMi(a1i , ..., a

n
i )
)
i∈I

ただし，aj = (aji )i∈I ∈ N (j = 1, ..., n)である．（j乗というわけではないの
で注意．）
上の定義は，群や環の直積の定義を模したものになっている．しかし，次

のことに注目してほしい．
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問 38 |I| ≥ 2として，Fi (i ∈ I)たちを体とする．このとき，Fiたちの直積
は体にはならないことを示せ．

そこで，構造に対する条件（群だったり体だったりという条件）を保存
する拡大を考えたい．そのために必要となるのが，直積集合をウルトラフィ
ルターによる同値関係で割るという操作である．
以下では，しばらく次の仮定をおく．

• Iを無限集合として，

• U をその上のウルトラフィルターとする．

• 各 i ∈ Iに対して，L-構造Miが与えられている．

• N をこれらの構造の直積とする．

• a ∈ N , i ∈ I に対して，aiはその i番目の座標とする．すなわち a =
(ai)i∈I である．

問 39 直積集合N 上の２項関係∼を

a ∼ b ⇐⇒ {i ∈ I : ai = bi} ∈ U

で定義する．このとき，∼は同値関係になることを示せ．

Nを同値関係で割った集合をM∗ =
∏

i∈IMi/U であらわすことにする．a ∈ N
の同値類を [a]であらわすことにすると，M∗ = {[a] : a ∈ N}，[a] = [(ai)i∈I
である．

定義 40 （ウルトラプロダクト）M∗ =
∏

i∈IMi/U は各関数記号 F ∈ Lの
解釈を次のように定めることで L-構造になる．

FM∗
([a1], ..., [an]) = [FN(a1, ..., an)].

L-構造としてのM∗をMiたちのウルトラプロダクトという．

注意 41 上の定義がwell-definedなことは調べておく必要がある．すなわち，
a1 ∼ b1, ..., an ∼ bnのとき，

FN(a1, ..., an) ∼ FN(b1, ..., bn)

を示す必要がある．しかし，これは「A,B ∈ UのときA∩B ∈ U」を使えば
簡単である．
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補題 42 t(x1, ..., xn)を Lの項とする．[a1], ..., [an], [b] ∈M∗に対して，

tM
∗
([a1], ..., [an]) = [b] ⇐⇒ {i ∈ I : tMi(a1i , ..., a

n
i ) = bi} ∈ U.

Proof: tが変数記号 xのときは自明．tが Lの関数記号 F のとき，

FM∗
([a1], ..., [an]) = [b] ⇐⇒ [FN(a1, ..., an)] = [b]

⇐⇒ [
(
FMi(a1i , ..., a

n
i )
)
i
] = [(bi)i]

⇐⇒ {i ∈ I : FMi(a1i , ..., a
n
i ) = bi} ∈ U.

後は tの構成に関する帰納法で示せばよい.最も単純な場合を示しておく：
t = F (u)で F は１変数関数記号，uは１変数の項とする．[a] ∈ M∗に対し
て，uM

∗
([a]) = [d]とすれば，帰納法の仮定から，{i ∈ I : uMi(ai) = di} ∈ U

となる．したがって，

FM∗
(uM

∗
([a])) = [b] ⇒ FM∗

([d]) = [b]
⇒ {i ∈ I : FMi(di) = bi} ∈ U & {i ∈ I : uMi(ai) = di} ∈ U
⇒ {i ∈ I : FMi(di) = bi & uMi(ai) = di} ∈ U
⇒ {i ∈ I : FMi(uMi(ai)) = bi} ∈ U.

逆も同様である．

定理 43 （ウルトラプロダクトの基本定理）φ(x1, ..., xn)をL-論理式とする．
任意の [a1], ..., [am] ∈M∗に対して次が成立する：

M∗ |= φ([a1], ..., [an]) ⇐⇒ {i ∈ I :Mi |= φ(a1i , ..., a
n
i )} ∈ U.

Proof: 0) φが原子論理式のときは補題から明らか．後は φの構成に関する
帰納法で示せばよい．
1) φが ¬ψのとき：

M∗ |= ¬ψ([a1], ..., [an]) ⇐⇒ M∗ |= ψ([a1], ..., [an])でない
⇐⇒ {i ∈ I :Mi |= ψ(a1i , ..., a

n
i )} /∈ U

⇐⇒ {i ∈ I :Mi |= ψ(a1i , ..., a
n
i )}c ∈ U

⇐⇒ {i ∈ I :Mi |= ψ(a1i , ..., a
n
i )でない } ∈ U

⇐⇒ {i ∈ I :Mi |= ¬ψ(a1i , ..., ani )} ∈ U.

2)φが ∃yψ(x1, ..., xn, y)のとき：

M∗ |= ∃yψ([a1], ..., [an], y) ⇐⇒ M∗ |= ψ([a1], ..., [an], [b]) for some b ∈M∗

⇐⇒ {i ∈ I :Mi |= ψ(a1i , ..., a
n
i , bi)} ∈ U for some bi’s

⇐⇒ {i ∈ I :Mi |= ∃yψ(a1i , ..., ani , y)} ∈ U

3) その他の論理記号の場合も同様である．
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系 44 φを L-閉論理式とする．このとき，

M∗ |= φ ⇐⇒ {ı ∈ I :Mi |= φ} ∈ U

上の系で主張していることを一言でいうと次のようになる：論理式φがウル
トラプロダクトで成立するのは，（U の意味で）ほとんどのMiたちが φを成
立させるときである．

例 45 Fi（i ∈ I）が体のとき，R =
∏

i∈I Fiは 1を持つ環になる．mを R
の極大イデアルとする. a ∈ Rに対して，Za = {i ∈ I : ai = 0}とおく．
U = {Za ⊂ I : a ∈ m}とすれば，U は I上のウルトラフィルターになる：最
初にA ∈ U , A ⊂ BならばB ∈ U が成り立つことに注意しておく．（有限交
叉性）Za1 , ..., Zan ∈ U とする．各 ai ∈ mに適当に Rの元をかけておけば，
ai : I → {0, 1}と仮定できる．もし，

Za1 ∩ · · · ∩ Zan = ∅

が成り立てば，関数 aiたちの共通零点がない．よって関数 1− aiたちが共通
に１となる点がない．このことから

∏
i≤n(1− ai) = 0を得る．展開して整理

すれば，1が ai ∈ mたちの積と和で表現されていることがわかる．これはm
が極大イデアルであることに矛盾する．（完全性）A ⊂ Iに対して，i ∈ Aの
とき値 0 をとり i /∈ Aのとき，値 1をとる aA ∈ Rをとる．aA ∈ mならば，
A = ZaA ∈ U である．aA /∈ mのときは，mの極大性により，

1 = a′aA + b

となるa′ ∈ Rと b ∈ mがある．したがって，Zb ⊂ (Za′aA)
c. しかし，A ⊂ Za′aA

なので，Zb ⊂ Ac. よって，Ac ∈ U である．

3.3 コンパクト性定理

ウルトラプロダクトの基本定理は非常に重要な定理である．この定理の帰結
として，コンパクト性定理がある．

言葉の使い方：T をL-閉論理式の集合とする．L-構造M が T のすべての論
理式を満たすとき，M は T のモデルであるといい，M |= T とかく．すなわ
ち，M |= T ⇐⇒ M |= φ (∀φ ∈ T )．

定理 46 （コンパクト性定理）T を L-閉論理式からなる一つの集合とする．
このとき，次は同値である．
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1. T はモデルを持つ（∃M s.t. M |= T）；

2. T の各有限部分はモデルを持つ（∀S ⊂fin T ∃MS s.t. MS |= S）．

Proof: 1 ⇒ 2は明らかである．2 ⇒ 1を示す．T の有限部分集合全体を I
とおく．各 S ∈ T に対して，MS |= Sとなる L-構造を一つずつ選んでおく．
φ ∈ T に対して，

Aφ = {S ∈ I :MS |= φ}

と定義する．ASは空でない Iの部分集合である．ASたち全体を F とおく．

Claim 1 F ⊂ P(I)は有限交叉性を持つ．

Aφ1 , ..., Aφn ∈ F とする．このとき，M{φ1,...,φn}は各φiのモデルになって
いるから，

{φ1, ..., φn} ∈ Aφ1 ∩ ... ∩ Aφn

したがって，Aφ1 ∩ ... ∩ Aφn ̸= ∅. （主張 1の証明終わり）

したがって，F を拡大して I上のウルトラフィルター U を作ることがで
きる．M =

∏
S∈IMS/U とおく．

Claim 2 M |= T .

各 φ ∈ T に対して，M |= φを示せばよい．そのためには，ウルトラフィ
ルターの基本定理により，{S ∈ I :MS |= φ} ∈ Uを示せばよい．しかし，こ
れはAφ ∈ U から明らかである．

例 47 （自然数の超準モデルの存在）自然数の集合 Nを {0, 1,+, ·, <}-構造
と考える．cを新しい定数記号として，T = {φ : N |= φ} ∪ {c > n : n ∈ N}
を考える．（c > nはこの言語では，c > 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸

n

とかかれている．）T の有

限部分集合 T0が与えられたとき，T0のモデルが存在することを示す．T0は
次の形（の部分集合）と思ってよい．

{φ : N |= φ} ∪ {c > n1, . . . , c > nk}

cの解釈を n = max{n1, ..., nk} + 1とすれば，Nは T0のモデルになる．コ
ンパクト性定理により，T 全体のモデルN∗が存在する．N∗をもともとの言
語 {0, 1,+, ·, <}に制限して考えよう．作り方から，N と N∗は論理式で区別
できない．しかし，N∗には cの解釈をとることができるので，Nと同型では
ない．
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例 48 （濃度の表現不可能性）L-構造M が 3個の以上の元を持つというこ
とは，論理式 ∃x1∃x2∃x3[x1 ̸= x2 ∧ x2 ̸= x3 ∧ x1 ̸= x3] で表現される．同様に
有限の nが与えられたとき，L-構造が n個以上の元を持つということを表現
する L-閉論理式 φnがある．このとき，

M |= φn ∧ ¬φn+1 ⇐⇒ M の濃度は n

が成立する．しかし，

M |= φ∗ ⇐⇒ M は有限

を成り立たせるL-閉論理式φ∗は存在しない：このようなφ∗が存在したとす
る．各有限の nに対して，濃度が n以上の有限L-構造Mnが存在する．この
ことは，T = {φ∗} ∪ {φn : n ∈ N} の各有限部分がモデルを持つことを意味
する．したがって T 全体にもモデルM が存在する．このM は無限だが φ∗

を成り立たせている．矛盾．κを無限基数とするとき，「M |= φκ ⇐⇒ M
の濃度は κ」となる φκも存在しないことがいえる．これは次の節で述べる
Löwenheim-Skolemの定理からもわかる．

3.4 Löwenheim-Skolemの定理

定義 49 （部分構造）M を L-構造とする．部分集合N ⊂ M が次の条件を
満たすときM の部分構造と呼ばれる．

1. c ∈ Lが定数記号のとき，cM ∈ N；

2. F ∈ Lが関数記号のとき，FM でN は閉じている．

NがMの部分構造のとき，各記号の解釈をNに制限することにより，Nは自
然にL-構造になる．すなわち，定数記号に対しては，cN = cM , n-変数関数記
号に対しては，FN = FM |Nn, m-変数述語記号については，PN = PM ∩Nm

とする．

問 50 群を {e, ∗ · ∗, ∗−1}-構造と考えれば，部分群の概念と部分構造の概念は
一致することを示せ．

定義 51 M を L-構造とする．

1. A ⊂M とする．言語Lに新しい定数記号 caたち（a ∈ A）を付加した
言語をL(A)とかく．Mは自然にL(A)構造となる．すなわち，cMA = a
と解釈する．
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2. 部分構造N ⊂Mは次の条件を満たすとき，基本部分構造（elementary
substructure）と呼ばれる：

(*) 任意の L(N)-閉論理式 φに対して，M |= φ ⇐⇒ N |= φ．

このとき，M はN の基本拡大とよばれる．

3. N がM の基本部分構造のとき，N ≺M あるいはM ≻ N とかく．

例 52 M を L-構造とする．T ∗をM で成立する L(M)-閉論理式全体の集合
とする．この T ∗を T の基本設計図（elementary diagram）という．T の勝手
なモデルはMの基本拡大と思うことができる．実際 a ∈Mに対して，cNa を
対応させる関数 σが基本部分構造としての埋め込みになっている．すなわち，
σ :M ∼= σ(M) ≺ N．別の言葉で言えば，σが基本写像になっている．

問 53 1. 基本部分構造の定義の (*)において，片側向きの矢印が成立すれ
ば実は両側向きの矢印が成立する．

2. ≺に対して推移性が成り立つことを示せ．

以下においてM は濃度が無限の L-構造とする．

補題 54 κを無限基数とするとき，Mの基本拡大で濃度が κ以上のものが存
在する．

Proof: T ∗をM の基本設計図とする．L(M)に属さない新しい定数記号を κ
個容易する．それらを {ci : i < κ}とする．L(M) ∪ {ci : i < κ}-閉論理式の
集合

T ∗∗ = T ∗ ∪ {ci ̸= cj : i < j < κ}

を考える．明らかに T ∗∗の有限部分はモデルを持つ．（有限個の ciたちはすべ
て異なるようにM の中で解釈してやることができる．）したがって，T ∗∗の
モデルNが存在する．N ≻Mと考えることができる．また T ∗∗の条件から，
N は κ個の異なる元を有するので濃度は κ以上である．
上の補題は，構造の大きさを大きい方に変えることができることを意味

している．次に構造の大きさを小さくする方向を考える．その場合に重要に
なるのが，基本部分構造の判定条件である．

補題 55 (Tarski-Vaughtの判定条件) MをL-構造とする．N ⊂Mに対して，
次は同値である：
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1. N ≺M ;

2. 勝手な L(N)-論理式 φ(x)に対して，

M |= ∃φ(x) ⇒ M |= φ(a)となる a ∈ N が存在する．

Proof: 1 ⇒ 2は易しいので省略（演習問題）．
2 ⇒ 1: L-論理式 φ(x1, ..., xn)の構成に関する帰納法で次を示す：

(*) M |= φ(a1, ..., an) ⇐⇒ N |= φ(a1, ..., an) (∀a1, ..., an ∈ N)

構造の定義から原子論理式 φ(x1, ..., xn)に対しては，(*)は成立する．問
題は φ(x1, ..., xn)が ∃yψ(y, x1, ..., xn)の場合である．

M |= ∃yψ(y, a1, ..., an) ⇐⇒ M |= ψ(b, a1, ..., an) (∃b ∈ N)
⇐⇒ N |= ψ(b, a1, ..., an) (∃b ∈ N)
⇐⇒ N |= ∃ψ(y, a1, ..., an)

ここで，１行目の同値性は条件２による．また１行目と２行目の間の同値性
は帰納法の仮定による．
以下では集合Aの濃度は |A|で表すことにする．

補題 56 M を L-構造とする．A ⊂ M に対して，N ≺ M で次の条件を満た
すものが存在する．

1. A ⊂ N ;

2. |M | ≤ |A|+ |L|+ ℵ0

Proof: A0 = Aからはじめて，M の部分集合の上昇列Ai (i < ω)を次の条
件を満たすように帰納的に構成することができる：各 i > 0 に対して，

• L(Ai−1)-論理式 φ(x)がM に解を持てばそのうち少なくとも一つはAi
の中にある；

• |Ai| ≤ |A|+ |L|+ ℵ0.

実際，|Ai| ≤ |A|+ |L|+ ℵ0のとき，L(Ai)-論理式の数も |A|+ |L|+ ℵ0以下
なので，それらの論理式の解を１つづつAiに付加したものをAi+1とすれば
よい．
最終的にすべてのAiたちが定義された時点で，N =

∪
i∈ω Aiとすれば，明

らかに濃度の条件２は成立する．Tarski-Vaughtの判定条件により，N ≺M
となる．
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定理 57 （Löwenheim-Skolemの定理）T をL-閉論理式の一つの集合とする．
T が無限モデルを持てば，任意の基数 κ ≥ |L|+ ℵ0 に対して，T のモデルN
で濃度が丁度 κになるものが存在する．

Proof: M を T の無限モデルとする．補題 54により，M∗ ≻ M で濃度が κ
以上になるものが存在する．A ⊂M∗を濃度が丁度 κの集合とする．補題 56
により，Aを含むN ≺ M∗で濃度が |A| + |L| + ℵ0(= κ)以下になるものが
存在する．しかし，N ⊃ Aだから |N | ≥ κ．よって，N の濃度は丁度 κであ
る．

二つの L-構造M ,N がまったく同じ L-閉論理式を満たすとき，それらは
elementarily equivalentであるといい，M ≡ N とかく．

系 58 Lが可算言語とし，M をL-構造とする．勝手な無限基数 κに対して，
N ≡M , |N | = κ となるN が存在する.

4 各種のモデル

4.1 Elementary Chain Theoremとその応用

まず次の例からはじめよう．

例 59 {Mi : i ∈ ω}をL-構造としての拡大列とする．各Miが T のモデルの
とき，

∪
i∈ωMiも T のモデルになるだろうか？T が「群の公理」や「体の公

理」のときは大丈夫である．しかし，一般には正しくない：各 i ∈ ωに対し
て，Mi = {n ∈ Z : n ≥ −i}とする．Miに通常の順序を入れて，{<}-構造と
みる．このとき，

• M0 ⊂M1 ⊂M2 ⊂ · · · ({<}-構造としての拡大列)；

• Mi |= “<は最小元を持つ全順序 ”

が成立する．しかし，
∪
i∈ωMi = Zは最小元は持たない．

定義 60 αを順序数とする．長さ αの L-構造の列 (Mi)i<αが条件

(*) i < j < α ⇒ Mi ≺Mj.

を満たすとき，基本鎖（elementary chain）と呼ばれる．
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定理 61 (Elementary Chain Theorem) (Mi)i<αを基本鎖とする．このとき，
M∗ =

∪
i<αMiは自然にL-構造となり，各MiはM∗の基本部分構造になる．

Proof: M∗上に定数記号，関数記号，述語記号の解釈を導入する．cM
∗
は一

定の値 cMiとする．また，m変数述語記号P の解釈はPM∗
=

∪
i<α P

Miとす
る．n変数関数記号 F の解釈も（集合論的にかけば）FM∗

=
∪
i<α F

Miとす
ればよい．

主張 Mi ≺M∗

次の命題を n ∈ ωに関する帰納法で示せばよい．

(∗)n 任意の i < αと論理記号の数が n以下の任意のL(Mi)-閉論理式 φに対
して次が成立する：M∗ |= φ ⇒ Mi |= φ

n = 0のとき，すなわち φが原子論理式のときは明らか．帰納法のステージ
では，φが ∃xψ(x)の形のときが本質的である．（その他の論理記号について
は演習問題．）M∗ |= ∃ψ(x) とする．このとき，ψ(x)の解 d ∈M∗が存在する
が，M∗ はモデルの和の形をしているので，d ∈MjとなるMjがある．i < j
としてよい．帰納法の仮定からMj |= ψ(d)である．よって，Mj |= ∃xψ(x).
Mi ≺MjだからMi |= φ．

定義 62 （有限充足性とタイプ）

1. M を L構造とし，A ⊂ M とする．列 x̄ = x1, ..., xn を自由変数として
持つL(A)-論理式の集合Φ(x̄)がMにおいて有限充足的であるとは，任
意有限個の φ1(x̄), ..., φn(x̄) ∈ Φ(x̄) に対して，

M |= ∃x̄[φ1(x̄) ∧ · · · ∧ φn(x̄)]

が成立（共通解が存在）することである．Φ(x̄)が有限充足的でなおか
つ完全（すなわち任意のL(A)- 論理式 φ(x̄)に対して，φ(x̄) ∈ Φ(x̄) ま
たは¬φ(x̄) ∈ Φ(x̄)が成立）のとき，Φ(x̄)はM におけるA上のタイプ
とよばれる．変数の数 nを強調したい場合は n変数タイプという．

2. A上のタイプ全体の集合を SM(A)とかく．Mが明らかなときは，省略
して S(A)とかく．自由変数が n個のA上のタイプの集合を Sn(A)と
かくことがある．

3. p ∈ S(A)のとき，Aをタイプ pの領域（domain）とよび，dom(p)で
あらわす．
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4. p(x)に属するすべてのφ(x)を満たす元を p(x)の解という．（解はM の
中に存在するとは限らない．）

例 63 1. Nを {<,+, 1}-構造とみる．Φ(x) = {x > 1, x > 1 + 1, x >
1 + 1 + 1, . . .}はNで有限充足的である．しかし，Nに解を持たない．

2. もう少し数学っぽい例．Q̄を代数的数の全体とする．「xはQ上の超越
数である」という条件は

Φ(x) = {f(x) ̸= 0 : f はQ-係数の自明でない多項式 }

という論理式の集合であらわされる．各多項式は有限個の解しか持た
ないので，Φ(x)は Q̄で有限充足的である．しかし，Φ(x)の解は Q̄に
ない．（拡大体の中には存在する．）

補題 64 MをL-構造として，L(A)-論理式の集合Φ(x̄)はMで有限充足的と
する．Φ(x̄)はA上のタイプに拡大される．

Proof: Φ(x)を拡大した有限充足的な集合のうち極大なものが存在する（Zorn
の補題）．この極大集合がタイプになっている．

問 65 p(x)をM におけるタイプとする．cを新しい定数記号として，T =
Th(M,a)a∈M ∪ p(c)を考える．T はモデルを持つことを示せ．（p(c)は {φ(c) :
φ(x) ∈ p(x)} のことである．）

問 66 A ⊂ M ≺ M∗とする．L(A)-論理式の集合 p(x̄)に対して，p(x̄)がM
においてタイプになることとM∗においてタイプになることは同値である．

次の補題はコンパクト性定理の簡単な応用である．

補題 67 MをL-構造とする．κを無限基数とする．このとき，次の条件を満
たす基本拡大M∗ ≻M が存在する：

(*) M∗におけるタイプ pが dom(p) ⊂ M , |dom(p)| < κを満たせばM∗に
解を持つ．

Proof: SをMにおけるタイプで条件 |dom(p)| < κを満たすもの全体の集合
とする．p ∈ Sに対して，新しい定数記号 cpを用意して，

T ∗ = Th(M,a)a∈M ∪
∪
p∈S

p(cp)
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なる閉論理式の集合を考える．右辺第２項は各 cpが pの解になることを主張
している．T ∗の各有限部分はモデルを持つので（M に定数記号 cpたちの解
釈を追加した形のモデルでよい），コンパクト性定理により T ∗全体もモデル
M∗を持つ．M∗は Th(M,a)a∈M のモデルだからM∗ ≻Mである．cpの解釈
が pの解になっているから，M∗は Sに属する各タイプの解を少なくとも１
つ持つ．
上で構成したモデルM∗は domainがM に属するタイプのうち，domain

の大きさが小さい（κ未満の）ものに対する解を持っている．しかし，domain
が小さくてもMからはみ出るものについては解があるかどうかはわからない．

定義 68（飽和性）MをL-構造とし，κは無限基数とする．Mが |dom(p)| < κ
なるすべてのタイプ pの解を持つとき，κ-飽和 (κ-saturated) であるといわ
れる．

定理 69 M をL-構造とし，κは無限基数とする．M の拡大M∗ ≻M で κ+-
飽和なものが存在する．

Proof: M0 =M から始まる elementary chain (Mi)i<κ+を以下の条件が成り
立つように作る：

1. A ⊂Mi, |A| < κ+ならばA上のすべてのタイプはMi+1に解を持つ．

2. δが極限順序数のときは，Mδ =
∪
i<δMi．

補題 67と elementary chainの性質 61により，このような elementary chain
は存在する．M∗ = Mκ+が求める κ+-飽和な構造である．実際，A ⊂ M∗を
濃度が κ以下の集合とすれば，A ⊂ MiとなるMi ≺ M∗が存在する．した
がって，A上のすべてのタイプはMi+1 ≺ M∗ で解を持つ．（A上のタイプの
概念はMi+1で考えてもM∗で考えても同じになることに注意．）

注意 70 Lが可算の場合を考える．可算構造Mからはじめることにより，上
の命題による構成を行う．このとき，κ+-飽和なM∗ ≻ M で濃度が 2κなも
のを作ることができる．

定義 71 M を L-構造とする．ā = a1, ..., an ∈M およびA ⊂M に対して，

tpM(a1, ..., an/A) = {φ(x1, ..., xn) : φ(x1, ..., xm)はM |= φ(a1, ..., an)となる L(A)-論理式}

を（M における）āのA上のタイプという．M が明らかなときは省略する．
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この表記のもとに，A 上のタイプ p(x̄) が M に解を持つということは
tp(ā/A) = p(x̄)となる ā ∈ M が存在することと書きなおすことができる．
またM が κ-飽和であることは，濃度が κ未満の A ⊂ M 上のタイプはすべ
て tp(ā/A) (ā ∈M)の形でかけることと同値になる．

問 72 M ≡ N を ℵ0-飽和な L-構造とする．tpM(ā) = tpN(b̄)なるとき，勝
手な a ∈ M に対して，適当に b ∈ M を選べば，tpM(ā, a) = tpN(b̄, b) と
できる．（ヒント：p(x̄, x) = tpM(ā, a)とする．条件）tpM(ā) = tpN(b̄)から
p(b̄, x)はN におけるタイプとなり，飽和性から解 b ∈ N を持つ．このとき，
tp(ā, a) = tp(b̄, b)である．M とN が elementarily equivalentという仮定は，
ā,b̄が空列の場合に使われる．）

4.2 Omitting Types Theorem

この節ではLは可算とし，T はモデルを持つL-閉論理式の集合とする．この
節での可算性の仮定は本質的である．特にタイプの排除定理はこの仮定なし
には成り立たない．
前節では，なるべく多くのタイプが解を持つように構造を拡大すること

を考えてた．ここでは，その反対になるべくタイプが解を持たないように構
造を作りたい．

定義 73 Σ(x)を L-論理式の集合とする．

1. 次の条件を満たすL-論理式φ(x)があるとき，Σ(x)は T で isolateされ
るという：

(a) T ∪ {∃φ(x)}はモデルを持つ；
(b) 任意の T のモデルMにおいて，φ(x)の解はすべてΣ(x)の解にな
る．（このことを T |= ∀x[φ(x) → Σ(x)]とかく．）

2. Σ(x)がM に解を持たないとき，Σ(x)はM で排除（omit）されると
いう．

上の定義から直ちに，T が完全でなおかつ Σ(x)が T で isolateされると
き，任意の T のモデルはΣ(x)の解を持つことがわかる．

定理 74 （タイプの排除定理）T でΣ(x)が isolateされなければ，Σ(x)を排
除する T のモデルが存在する．
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Proof: Lに属さない可算個の新しい定数記号 {ci : i ∈ ω}を用意する．Li =
L ∪ {cj : j < i}とおく．L ∪ {ci : i ∈ ω}に属する１変数論理式を一列になら
べて φi(x)（i ∈ ω）とする．ただし，φiはLi-論理式になるようにしておく．
Li-閉論理式の集合 T0 = T からはじめて Ti（i ∈ ω）を次のように定義して
ゆく：

(*) Ti+1 = Ti ∪ {∃xφi(x) → φi(ci)} ∪ {¬σi(ci)},

ただし σi(x) ∈ Σ(x)は Ti+1がモデルを持つようにとる．

主張 実際，Ti+1がモデルを持つように σi ∈ Σはとれる．

σi ∈ Σの取り方によらず，Ti+1がモデルを持たない（最小の）iがあった
とする．このとき，Tiの T 以外の部分をまとめて（∧でつなげて）θ(c̄)とか
けば，

T |= ∀x[θ(x, c̄) ∧ (∃xφi(x) → φi(ci)) → Σ(x)]

を得る．c̄は T に属さない定数記号の列なので，

T |= ∀x[∃ȳθ(x, ȳ) → Σ(x)].

これはΣが T で isolateされることを意味するので矛盾．（主張の証明終わり）

以上から，Tiたちが構成された．T ∗ =
∪
i∈ω Tiとおいて，M

∗ |= T ∗をと
る．M∗の中の必要な部分M = {cM∗

i : i ∈ ω}だけを抜き出す．条件 (*)か
らTarski-Vaughtの判定条件により，M ≺M∗がわかる．また各 ciに対して，
¬σi(ci)となる σi ∈ Σ があるので，M はΣの解を持たない．

問 75 （拡張されたタイプの排除定理）Σi(x)(i ∈ ω)を T で isolateされない
論理式の集合とする．このとき，すべてのΣi(x)を排除する T のモデルが存
在する．これを示せ．

例 76 Mを（論理式でかかれた）ペアノ公理系の可算モデルとする．NがM
の elementary end extensionであるとは，(i) M ≺ N , (ii) a ∈ M, b ∈ N, b <
a ⇒ b ∈ M が成り立つことである．すなわち，N はM の基本拡大だが，
増えている元はM の後ろだけに現れている．M の（真の）elementary end
extensionは存在する．
Proof: cを新しい定数記号として言語L(M)に付加する．この新しい言語に
おける理論 T ∗を

T ∗ = Th(M,a)a∈M ∪ {c > a : a ∈M}

とする．T ∗のモデルはM の真の elementary extensionとなる．
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Claim 1 φ(x)を L(M)-formulaとする．T ∗ ∪ {φ(c)} が consisitentになる
必要十分条件は

M |= ∃∞yφ(y)

となることである．

T ∗ ∪{φ(c)}が consistentとすれば，T ∗のモデルで，M∗ |= φ(c)となるも
のが存在する．a ∈M が与えられたとき，M∗ |= ∃y[y > a∧ φ(y)]（cがその
解）だから，

M |= ∃y[y > a ∧ φ(y)].

a ∈M は任意なので，このことはM |= ∃∞yφ(y)を意味する．

さて，b ∈M に対して，(partial) type Σb(x)を

Σb(x) = {x < b} ∪ {x ̸= d : d ∈M,d < b}

とする．次の主張がいえればよい（拡張されたタイプの排除定理）．

Claim 2 Σb(x)は T ∗において isolateされない．

Σb(x)が φ(x, c)によって isolateされたとする．すなわち，

1. T ∗ ∪ {φ(x, c)} ⊢ x < b;

2. T ∗ ∪ {φ(x, c)} ⊢ x ̸= d (∀d <M b)

条件１より，特に ∃x < b φ(x, c)は T ∗と consistent．したがって，Claim 1
により，

M |= ∃∞y ∃x < b φ(x, y).

b未満のM の元は（M の意味で）有限個なので，部屋割り論法により，

M |= ∃x < b ∃∞y φ(x, y). (1)

M |= ∃∞y φ(d, y) (for some d ∈M with d < b) (2)

このことは，主張１により，次の集合が consisitentになるこを示す．

T ∗ ∪ {φ(x, c)} ∪ {x = d}.

これは条件 2に反する．
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5 超準解析の基礎

5.1 Rの拡大
Rを実数の構造とする．ここで，言語を増やすことを考える．すなわち，

• 各 r ∈ Rに対して，定数記号 crを用意する．

• 各関数 f : Rn → Rに対して，関数記号 Ff を用意する．

• 各集合X ⊂ Rmに対して，述語記号 PX を用意する．

Rはこの言語Lの構造と見ることができる．すなわち，cRr は r自身，FfRも
f 自身，PXRもX自身と解釈する．

T = {φ : R |= φ, φは L-閉論理式 }

とする．もちろん，Rは T のモデルである．ここで cを新しい定数記号と
して，

T ∗ = T ∪ {c ̸= 0} ∪ {|c| < cr : r ∈ R, r > 0}
とする．cは 0でないが，どんな正の実数よりも絶対値が小さいという主張
を T に付け加えている．

主張 A T ∗の有限部分 T0は常にモデルを持つ．

T0 = {φ1, ..., φm} ∪ {c ̸= 0} ∪ {|c| < r1, ..., |c| < rn} としてよい．ただし，ri
たちは正の実数である．ここで，d = min{r1, ..., rn}/2として，cの解釈を d
とすれば，Rは T0のモデルとなる．（Claimの証明終わり）

したがって，コンパクト性定理により，T ∗のモデルR∗が存在する．T ⊂ T ∗

だから，，Rで成立するすべてのL-閉論理式がR∗上でも成立する．R∗を使っ
てRの性質を調べる手法を超準解析という．

補題 77 RはR∗に埋め込める．この埋め込みによりR ⊂ R∗と思う．

Proof: σ : R → R∗を σ(r) = cr
R∗
で定義する．m変数関数記号 Ff ∈ Lに

対して，

R |= Ff (r1, ..., rm) = s ⇐⇒ R |= Ff (cr1 , ..., crm) = cs
⇐⇒ Ff (cr1 , ..., crm) = cs ∈ T
⇐⇒ R∗ |= Ff (cr1 , ..., crm) = cs
⇐⇒ R∗ |= Ff (cr1

R∗
, ..., crm

R∗
) = cs

R∗

⇐⇒ R∗ |= Ff (σ(r1), ..., σ(crm)) = σ(s).
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述語記号に対しても同様の同値性が証明できる．したがって，σは Rを R∗

の中に同型に埋め込んでいる． 上の補題により，R ⊂ R∗ と考える．また
関数 Ff

R∗
は f の拡張になる．FfR

∗
を以下では f ∗と略記する．同様に集合

X ⊂ Rmの拡大となる PX
R∗
はX∗とかく．a ∈ R∗が任意の r ∈ R, r > 0よ

りも小さいとき，aを無限小とよぶ．cの解釈 cR
∗
は 0でない無限小である．

また，2cR
∗
, 3cR

∗
,...などはすべて無限小である．したがって，RはRと論理

式では区別できないが，（0でない）無限小を持つ構造となる．R∗の元を超実
数という．

注意 78 N∗ ̸= Nである．R |= ∀x∃y ∈ N(y < x < y + 1)であるから，
R∗ |= ∀x∃y ∈ N∗(y < x < y+1)である．d = 1/cは無限大の元である．この
dに対して，

R∗ |= n∗ < d < n∗ + 1

となる n∗ ∈ N∗が存在する．n∗ ∈ N∗ rN である．またそれは無限大の自然
数となる．

5.2 連続関数

定義 79 a, b ∈ R∗に対して，a− bが無限小となるとき，a ≈ b とかく．

命題 80 a ∈ Rとする．関数 f : R → Rに対して次は同値である．

1. f は aにおいて連続である．

2. 任意の無限小 εに対して，f ∗(a+ ε) ≈ f ∗(a)

Proof: 1 ⇒ 2: f が aで連続とする．各自然数 n ̸= 0に対して，

R |= ∀x(|x− a| < δn → |f(x)− f(a)| < 1/n)

を満たす実数 δn > 0が存在する．R∗においても同じ論理式が成立する．す
なわち，

R∗ |= ∀x(|x− a| < δn → |f ∗(x)− f ∗(a)| < 1/n).

ここで xに a+ εを代入すると，

R∗ |= |(a+ ε)− a| < δn → |f ∗(a+ ε)− f ∗(a)| < 1/n.

仮定部分 |(a+ ε)− a| < δn は成立するので，

R∗ |= |f ∗(a+ ε)− f ∗(a)| < 1/n

が任意の nに対して成立することになる．このことは f ∗(a+ ε) ≈ f ∗(a)を意
味する．
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2 ⇒ 1: f が aで連続でないとする（1でないとする）．このとき，ϵ > 0と関
数 g : N → Rで，

R |= ∀x ∈ N [ |g(x)− a| < 1/x ∧ |f(g(x))− f(a)| > ϵ ]

となるものが存在する．R∗においても同様の性質が成立する：

R∗ |= ∀x ∈ N∗ [ |g∗(x)− a| < 1/x ∧ |f ∗(g∗(x))− f ∗(a)| > ϵ ]

xに無限大の自然数 b ∈ N∗ rNを代入すると，

R∗ |= |g∗(b)− a| < 1/b ∧ |f ∗(g∗(b))− f ∗(a)| > ϵ

を得る．このとき，|g∗(b)− a| < 1/b < r (∀r ∈ R, r > 0) なので，g∗(b)− a
は無限小．しかし，f ∗(g∗(b))− f ∗(a)は無限小ではない．よって 2は成立し
ない．

注意 81 上の議論から次の同値性もわかる．

1. limx→a f(x) = b

2. a∗ ≈ a, a∗ ∈ R∗ ⇒ f ∗(a∗) ≈ b.

命題 82 関数 f : R → Rに対して，次は同値である．

1. f は一様連続である．

2. 任意の a, b ∈ R∗に対して，

a ≈ b⇒ f ∗(a) ≈ f ∗(b).

Proof: 1 ⇒ 2: 1を仮定する．各 n ∈ Nr {0}に対して，δn ∈ R+を以下の
ように選ぶ．

R |= ∀x, y(|x− y| < δn → |f(x)− f(y)| < 1/n).

同じ論理式はR∗でも成立する．すなわち，

R∗ |= ∀x, y(|x− y| < δn → |f ∗(x)− f ∗(y)| < 1/n).

a, b ∈ R∗を a ≈ bなる元とする．このとき，

R∗ |= |a− b| < δn → |f ∗(a)− f ∗(b)| < 1/n
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が任意の nに対して成立．しかし仮定部分は成立しているので，

R∗ |= |f ∗(a)− f ∗(b)| < 1/n

が n = 1, 2, ..でなりたつ．これは f ∗(a) ≈ f ∗(b)を示す．
2 ⇒ 1: 1でないとする．このとき，ϵ > 0と関数 g : N → R, h : N → R

で，
R |= ∀x ∈ N[|g(x)− h(x)| < 1/x ∧ |f(g(x))− f(h(x))| > ϵ]

が成立するものがある．よって，

R∗ |= ∀x ∈ N∗[|g∗(x)− h∗(x)| < 1/x ∧ |f ∗(g∗(x))− f ∗(h∗(x))| > ϵ].

k ∈ N∗ rNを xに代入すると，

R∗ |= |g∗(k)− h∗(k)| < 1/k ∧ |f ∗(g∗(k))− f ∗(h∗(k))| > ϵ.

1/k < 1/n (n = 1, 2, ...)が成立することに注意．このとき，a = g∗(k), b =
h∗(k)とおけば，a ≈ b, f ∗(a) ̸≈ f ∗(b) がわかる．

問 83 1. a ∈ R∗が有限の超実数（R∗ |= |a| < nとなる自然数 n ∈ Nが存
在する）ならば，a ≈ bとなる b ∈ Rが存在する．

2. f : [a, b] → Rは有界閉区間で定義された連続関数とする．このとき，f
は一様連続となることを示せ．

5.3 コンパクト集合

以下では，Rの部分集合に対して議論するが，Rnや一般の位相空間に対し
ても，類似のことが成り立つ．

定義 84 K ⊂ Rがコンパクトであるとは，K の任意の開被覆 {Oi : i ∈ I}
（各Oiは開集合で，K ⊂

∪
i∈I Oiとなる）に対して，K ⊂

∪
i∈F Oiとなる有

限集合 F ⊂ Iが存在すること．

命題 85 K ⊂ Rに対して次は同値である．

1. Kはコンパクト．

2. 任意の a∗ ∈ K∗ ⊂ R∗に対して，無限に近い（a ≈ a∗となる）a ∈ Kが
存在する．
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Proof: 1 ⇒ 2: 2でないとする．このとき，a∗ ∈ K∗を以下のようにとれる：

(*) 任意の a ∈ Kに対して，a∗ /∈ Uεa(a)
∗となる εa ∈ R+ が存在する．

{Uεa(a) : a ∈ K}はKの開被覆であるから，Kがコンパクトであれば，有限
部分開被覆 {Uεa(a) : a ∈ F}が存在する．このときR ≺ R∗より，{Uεa(a)∗ :
a ∈ F}はK∗の被覆となる．しかし，それは a∗の選び方に反する．

2 ⇒ 1: K がコンパクトでないとする．有限個には落とせないK の開被
覆 {Oi : i ∈ N}が存在する．このとき，次の論理式の集合 Γ(x) はRで有限
充足的．

Γ(x) = {x ∈ K} ∪ {¬(x ∈ Oi) : i ∈ N}.

したがって

R |= (∀n ∈ N)(∃x ∈ K)[∀y ∈ N(y ≤ n→ ¬(x ∈ Oy))].

R ≺ R∗ により同じ論理式はR∗でも成立する．よって n∗ ∈ N∗を無限大自然
数とすれば，適当な a∗ ∈ K∗をとれて，

R∗ |= ∀y ∈ N∗(y ≤ n∗ → ¬(a∗ /∈ Oy))

となる．特に任意の i ∈ Nに対して（i ≤ n∗なので）a∗ /∈ O∗
i となる．

主張 A a∗ ≈ a ∈ Kとなる aは存在しない．

このような a ∈ Kが存在したとする．a ∈ Oiとなる i ∈ Nがとれる．Oiは
開集合なので，a ∈ Uε(a) ⊂ Oi なる ϵ ∈ R+がとれる．このとき，a∗ /∈ Uε(a)
となる．これは a∗ ̸≈ aを意味する．

注意 86 上の議論では，開被覆の大きさを可算とした．Rにおいては正しい
議論である．しかし拡大モデルの飽和性を仮定しておけば，一般の濃度の開
被覆で同じ議論をすることができる．

5.4 微分可能性

次は明らかである．

命題 87 f : R → Rおよび a, α ∈ Rについて以下は同値である．

1. f は x = aで微分可能で，f ′(a) = αである．
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2. 任意の無限小 ε ∈ R∗に対して，

f ∗(a+ ε)− f(a)

ε
≈ α.

命題 88 （平均値の定理）f : [a, b] → Rは連続で，開区間 (a, b)で微分可能

とする．このとき，f ′(c) =
f(b)− f(a)

b− a
となる c ∈ (a, b)が存在する．

5.5 積分

定義 89 R∗の定義可能関数 δ : {n ∈ N∗ : n ≤ n∗} → [a, b]∗ が区間 [a, b]∗の
無限小分割であるとは，

1. δが単調増加，

2. δ(0) = a, δ(n∗) = b，

3. δ(i+ 1) ≈ δ(i) (∀i)

となることである．このとき簡単に δ(0) < δ(1) < · · · < δ(n∗)が [a, b]∗の無
限小分割であると言う．また定義可能関数 c : {n ∈ N∗ : n < n∗} → [a, b]∗が
上の無限小分割の選出関数であるとは，c(i) ∈ [δ(i), δ(i + 1)]∗ (∀i)となるこ
ととする．

命題 90 連続関数 f : [a, b] → Rおよび α ∈ Rについて以下は同値である．

1.
∫ b
a
f(x)dx = α.

2. [a, b]∗の任意の無限小分割 δ(0) < δ(1) < · · · < δ(n∗)およびその選出関
数 c : {n ∈ N∗ : n < n∗} → [a, b]∗ に対して，∑

i≤n∗

f ∗(c(i))(δ(i+ 1)− δ(i)) ≈ α.

Proof: n ∈ Nに対して，[a, b]の n等分割を a = a0 < · · · < an = b とする．
各小区間 [ai, ai+1]から２点 di, eiを f が最小値を与える点，および最小値を
与える点として選ぶ．このとき積分

∫ b
a
f(x)dxの上と下からの近似

Sn =
∑
i≤n

f(di)(ai+1 − ai)
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sn =
∑
i≤n

f(ei)(ai+1 − ai)

が存在する．さらに我々の無限小分割での和に関しても，

sn ≼
∑
i≤n∗

f ∗(c(i))(δ(i+ 1)− δ(i)) ≼ Sn

が成立する（ただし x ≼ y ⇐⇒ x < y or x ≈ y）．snおよび Snはともに積
分値 αに収束するので，求めたい同値性が得られる．

問 91 無限小分割およびその選出関数の定義可能性はどのように使われてい
るか考察せよ．

命題 92 f : [a, b] → Rを連続関数として，g : [c, d] → [a, b]を全単射C1級関
数，g(c) = a, g(d) = bとする．このとき，∫ b

a

f(x)dx =

∫ d

c

f(g(t))g′(t)dt.

Proof: 区間 [c, d]の無限小分割∆ = {δ0 < · · · < δn∗} を一つとる．このと
き，∆′ = {g∗(δ0) < · · · < g∗(δn∗)} は区間 [a, b] の無限小分割になっている．
いま∆の選出関数 cを (g′)∗(ci) · (δi+1 − δi) = g∗(δi+1)− g∗(δi)となるように
選ぶ（R∗で平均値の定理を使う）．このとき，∫ d

c
f(g(t))g′(t)dt ≈

∑
i≤n∗ f ∗(g∗(ci))(g

′)∗(ci)(δ(i+ 1)− δ(i))
=

∑
i≤n∗ f ∗(g∗(ci))(g

∗(δ(i+ 1))− g∗(δ(i)))

≈
∫ b
a
f(x)dx.

上の式変形で，両端は実数値なので等号を得る．

5.6 重積分

R2におけるC1-級閉曲線Cで囲まれた領域Dでの重積分について考える．

定義 93 D ⊂ R2，n∗ ∈ N∗とする．R2の部分集合からなる集合族∆ = {∆(i) :
i ≤ n∗} がDの無限小三角形被覆であるとは，

1. D ⊂
∪
i≤n∗ ∆(i),

2. ∆(i) ∩D ̸= ∅ (∀i ≤ n∗)
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3. 二つの無限小三角形は辺のみを共有する．

4. 各∆(i)は (R∗)2の無限小三角形であり，iに対して∆(i)の頂点の座標
を与える関数は定義可能である．

さらにこの被覆が

4. C（Dの境界）と交わりを持つ∆(i)の全体の面積和は無限小である

を満たすとき，Dの無限小三角形分割という．

補題 94 D ⊂ R2を連続関数で挟まれた縦線集合（2次元セル）とする．こ
のとき，任意の無限小三角形被覆∆は無限小三角形分割になる．

Proof: f : [0, 1] → Rを連続関数とする．グラフ f と共通部分を持つ無限
小三角形全体を∆0 ⊂ ∆とする．∆0に属する三角形の面積和≈ 0を示せば
よい．a0 < · · · < anを [0, 1]の n等分点とする．与えられた ε > 0に対して，
一様連続性から，nを十分大きくとれば，

f ⊂
∪
i<n

[ai, ai+1]× (f(ai)− ε, f(ai) + ε)

となる．∆0は右辺に含まれる．また右辺の面積は 2εである．εは任意であっ
たから，∆0の面積和≈ 0 を得る．

以下では領域D ⊂ R2は上のよい性質（境界部分の「面積」が小さい）を
持つとする．このとき次の命題は１次元の積分と全く同じ議論で証明できる．

命題 95 連続関数 f : D → Rおよび α ∈ Rについて次は同値である．

1.
∫∫

D
f(x)dx = α.

2. Dの任意の無限小三角形分割∆およびその選出関数 c : {n ∈ N∗ : n <
n∗} → D∗ (c(i) ∈ ∆(i)) に対して，∑

i≤n∗

f ∗(c(i))(δ(i+ 1)− δ(i)) ≈ α.

補題 96
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命題 97 （変数変換）D,E ⊂ R2 とする．関数 (f, g) : D → E, (x, y) 7→
(f(x, y), g(x, y)), が全単射C1級とする．このとき，連続関数 F : E → Rに
対して，∫∫

E

F (x, y)dxdy =

∫∫
D

F (f(u, v), g(u, v))

∣∣∣∣∣∣∣∣fu fv
gu gv

∣∣∣∣∣∣∣∣ dudv.
Proof: 簡単のために，F ≡ 1の場合を示す．Dの無限小三角形分割∆ =
{∆(i) : i ≤ n∗}をとる．このとき，∆(i)の辺の長さは1/

√
n∗（以下）程度と仮

定してよい（縦横をm∗等分する正方形分割を半分にして三角形を作ると，辺の
長さは 1/m∗程度で，三角形は 2 ·(m∗)2だけできる）．(u0, v0), (u1, v1), (u2, v2)
を頂点とする無限小三角形∆(i)に注目する．fと gは全微分可能であるから，

f(u1, v1) = f(u0, v0) + fu(u0, v0)α1 + fv(u0, v0)β1 + ε1
g(u1, v1) = g(u0, v0) + gu(u0, v0)α1 + gv(u0, v0)β1 + ε2
f(u2, v2) = f(u0, v0) + fu(u0, v0)α2 + fv(u0, v0)β2 + ε3
g(u2, v2) = g(u0, v0) + gu(u0, v0)α2 + gv(u0, v0)β2 + ε4

を得る．ただし，αk = uk − u0, βk = vk − v0であり，εたちは α, βたちに比
して無限に小さい．よって 1/

√
n∗よりも無限に小さい．行列の形でかけば，(

△f1 − ε1 △f2 − ε3
△g1 − ε2 △g2 − ε4

)
=

(
fu fv
gu gv

)(
α1 α2

β1 β2

)
ここで，△f1 = f(u1, v1) − f(u0, v0)である．上式の両辺の行列式（の絶対
値）をとれば，∣∣∣∣△f1 △f2

△g1 △g2

∣∣∣∣+（△ · εの形の有限和など）=
∣∣∣∣fu fv
gu gv

∣∣∣∣ · ∣∣∣∣α1 α2

β1 β2

∣∣∣∣
となる．ただし△ · εは△fi · εj の形を代表している．すべての i ≤ n∗につ
いてこれらの和をとる．左辺の第１項の和は≈ 2

∫∫
E
Fdxdyとなる．また右

辺の和は≈ 2
∫∫

D
F (f(u, v), g(u, v))

∣∣∣∣∣∣∣∣fu fv
gu gv

∣∣∣∣∣∣∣∣ dudvとなる．C1性から，△の

大きさは 1/
√
n∗程度である．したがって∆ · εたちを n∗個集めても無限小で

ある．以上により命題は証明された．
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6 ペアノの公理

6.1 ペアノ (Peano)の公理

定義 98 算術の言語 LAとは

LA = {0, S,+, ·, <}

である．ただし，0は定数記号，Sは１変数関数記号，+, · は２変数関数記
号である．また Peano の公理（PA）とは次の LA-論理式の集合である．

1. Sに関する公理：

• ∀x(S(x) ̸= 0);

• ∀x, y(S(x) = S(y) → x = y);

2. <に関する公理：

• 全順序の公理;

• 0は最小元;

• ∀x, y(x < Sy ↔ x ≤ y);

3. +に関する公理：

• ∀x(x+ 0 = x);

• ∀x, y(x+ Sy = S(x+ y));

4. ·に関する公理：

• ∀x(x · 0 = 0);

• ∀x, y(x · S(y) = x · y + x);

5. 帰納法の公理群：

φ(0) ∧ ∀x(φ(x) → φ(S(x))) → ∀xφ(x),

φは LA-論理式で，自由変数を x以外に含んでいてもよい．

問 99 Sの解釈を S(n) = n+1とするとき，NはPAのモデルになることを
示せ．
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問 100 1. PA ⊢ ∀y(y ̸= 0 → ∃x(y = S(x))).

2. PA ⊢ ∀x(Sn(x) ̸= x) (n = 1, 2, ...).

3. PA ⊢ ∀x(x+ 0 = 0 + x).

4. PA ⊢ ∀x, y(Sx+ y = x+ Sy) (induction on y).

5. PA ⊢ ∀x, y(x+ y = y + x).

6. PA ⊢ ∀x, y(x · y = y · x).

定義 101 n ∈ ωに対して，LAの項 Sn(0)を nと略記する．ただし，0は 0
である．

補題 102 m,n ∈ ωとする．

1. PA ⊢ m+ n = m+ n.

2. PA ⊢ ∀x(x < n+ 1 ↔
∨
m≤n x = m).

Proof: 1. nに関する帰納法による．（注意．formal inductionではない．）
2. 左辺は x ≤ nと同値（<の公理）．n = 0のとき，0が最小元なので，

これは x = 0と同値になる．また一般の場合，

x < n+ 1 ↔ x < S(n)
↔ x ≤ n · · · <の公理
↔ x = n ∨ x < n.

最後の行に帰納法を適用すればよい．（これも外側での帰納法．）

注意 103 以下では誤解のない範囲で，nを単に nとかく．

問 104 以下の論理式が PAで証明できることを示せ．

1. ∀x, y[y ̸= 0 → ∃z, w(x = x · z + w ∧ w < y)].

2. ∀z∃x, y(< x, y >= z), ただし< x, y >= (x+ y)(x+ y + 1)/2 + y.

3. ∀x, y, x′, y′(< x, y >=< x′, y′ >→ x = x′ ∧ y = y′).

定義 105 PAの拡大．LAに２変数関数記号Eを加えた言語を考え，次の公
理を PAに付加する．
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6. べきの公理（xyを想定した関数）：

• ∀xE(x, 0) = 1.

• ∀x, y(E(x, Sy) = E(x, y) · x).

また，帰納法の適用される論理式の範囲もLA ∪{E}-論理式にまで拡大する．
この体系を PA+とかくことにする．

事実 106 実はEは PAで定義される関数である．すなわち３変数の LA-論
理式 θ(x, y, z)が存在して，べきの公理を満たす：

• PA ⊢ ∀x, y∃!zθ(x, y, z).

• PA ⊢ ∀x[θ(x, 0, 1)]

• PA ⊢ ∀x, y∃z, w[θ(x, Sy, z) ∧ θ(x, y, w) ∧ z = w · x].

問 107 θ′もべきの公理を満たすとき，PA ⊢ ∀x, y, zθ(x, y, z) ↔ θ′(x, y, z)
となることを示せ．

以上の事実により，PAにはべき乗関数は関数記号として定義されてはい
ないが，論理式で定義されるので，べき乗関数が PA内部に存在すると考え
てよい．すなわち，PA+ = PAと考えることができる．さらに，べき乗関数
を定義する論理式の階層（後でのべる）はかなり低いことが知られている．

問 108 PA+ = PAの意味を述べよ．

6.2 論理式の階層

省略形：∃x<aφは ∃x (x < a∧φ)の省略形である．また ∀x<aφは ∀x (x <
a → φ) の省略形である．また適宜 ∃x≤aφなどの省略形も用いる（何の省
略形であるかは上のことから自明であろう）．∃x<aφなどの形の quantifier
を有界量化記号 (bounded quantifier)とよぶ．

定義 109 1. 原始論理式を全て含み，ブール結合，有界量化記号 (∃x < t,
∀x < t, tは xを持たない term)をつける操作で閉じた論理式の最小集
合を∆0とかく．
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2. Σ0 = Π0 = ∆0として，帰納的に

Σn+1 = {∃xnφ : φ ∈ Πn},

Πn+1 = {∀xnφ : φ ∈ Σn}
を定める．

3. Σn(PA) = {φ : PA ⊢ φ ↔ ψ (∃ψ ∈ Σn)}. Πn(PA) = {φ : PA ⊢
φ↔ ψ (∃ψ ∈ Πn)}.

注意 110 与えられた論理式がΣn, Πnに属するか否かは，論理式の形によっ
て簡単に判断できる．しかし，Σn(PA), Πn(PA)に属するかどうかは形だけ
では判断できない．

命題 111 Σn(PA)およびΠn(PA)は有界量化記号で閉じている．

Proof: 正確には帰納法による．Σ1(PA)が ∀x < u量化記号で閉じている
ことを示す．φ(x) ∈ Σ1(PA)とする．これと同等な φ0(x) ∈ Σ1が存在する．
φ0(x) は，原始論理式 θを用いて，

φ0(x) = ∃yθ(x, y)

という形にかけている．

主張 A PA ⊢ ∀x < u∃yθ(x, y) → ∃z∀x < u∃y < zθ(x, y).

以下M |= PAで議論する．与えられた a ∈M に対して，

M |= ∀x < a∃yθ(x, y) → ∃z∀x < a∃y < zθ(x, y)

を示せばよい．そこでM |= ∀x < a∃yθ(x, y)を仮定する．

u ≤ a→ ∃z∀x < u∃y < zθ(x, y)

を χ(u)とかく．M |= ∀uχ(u)をM の中の帰納法で示す．χ(0)は成立して
いる．また χ(b)が b ≤ aに対して成立していると仮定する．（b + 1 ≥ aな
らば，自明に χ(b + 1)が成立するので）b + 1 < a と仮定する．帰納法の仮
定から d ∈ M で ∀x < b∃y < dθ(x, y)となる dは存在する．また e ∈ M を
M |= θ(b, e) なる元とする．d∗ = max{d, e}とすれば，

M |= ∀x < b+ 1∃y < d∗θ(x, y)

を得る．すなわち χ(b+ 1)を得る．帰納法からM |= ∀uχ(u). 特に u = aと
すれば，目的の式を得ることになる．(End Claim)
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上の逆向きは明らかなので，結局次を得る．

主張 B PA ⊢ ∀x < u∃yθ(x, y) ↔ ∃z∀x < u∃y < zθ(x, y).

左辺は ∀x < uφ0であり，それは ∀x < uφ と同値である．また右辺はΣ1-論
理式である．よって結論が証明された．

問 112 1. Σ1(PA)が ∃x < uをつけることで閉じていることを示せ．（ヒ
ント： 命題 111より，ずっとやさしい理由による．）

2. 命題 111の証明で，∀uχ(u)を示すためには，Σ1-論理式に対する帰納
法があれば十分なことを示せ．（ヒント：χ(u) ∈ Σ1 となることに注意
せよ．）

6.3 終端拡大 (End Extension)

定義 113 M, N |= PAで，N がM の拡大構造（M が N の部分構造）に
なっているとする．N がM の端拡大（end extension）であるとは，

• a ∈M, b ∈ N, b < a ⇒ b ∈M

が成り立つことである．すなわち，N rM に属する元がM よりも後ろに現
れているとき，端拡大という．

定理 114 M |= PAを可算モデルとする．Mの（真の）基本端拡大（elemen-
tary end extension）は存在する．

Proof: cを新しい定数記号として言語L(M)に付加する．この新しい言語に
おける理論 T ∗を

T ∗ = Th(M,a)a∈M ∪ {c > a : a ∈M}

とする．T ∗のモデルはM の真の elementary extensionとなる．

主張 A φ(x)を L(M)-formulaとする．T ∗ ∪ {φ(c)} が consisitentになる必
要十分条件は

M |= ∃∞yφ(y)

となることである．

T ∗ ∪{φ(c)}が consistentとすれば，T ∗のモデルで，M∗ |= φ(c)となるも
のが存在する．a ∈M が与えられたとき，M∗ |= ∃y[y > a∧ φ(y)]（cがその
解）だから，

M |= ∃y[y > a ∧ φ(y)].
a ∈M は任意なので，このことはM |= ∃∞yφ(y)を意味する．
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さて，b ∈M に対して，(partial) type Σb(x)を

Σb(x) = {x < b} ∪ {x ̸= d : d ∈M,d < b}

とする．次の主張がいえればよい（拡張されたタイプの排除定理）．

主張 B Σb(x)は T ∗において isolateされない．

Σb(x)が φ(x, c)によって isolateされたとする．すなわち，

1. T ∗ ∪ {φ(x, c)} ⊢ x < b;

2. T ∗ ∪ {φ(x, c)} ⊢ x ̸= d (∀d <M b)

条件１より，特に ∃x < b φ(x, c)は T ∗と consistent．したがって，Claim 1
により，

M |= ∃∞y ∃x < b φ(x, y).

b未満のM の元は（M の意味で）有限個なので，部屋割り論法により，

M |= ∃x < b ∃∞y φ(x, y). (3)

M |= ∃∞y φ(d, y) (for some d ∈M with d < b) (4)

このことは，主張１により，次の集合が consisitentになるこを示す．

T ∗ ∪ {φ(x, c)} ∪ {x = d}.

これは条件 2に反する．

7 量化記号消去とモデル完全性

7.1 準備

定義 115 1. ∆をL-論理式の集合とする．Tが∆-消去性（∆-elimination）
を持つとは，T のもとで任意の論理式 φ(x̄)が∆に属する論理式 ψ(x̄)
と同値になることである．

2. T が量化記号消去を許すとは，T のもとで，任意の論理式 φ(x̄)が量化
記号を持たない論理式 ψ(x̄)と同値になることである．

3. M ≡∆ N ⇔ 任意の閉論理式 φ ∈ ∆ に対して，M |= φ ⇐⇒ N |= φ．
∆が閉論理式全体のときは，M ≡ N とかく．
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注意 116 1. QF を量化記号を持たない論理式全体とする．このとき，T
が量化記号を消去することと，T がQF -eliminationを持つこととは同
値である．

2. 量化記号のない閉論理式が存在しなければ，量化記号消去が絶対に不
可能になってしまう．このことを回避するための方法はいくつかある
が，ここでは Lが定数記号を少なくとも一つ含むとする．

命題 117 ∆はブール結合（Boolean combination）で閉じているとする．次
は同値である．

1. T が∆-eliminationを持つ．

2. 任意のM,N |= T，および同じ長さの ā ∈M，b̄ ∈ N に対して，

(M, ā) ≡∆ (N, b̄) ⇒ (M, ā) ≡ (N, b̄).

Proof: (1 ⇒ 2)は明らかである．(2 ⇒ 1)を示す．1でないとする．このと
き，論理式 φ(x̄)で，どんな∆-論理式とも同値にならないものが存在する．

Ψ = {ψ(x̄) ∈ ∆ : T |= ∀x̄(ψ(x̄) → ψ(x̄))}

とする．

主張 A T ∪ {φ(x̄)} ∪ {¬ψ(x̄) : ψ(x̄) ∈ Ψ}は整合的である．

整合的でないとすれば，有限個の ψ1, ..., ψm ∈ Ψを選んで，

T |= ∀x̄[φ(x̄) →
∨

ψi(x̄)].

Ψの定義から，
∨
ψi(x̄) → φ(x̄)も T のもとで成立する．よって，φ(x̄)は∆-

論理式
∨
ψi(x̄)と同値になる．これは矛盾である．（Claim Aの証明終わり）

このことから，M |= T および ā ∈M を

• M |= φ(ā),

• M |= ¬ψ(ā) (∀ψ ∈ ∆)

となるように選ぶ．Γ(x̄)を āによって満たされる∆-タイプとする．すなわち，

Γ(x̄) = tp∆(ā) = {ψ(x̄) ∈ ∆ :M |= ψ(ā)}.
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主張 B T ∪ {¬φ(x̄)} ∪ Γ(x̄) は整合的である．

整合的でないとすれば，ψ1(x̄), ..., ψn(x̄) ∈ Γ を選んで，

T |= ∀x̄[
∧

ψi(x̄) → φ(x̄)].

よって，
∧
ψi(x̄) ∈ Ψ．したがって，āの性質から，M |= ¬(

∧
ψi(ā))．このこ

とは，いずれかのψi(x̄)がΓに属さないことを意味する．矛盾である．（Claim
Bの証明終わり） このClaimにより，N |= T と b̄ ∈ N を

• N |= ¬(b̄),

• N |= ψ(b̄) (∀ψ ∈ Γ).

(M, ā)と (N, b̄)は条件 2の反例を与える．

系 118 任意のM,N |= T および ā ∈M , b̄ ∈ N に対して，

(M, ā) ≡QF (N, b̄) ⇒ (M, ā) ≡ (N, b̄)

が成立すれば，T は量化記号の消去を許す．また T が原子閉論理式に対して
完全ならば，T は完全である．

Propositionと全く同じ論法で，次を示すことができる．

系 119 ∆ ⊂ ∆∗はブール結合で閉じているとする．このとき，任意のM,N |=
T と ā ∈M，b̄ ∈ N に対して，

(M, ā) ≡∆ (N, b̄) ⇒ (M, ā) ≡∆∗ (N, b̄).

が成立すれば，各∆∗-論理式はそれと同値な∆-論理式を持つ．

言語 Lを拡大して，量化記号消去を許す T ∗ ⊃ T を作ることができる．

命題 120 各論理式φ(x̄)に対して，同じ個数の変数を持つ述語記号Rφ(x̄)を
用意する．それらを全て Lに付加してできる言語を L∗とする．

T ∗ = T ∪ {∀x̄[φ(x̄) ↔ Rφ(x̄)] : φは L-論理式 }.

このとき，T ∗は（言語 L∗において）量化記号消去を許す．
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Proof: ψ(x̄)を L∗-論理式とする．ψの中に現れるRφたちを φで置き換え
てできる論理式を θ(x̄)とする．T ∗の定義から，

T |= ∀x̄[ψ(x̄) ↔ θ(x̄)]

である．また，θ(x̄)は L-論理式なので，再び T ∗の定義から，θ(x̄)とRθ(x̄)
は同値になる．よって，ψ(x̄)とRθ(x̄)が同値になる．

注意 121 T ∗は T の拡大であるが，L-論理式に関しては，その帰結となる範
囲が T と変わらない：L-論理式 φが T ∗ |= φとする．いま T ∪ ¬{φ}が整合
的とする．このとき，そのモデルM が存在するが，M は各Rψに対する解
釈を自明に決めることにより，M |= T ∗とすることができる．したがって，
M |= φでなければならない．これは矛盾である．

定義 122 1. T がモデル完全 (model complete)であるとは，任意のモデル
N |= T とその部分モデルM |= T に対して，

M ≺ N

となることである．

2. T が部分構造完全 (substructure complete)であるとは，任意のN |= T
の任意の部分構造Aに対して，T ∪D(A) 1が完全になることである．

注意 123 1. T がモデル完全になることは，任意のM |= T に対して，T ∪
D(M) が（言語 L(M)に対して）完全になることと同値である．

2. T が量化記号消去を許せば，部分構造完全である：証明は明らか．

7.2 量化記号消去と同値な条件

∃∗は∃x(θ1∧ ....∧θn)の形の論理式（各 θiは原子論理式またはその否定となっ
ている）全体の集合とする．パラメータ Aを持つ ∃∗-論理式の全体を ∃∗(A)
とかく．

定理 124 T に関する次の条件は同値である：

1. T は量化記号消去を許す．

1D(A)は言語 L(A)で記述された Aの diagram．すなわち，L(A)-原子閉論理式または
その否定で A |= φ となるもの全体．
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2. T は部分構造完全である．

3. 任意のM,N |= T と共通部分構造A ⊂M ∩N に対して，

M ≡∃∗(A) N.

Proof: 1 ⇒ 2 ⇒ 3は明らかである．
3 ⇒ 1. ∃∗-論理式が量化記号消去できれば，すべての論理式が量化記号

消去できる（論理式の構成に関する帰納法）．したがって，Corollary 119に
より，次を示せばよいことがわかる．
任意のM,N |= T と ā ∈M，b̄ ∈ N に対して，

(M, ā) ≡QF (N, b̄) ⇒ (M, ā) ≡∃∗ (N, b̄).

これを示そう．左辺の条件により，āと b̄は同じ原子論理式（とその否定）
を満たす．したがって，それらにより生成される構造 Aは同一視が可能で，
A ⊂M ∩Nと考えることができる．このとき，３の条件により，M ≡∃∗(A) N
を得る．よって (M, ā) ≡∃∗ (N, b̄)を得る．

注意 125 Theorem 124の条件３に現れるAは，有限生成のものだけに限っ
てもよい（3 ⇒ 1の証明から明らか）．

例 126 1. T = Th(N, 0, S)は量化記号消去を許す．ただし，Sは x に対
して，x + 1を対応させる関数．M,N |= T とする．ā ∈ M , b̄ ∈ N を
(M, ā) ≡QF (N, b̄)なる元の有限列とする．M ≺M∗とN ≺ N∗を ā，b̄
と関係しないコンポーネントが同じ濃度だけある拡大とする．このとき，
同型写像σ :M∗ → N∗，σ(ā) = b̄が存在する．よって (M, ā) ≡QF (N, b̄)
を得る．

7.3 代数閉体

言語をL = {0, 1,+,−, ·}（環の言語）とする．Lを使って体の公理 Tfieldを記
述できる．代数閉体の公理ACF は，Tfieldに次の形の閉論理式 (n = 1, 2, ...)
をすべて付加したものである．

∀y0...∀yn−1∃x(xn + yn−1x
n−1 + · · ·+ y1x+ y0 = 0).

さらに以下のように標数 pの情報を付け加えたものを ACFpとかく（p = 0
または正）．
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• p = 0: 1 + 1 ̸= 0, 1 + 1 + 1 ̸= 0, · · · .

• p > 0: 1 + 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
p

= 0

注意 127 1. C |= ACF0.

2. ACF のモデルは無限体である．実際に，F を有限体とすれば，方程式
1 +

∏
a∈F (x− a) = 0 は F に解を持たない．

体についての復習．Kを体として，K[x]を一変数多項式環とする．

1. f ∈ K[x]に対して，deg(f)は f の次数を表す．定数多項式 (̸= 0)の次
数は 0，0多項式の次数は−∞ とする．

2. 体の拡大K < M，元 a ∈ M に対して，aのK上最小多項式とは最高
次係数が 1の多項式 f(x) ∈ K[x]で，M |= f(a) = 0となるものであ
る． g(x) ∈ K[x]を g(a) = 0となる多項式とすれば，g(x)は最小多項
式 f(x)で割り切れる： g(x) = q(x)f(x) + r(x) (deg r < deg f)とする．
g(a) = f(a) = 0なので，r(a) = 0でなければならない．しかし，f の
次数が最小なので，r = 0（0多項式）でなければならない．

3. 最小多項式は既約多項式である．したがって，f(x) ∈ K[x] が（aの）
最小多項式のとき，f(x) = 0を満たす任意の bに対しても f(x)は最小
多項式になる．

4. Kの部分構造は整域になる．

5. Aが整域のとき，Aを含む最小の体Q(A)が存在する．

補題 128 Aを整域とする．また ψ(x) ∈ QF (A)（量化記号のないA上論理
式）とする．このとき，次のいずれかが成立する．

1. ψ(x)はAの拡大体に解を持たない．

2. 任意の拡大体K ⊃ Aにおいて，ψ(K) は補有限集合 (cofinite set)で
ある．

3. 最小多項式 f(x) ∈ Q(A)[x]が存在して，任意の拡大体K ⊃ Aにおいて，

∀x(f(x) = 0 → ψ(x)).
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２または３の場合は，任意の代数閉体において ψ(x)は解を持つ．

注意 129 ψ0(x), ψ1(x)に対して，補題が成立すれば，ψ0(x) ∨ ψ1(x)に対し
ても補題が成立する．

Proof: Q(A)上の原子論理式はA上の原子論理式でかけるので，A = Q(A)
としてよい．また，上の remarkにより，ψ(x)は∧

i∈I

ti(x) = 0 ∧
∧
j∈J

uj(x) ̸= 0

の形としてよい．0次多項式は省いておく．2

Case 1 I = ∅. このときは，ψ(x)は明らかに補有限集合を定義する3．
よって２が成立する．

Case 2 I ̸= ∅. aが ψ(x)の解とする．f(x)を aの最小多項式とすれば，
ti(x)は f(x)で割り切れる．また f(x) = 0を満たす元は uj(x) = 0 を満たす
ことはない．よって３が成立する．

定理 130 ACFpは完全で量化記号消去を許す．

Proof: 量化記号消去を許すことが示されれば，完全性は自動的にわかる．
Theorem 124の 3 ⇒ 1を利用する．そのために，M,N |= ACFpと共通部分
整域A ⊂M ∩N が与えられたとき，

M ≡∃∗(A) N.

を示す．∃xψ(x)を ∃∗(A)-閉論理式として，M |= ∃xψ(x)とする．このとき，
補題により，ψ(x)は Aの拡大となる任意の代数閉体で解を持つ．したがっ
て，N でも持つ．よって，N |= ∃xψ(x) を得る．対称性から，M ≡∃∗(A) N
を得る．

7.4 体論への応用

事実 131 任意の体は代数閉体へ拡大される．

Proof: 代数拡大を繰り返し行えばよい．

2すべてが 0次多項式ならば，それらは A上の QF閉論理式で，真偽は A上ですでに決
まっている．よって１，２のいずれかが成立する．

3代数方程式の解は有限個．
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補題 132 (Hilbert) K を体とする．f1(x̄) = 0, ..., fn(x̄) = 0をK[x̄]-多項式
による方程式系とする．このとき，次は同値である．

1. f1(x̄) = 0, ..., fn(x̄) = 0が共通解を持つ体の拡大M > Kが存在する．

2. f1(x̄) = 0, ..., fn(x̄) = 0は任意の代数閉体M > Kで解を持つ．

Proof: (2 ⇒ 1)は Factにより自明である．
(1 ⇒ 2): １を仮定する．Factにより，M は代数閉体としてよい．任意

の代数閉体N > K を考える．ACFp（p = ch(K)）が部分構造完全なので，
M ≡L(K) Nである．したがって，f1(x̄) = 0, ..., fn(x̄) = 0はNにおいても共
通解を持つ．

定理 133 (Hilbertの零点定理–weak Nullstellensatz) R = K[x̄]を体K上の
多項式環とする．f1(x̄), ..., fn(x̄) ∈ Rで生成されるイデアル Iが真のイデア
ル（Rに一致しない）とする．このとき，K < M |= ACF なる任意の拡大
において，

M |= ∃x̄(
∧

i=1,...,n

fi(x̄) = 0).

Proof: I∗ ⊃ I を極大イデアルとする．R/I∗ はK の拡大体となる（a ∈
K 7→ a+ I∗ ∈ R/I∗の kernelは 0となることに注意）．x̄ = x1, ..., xmとする
とき，R/I∗の元

[x1] = x1 + I∗, ... , [xm] = xm + I∗, [0] = 0 + I∗

を考える．このとき，

fi([x1], ..., [xm]) = [0] ⇐⇒ fi(x1, ..., xn) ∈ I∗.

しかし，右辺は成立している．したがって，R/I∗ において [x1], ..., [xm]が
f1 = 0, ..., fn = 0の共通解になっている．したがって，補題 132により，定
理が証明された．

定義 134 J をK[x̄]のイデアルとする．

1. V (J)を J に属する多項式の共通零点とする．すなわち

V (J) = {ā ∈ K : (∀f ∈ J)f(ā) = 0}.
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2. X ⊂ Knに対して，I(X)をX上で，常に 0となるK[x̄]多項式全体と
する（lh(x̄) = n）.

注意 135 1. I(X)はK[x̄]のイデアルになる．

2. I(V (J)) ⊃ J . 次の定理は，弱い意味での逆を与える．

定理 136 (Hilbertの零点定理–Nullstellensatz) K |= ACF とする．JをK[x̄]
のイデアルとする．このとき，

f(x̄) ∈ I(V (J)) ⇒ f(x̄)n ∈ J (∃n).

Proof: f(x̄) ∈ I(V (J))として，F = {f, f 2, f 3, ...}とおく．示すべきは
F ∩ J ̸= ∅．F ∩ J = ∅として，矛盾を導く．

F ∩ J∗ = ∅, J ⊂ J∗

なるイデアル J∗の中で極大なものをとる（Zornの補題により可能，J∗は極
大イデアルとは限らない）．

主張 A J∗は素イデアルになる．したがってK ′ = K[x̄]/J∗はKを拡大する
整域になる．

g, h /∈ J∗とする．このとき，J∗の極大性により，fm = ug+ v, fn = u′h+ v′

となる m,n ∈ ω, u, u′ ∈ K[x̄], v, v′ ∈ J∗ が存在する．よって，fm+n =
(uu′)(gh) + (ugv′ + u′hv+ vv′)となり，ugv′ + u′hv+ vv′ ∈ J∗に注意すると，
gh /∈ J∗になることが分かる．（Claim Aの証明終わり）

Hilbertの基底定理により，J は有限生成なので，生成元 g1, ..., gkがとれ
る．f ∈ I(V (J))より，K |= ∀ū(

∧
gi(ū) = 0 → f(ū) = 0)．K ′の代数閉包を

K∗とする．K ≺ K∗により，K∗ |= ∀ū(
∧
gi(ū) = 0 → f(ū) = 0)．K ′ ⊂ K∗

だから，
K ′ |= ∀ū(

∧
gi(ū) = 0 → f(ū) = 0).

x̄ = x1, ..., xmとするとき，[x1], ..., [xn] ∈ K ′は Jに属する多項式の共通零点．
よって，上の式から，K ′ |= f([x1], ...[xm]) = [0]が成立しなければならない．
しかし，f /∈ J∗なのでこれは矛盾である．
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7.5 モデル完全性

定義 137 T がモデル完全（model complete）であるとは，

M ⊂ N（部分構造）
M |= T
N |= T

 ⇒M ≺ N

が常に成立することである．

上のモデル完全性の定義は，部分構造が必ず基本部分構造になることを
主張している．一般には T が完全であっても，部分構造が基本部分構造に
なるとは限らない：

例 138 T = Th(N,<) とする．もちろん，N 自体は T のモデルであるが，
M = N − {0} も T のモデルとなる．しかし，M ≺ N ではない．実際，1
は最小元という命題（L(M)-論理式でかける）はM では正しいが，N では
正しくない．

例 139 F を 2 元 a, b で生成される自由群として，T = Th(F, e, ∗ · ∗, ∗−1) を
考える．a2, b で生成される部分群Gも F と同型になるから，T のモデルで
ある．しかし，論理式 ∃x[x2 = a2] は F では成立するが，G では成立しない
ので，G ≺ F ではない．

では，どういう状況のときにモデル完全になるのだろうか？

注意 140 T が量化記号の消去を許せば，モデル完全である．M,Nをともに
T のモデルとする．φ(ā) を L(M)-論理式 (ā ∈M) とする．このとき，T の
もとにφ(ā) と同値になる量化記号を持たない論理式 ψ(ā) が存在する．この
とき，量化記号のない論理式はM で成立することと，N で成立することに
差がないので次が成立する：

M |= φ(ā) ⇐⇒ M |= ψ(ā)
⇐⇒ N |= ψ(ā)
⇐⇒ N |= φ(ā)

注意 141 T がモデル完全であっても，完全になるとは限らない．ACFp =
ACF +“ 標数=p”を考える．ACF のモデルM の部分モデルN はM と
同じ標数を持つ．したがって，ACFp が完全で量化記号の消去を許すことを
考えるとACF はモデル完全である．しかし，標数には言及していないので
完全ではない．
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問 142 無限個の元があることを主張する閉論理式の集合を T とする．言語
L = {c, d}（定数記号の集合）において T を考えるとき，T は完全でないが，
モデル完全になる．これを示せ．

次の定理を述べる前に，言葉の定義をしておく．論理式が
∀x1∀x2...∀xnφ(x1, ..., xn, ȳ) の形でなおかつ φ の部分に量化記号が現れ
ないとき，その論理式は ∀ -型と呼ばれる．同様に ∃-型論理式も定義する．

定理 143 T に関する次の条件は同値である．

1. T はモデル完全である．

2. T のもとで，すべての論理式は ∃-型の論理式と同値である．

3. T のもとで，すべての論理式は ∀-型の論理式と同値である．

Proof: Proof. ２と３の同値性は明らかである．
2, 3 ⇒ 1：2と 3を仮定する．M ⊂ N を T の二つのモデルとすると，ψ

が ∀-型の L(M)-論理式の場合は，N |= ψ ⇒ M |= ψ がいえることに注意
する．このことを使えば，仮定 3により，勝手な L(M)-論理式 φに対して，
N |= φ ⇒ M |= φ となる．同様に φが ∃-型と同値になることを使えば，
M |= φ⇒ N |= φが成立する．

1 ⇒ 2: 1を仮定し 2を否定する．これから矛盾を出す．φ(x̄) を 2の否定
を実現する論理式とする．

Ψ(x̄) = {ψ(x̄) : ψは ∀-型, T |= φ(x̄) → ψ(x̄)}

を考えると，Ψ′(x̄) = Ψ(x̄)∪{¬φ(x̄)}の解（āとする）を持つ T のモデルM
が存在する．次に

T ′ = T ∪Diag(M) ∪ {φ(ā)}

を考える．Diag(M)はM で成り立つ量化記号を持たないL(M)-閉論理式の
集合である．

主張 A T ′はモデルを持つ．

そうでないとすれば，コンパクト性定理により，ψ(ā, m̄) ∈ Diag(M) を適当
とれば，任意の T のモデルで，∀x̄∀ȳ[φ(x̄) → ¬ψ(x̄ȳ)が成立する．よって，
∀ȳ[¬ψ(x̄, ȳ)] ∈ Ψ(x̄)である．このことは，¬ψ(ā, m̄) ∈ Diag(M) を意味する
ので矛盾．（主張の証明終）
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N |= T ′をとれば，M ⊂ N．モデル完全性（条件 1）を仮定しているの
で，M ≺ N．これは，M |= ¬φ(ā)とN |= φ(ā) に矛盾する．

注意 144 上の条件 2は，勝手な論理式が ∃-型になることを求めている．し
かし勝手な ∀-型が ∃-型になることだけで十分である．（論理式に出てくる ∀を
内側から順番に ∃に変えてゆけばよい．）したがって，上の証明に使われてい
ることを調べれば，条件 1より見た目上弱い形：

4. M ⊂ N が T の二つのモデルのとき，「∀-型のL(M)-閉論理式φに対し
て，M |= φ ⇐⇒ N |= φ(M ≺∃ N)となる

も同値になることがわかる．しかし，注意しなければならないのは，「M ≺∃
N ⇒M ≺ N」が成り立つと言っている訳ではない．

問 145 T のモデル完全性は次の条件と同値になることを示せ．(*) M が T
のモデルのとき，T ∪Diag(M) は完全になる

問 146 1. T を稠密全順序（最大最小元なし）の公理とする．T は量化記
号消去を許す（従ってモデル完全になる）ことを示せ．

2.

7.6 モデルコンパニオン

L で書かれた理論 T に対して，T の帰結となる ∀-型の L-閉論理式全体を T∀
とかく．すなわち，T のいかなるモデルでも成立する ∀-型の L-閉論理式全
体である．

補題 147 T と S を L の理論とする．このとき次は同値である．

1. T∀ = S∀;

2. 任意のM |= T は S のモデルに拡大され（すなわち N |= S となる
N ⊃M が存在），任意のM |= Sは T のモデルに拡大される．

Proof: 1 ⇒ 2: 1を仮定する．M |= T を任意にとる．S ′ = S ∪ Diag(M)
を考えよう．これがモデルを持てばよい．そうでなければ，コンパクト性に
より，φ(ā) ∈ Diag(M)を適当にとることにより，S ∪ {φ(ā)} がすでにモ
デルを持たない．よって，S の勝手なモデルは ∀x¬φ(x̄) を満たす．よって，
∀x¬φ(x̄) ∈ S∀．T∀ = S∀ により，M |= ∀x¬φ(x̄). 特にM |= ¬φ(ā) でなけれ
ばならない．矛盾．
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2 ⇒ 1: φを ∀-型として，φ /∈ T∀ とする．よって，M |= T ∪ {¬φ} とな
るモデルが存在する．2の仮定からM の拡大となるN |= S をとる．¬φ は
∃-型（と同値）なので，N |= ¬φ．よって，φ /∈ S∀ である．対称性から 1を
得る．

定義 148 T と Sを Lの理論とする．S が T のモデルコンパニオン（model
companion）であるとは，次の２条件が満たされることである：

1. S はモデル完全であり，

2. T∀ = S∀．

事実 149 T に関する次の条件は同値である：

1. T のモデルの拡大列 {Mi}i<ωにおいて，
∪
i<ωMi も再び T のモデルに

なる．（T が拡大列で保存される．）

2. T と同等な ∀∃-型の閉論理式だけからなる理論 T0 が存在する．

Proof: 2 ⇒ 1 は明らかである．1 ⇒ 2 を示す．T からの帰結のうち ∀∃- 型
のもの全体を T∀∃ とかく．M0 |= T∀∃ を任意に選ぶ．目標はM0 |= T である．
Diag∀(M0) でM0 で成立する ∀-型の L(M0)-閉論理式を表わすとする．この
とき，次が簡単にわかる．

主張 A T ∪Diag∀(M0) がモデルを持つ．

そうでなければ，T |= ¬∀xθ(x,m)となる∀xθ(x,m) ∈ Diag(M0)がある．この
とき，∀y(¬∀xθ(x, y)) ∈ T∀∃となる．M0 |= T∀∃なのでM0 |= ∀y(¬∀xθ(x, y))
となる．よってM0 |= ¬∀xθ(x,m)．これは矛盾である．（主張A証明終わり）

N0 をそのようなモデルとすれば，M0 ≺∀ N0 |= T である．同様にして，

主張 B Th(M0, a)a∈M0 ∪Diag(N0) はモデルを持つ．

そうでないとする．Th(M0; a)a∈M0 |= ¬θ(n) となる θ(n) ∈ Diag(N0)が存
在する．このとき，Th(M0; a)a∈M0 |= ∀y¬θ(y)．すなわちM0 |= ∀y¬θ(y)．
M0 ≺∀ N0なので，N0 |= ∀y¬θ(y)．特にN0 |= ¬θ(n)を得る．これは矛盾で
ある．（主張Bの証明終わり）
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そのようなモデルM1 をとれば，N0 ⊂M1 でなおかつM0 ≺M1 となる．
さらに，主張A と同様に，次が示される．

主張 C T ∪Diag∀(M1) はモデルを持つ．

このモデルN1 は，M1 ≺∀ N1 |= T を満たす．以下同様の議論の繰り返しに
より，二つの列 {Mi}i∈ω, {Ni}i∈ω を

• M0 ⊂ N0 ⊂M1 ⊂ N1 ⊂ · · ·

• {Mi}iは基本拡大列

• {Ni}i は T のモデルの拡大列

となるようにとることができる．よって，M∗ =
∪
Mi =

∪
Mi はM0の基本

拡大である．さらに条件１により，M∗ |= T である．よって，特にM0 |= Tで
ある．以上から，勝手な T∀∃ のモデルが T のモデルになることがわかった．

系 150 モデル完全な理論はモデルの拡大列で閉じている．したがって ∀∃-型
の閉論理式の集合で書くことができる．

定義 151 M |= T が T のECモデル（existentially closed model）であると
は次が成立することである：

(*) ∃-型のL(M)-論理式 ∃ȳθ(x̄, ȳ)がM の拡大となるN |= T に解を持てば，
すでにM の中に解が存在している（N |= ∃ȳθ(x̄, ȳ) ⇒M |= ∃ȳθ(x̄, ȳ)）．

問 152 上の定義の (*) の部分を次のようにそれぞれ変えても同等の定義に
なることを示せ：

1. (*) の「∃-型のL(M)-論理式」を「量化記号を持たないL(M)-論理式」
に変える；

2. (*) 全体を「M ⊂ N ⇒M ≺∃ N」に変える．

注意 153 T が ∀∃-型の L-閉論理式からなる理論のとき，勝手なT のモデル
はT のECモデルに拡大される．これは，∃-型論理式の解が存在しなければ，
これらを順につけてゆき，T のモデルの拡大列を作ることができるからであ
る．極限のモデルは ∃-型論理式の解が常に存在し，なおかつT が ∀∃-型のこ
とを考えると, T のモデルになっていることも分かる．
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定理 154 T を ∀∃-型のL-閉論理式からなる理論とする．このとき，L-理論
S に関する次の２条件は同値である．

1. S は T のモデルコンパニオンである．

2. M |= S ⇐⇒ M は T の ECモデルである．

Proof: 1 ⇒ 2：S が T のモデルコンパニオンのとき，勝手な M |= S から
はじめて T および S のモデルで交互に拡大してゆくことができる．S のモ
デル完全性と T が ∀∃-型で書かれていることを考えると，極限のモデルM∗

はM |= S の基本拡大で T のモデルになっている．したがって，M |= T で
ある．すなわち，「S のモデルはすべて T のモデル」になっている．

(⇒) M |= S とする．M ⊂ N |= T なるN が存在する．上の構成により，
M ≺ M∗, N ⊂ M∗ となる M∗ が存在する．∃-型の論理式がN に解を持て
ば，M∗にも解を持ち，したがってM ≺M∗ により，M にも解を持つ．よっ
て，M は T の ECモデルである．

(⇐) M |= T を T の ECモデルとする．M ⊂ N |= S となる N をとる．
∀x∃yθ(x; y) ∈ S を任意にとる．（θ に量化記号なし．S は ∀∃-型でかかれて
いることに注意する．）いま a ∈ M を任意にとると，θ(a, y) の解はN |= S
（N |= T でもある）には存在する．M がEC なので，M の中にも解がある．
よって，M |= ∀x∃yθ(x, y) となる．

2 ⇒ 1：２を仮定する．特に S のモデルはすべて T のモデルである．ま
た M |= T が与えられたとき，T が ∀∃-型なので，M を拡大して T の EC
モデル N を得る．条件 2により，N |= S である．よって，モデルコンパニ
オンの定義の条件 T∀ = S∀ は示された．次に S がモデル完全なことを示す．
M ⊂ N を S の二つのモデルとする．ともに T のモデルとなり，M が T の
ECモデルだから，∃-型の L(M)-閉論理式 φに対してM |= φ ⇐⇒ N |= φ
である．したがって，注意 144 によって，S がモデル完全なことが分かる．
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8 範疇性

8.1 ℵ0-範疇性

8.2 ℵ1-範疇性

9 単純性

10 安定性
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