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第1章 公理的集合論の基礎

1.1 集合論の公理
モノの集まりを集合とよびたいが，あまり色々なものを集合とすると，簡単
に矛盾が出てきてしまう．

• ラッセルのパラドクス A = {X : X /∈ X}を集合として認めると，A ∈ A
とA /∈ Aの二つの場合がある．

– A ∈ A: このとき，Aの定義から，A /∈ Aとなり矛盾である．

– A /∈ A: このとき，Aの定義から，A /∈ Aでない．すなわちA ∈ A
となり，再び矛盾を得る．

このような矛盾が出ないように，集合に関する理論を作りたい．いくつかの妥
当と思われる公理を考えて，それらを満たすものだけを集合として認める立場
をとる．基本的な述語としては，∈だけである．また変数は直感的には集合を
表すと考える．変数は x, y, . . . を主に用いるが，大文字X,Y なども適宜使う．

x ∈ y

の直観的な意味は，もちろん元 xが集合 yに属することであるが，xも一つの
集合だと考える．我々の直観に合致するいくつかの公理を導入する．∈と論理
記号 (∧,∨,¬,→,↔,∀,∃,=) を使って出来上がる論理式で公理を表現する．

1.1.1 集合の存在公理

∃x(x = x).

x = xは自明に成立すると考えられるので，上の公理は集合は少なくとも一つ
は存在していることを意味する．
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1.1.2 外延性公理

∀z(z ∈ x↔ z ∈ y) → x = y.

集合 x, yが与えられたとき，それらに所属する元が全く同じときは，xと yは
同じ集合と考えることを主張している．本当は，一番外側に ∀x∀yが必要だが，
見にくくなるのを避けるために省略してある．以下同様な省略を用いる．

1.1.3 内包性公理

各論理式 φに対して，

∃y∀z(z ∈ y ↔ (z ∈ x ∧ φ(z))).

集合 xの中で，条件 φを満たすものだけを集めた集合 yが存在することを意
味している．上の yは {z ∈ x : φ(z)}と記述される．基本的な述語としては∈
だけを用いると最初に書いたが，{z ∈ x : φ(z)}を使った命題（論理式）はそ
れを使わない ∈だけの命題に（意味を変えずに）変形できるので，このよう
な補助的な記法を導入することは問題ない（以下の注意参照）．
φの中には，z以外の自由変数（ただし yとは異なる）が存在していてもよい．

注意 1. {z : φ(z)}（クラスと通常よばれる）を集合として認めると，ラッセ
ルのパラドクスを導いてしまう．外延性公理では，集合の元として集めてくる
zは，もともと集合として認められている xの中だけで考えている．

注意 2. {z ∈ x : φ(z)}の形を使って作られる論理式について考える．例えば，
∀y(y ∈ {z ∈ x : φ(z)} → y ∈ w) は，∀y((y ∈ x ∧ φ(y))→ y ∈ w)の省略形と
考えることができる．

1.1.4 対の存在公理

∃z(x ∈ z ∧ y ∈ z).

与えられた xと yを元として含む集合 zが存在する．

注意 3. 対の存在公理と内包性公理から

∃z∀w(w ∈ z ↔ w = x ∨ w = y)

が示される．実際，対の存在から x, yをともに含む集合 z∗は存在するので，z∗

の中で条件w = x∨w = yを満たすもの全体（内包性から保証される）をとれ
ばよい．また，外延性の公理から，元として丁度 x, yだけを含む zはただ一つ
である．このような zを {x, y}で表す．x = yのときは，単に {x}とかく．
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例 4. 補助記号を用いた論理式 z ∈ {x, y}は，∈だけを用いた論理式 z = x∨z =
yと同値である．

1.1.5 和の公理

∃y∀z∀w
(
(z ∈ w ∧ w ∈ x) → z ∈ y

)
.

与えられた xに対して，xの元の元となる zをすべて含む集合 yが存在するこ
とを主張している．対の公理の場合と同様に，内包性公理から，xの元の元と
なる z全体の集合が（唯一つ）存在する．それを

∪
xで表す．

例 5. 補助記号
∪
を用いた論理式 z ∈

∪
x → z = y は，∈だけの論理式

∀w((z ∈ w ∧ w ∈ x)→ z = y) と同値である．

演習問題 6.
∪
{x, y}は x ∪ yと略記する．これは通常の表記と一致している

ことを確かめよ．

1.1.6 置換公理

各論理式 φに対して，

∀y ∈ x∃!zφ(y, z) → ∃w(∀y ∈ x∃z ∈ wφ(y, z)).

ここで ∀y ∈ x(. . . )は ∀y(y ∈ x→ . . . )の省略形である．また ∃!zψ(z)は

∃zψ(z) ∧ ∀z∀z′(ψ(z) ∧ ψ(z′)→ z = z′)

の省略形，すなわち，ψを満たす元が丁度一つあることを表している．
最初に次のことに注意する：集合 xの各元 yに対して，φ(y, z)を成り立た
せる zがただ一つ存在しているとき，一つの ‘関数’ f : y 7→ z が与えられてい
ると思える．置換公理は（内包性公理により），f による xの像が集合として
存在することを主張している．

1.1.7 べき集合公理

∃y∀z(z ⊂ x→ z ∈ y).

ここで，z ⊂ xは ∀w(w ∈ z → w ∈ x)の省略形である．すなわち，zが xの
部分集合であることを表現している．したがって，べき集合公理は，与えら
れた集合 xの部分集合をすべて含む集合が存在することを表している．内包
の公理を用いると，丁度 xの部分集合全体からなる yも存在する．すなわち
∃y∀z(z ⊂ x ↔ z ∈ y) が導かれる．ここで存在が保証される（唯一の）yは
P(x)とかかれる．
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1.1.8 選択公理

選択公理を表現するために，いくつかの省略形を用意しておく．

1. ∅: 存在公理によりなんらかの集合 xが存在する．内包公理を使うと集合

{y ∈ x : y ̸= y}

が存在する．この集合には元が存在し得ないので，外延性から，元を持
たない唯一つの集合となる．この集合を空集合とよび，∅で表す．論理式
x = ∅は ∀y(y /∈ x)の省略形であり，x ̸= ∅は ∃y(y ∈ x)の省略形である．

2. 集合 x ̸= ∅に対して，y ∈ xを一つ取り，

{z ∈ y : ∀w ∈ x(z ∈ w)}

を考える．内包性公理から，このような集合は存在する．またその集合
は（y ∈ xの取り方によらず）xのすべての元に属する元 z の全体とな
る．通常の表記にしたがって，上の集合は

∩
xとかくことにする．さら

に
∩
{a, b}は a ∩ bと略記する．

選択公理：

∀x ∈ F (x ̸= ∅)∧∀x ∈ F∀y ∈ F (x ̸= y → x∩y = ∅) → ∃C∀x ∈ F∃!y(y ∈ x∩C).

空でない集合たちからなる集合族 F に対して，F に属する任意の集合 xと丁
度１点で交わる集合Cが存在する．

1.1.9 無限公理

集合 xに対して，x ∪ {x}を S(x)で表す．例えば，S(∅) = {∅}, S2(∅) =

S(S(∅)) = {∅, {∅}}である．Sは，successorの頭文字で，次の元という意味を
持たせている．

無限公理：
∃x(∅ ∈ x ∧ ∀y(y ∈ x→ S(y) ∈ x)).

xは ∅（0と思う）を含んでいて，yが xに属すれば，yの次の元 S(y)も xに
属している．そのような xが存在することを主張するのが無限公理である．直
観的には，自然数全体のような集合が存在することを意味する．
無限公理によって保証される集合は， ∅, S(∅), S2(∅), S3(∅), . . . をすべて元

として含む集合である．しかし余分な元を含んでいるかも知れない．そこで自
然数全体の集合 ωを

{∅, S(∅), S2(∅), S3(∅), . . . }
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として定義したい．しかし「. . .」の部分は直観的な説明としては容認できる
が，我々の立場では定義とは言い難い 1．そこで ωを条件

∅ ∈ x ∧ ∀y(y ∈ x→ S(y) ∈ x)

を満たす最小の集合 xとして定義したい：無限公理によって保証される無限集
合Xを一つ選び，

ω = {y ∈ X : ∀x(φ(x)→ y ∈ x)}

とする．ここで φ(x)は ∅ ∈ x ∧ ∀y(y ∈ x → S(y) ∈ x)である．このようにす
れば，ωは集合であり，φ(x)を満たす最小のものになる（もちろんXの取り
方に依存しない）．

例 7. 素朴集合論の中で考える．帰納的に V (0) = ∅, V (n + 1) = P(Vn)とし
て，M =

∪
n∈N V (n) とすると，構造 (M,∈)は今までの全ての集合論の公理を

満たすが，無限公理は満たさない．

1.1.10 基礎の公理（正則性公理）

x ̸= ∅ → ∃y(y ∈ x ∧ ¬∃z(z ∈ x ∧ z ∈ y)).

空でない集合 xには∈に関して極小となる元 z ∈ xがあること，を直観的には
意味している．基礎の公理は，それがなくても数学が展開できるので，ある意
味で技術的な公理である．しかし，基礎の公理を仮定した方が議論が展開しや
すくなるので，通常は集合論の公理として加える．

注意 8. a ∈ aを満たす集合 aは存在しない：そのような aがあったとする．
x = {a}として，基礎の公理を適用すると，aは xの中で∈に関する極小元な
ので，a ∈ aは成立しないはずである（矛盾）．

例 9. a ∈ b ∈ aとなる集合 a, bは存在しないことを示せ．

1.2 数学的対象と集合
今まで述べた集合論の公理は，直観的に我々が妥当だと感じるものだけを集
めたものであり，人によっては少なすぎると思うかも知れない．以下では，通
常の数学的対象の存在がこの集合論の公理から保証されることをみる．

1ω = {Sn(∅) : n ∈ N}とすると，「. . .」を回避できているように見えるが，N自体がまだ
定義されていないので，これでは定義できていない．
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1.2.1 関係

集合 x, yに対して，x, yだけを元として持つ集合 {x, y}の存在は対の公理
（＋内包性公理）にによって保証された．この対は順序を持たない対である．で
は順序対 ⟨x, y⟩はどのように集合として定義したらよいのだろうか．順序対と
して要請されることは，

⟨x, y⟩ = ⟨a, b⟩ ↔ x = a ∧ y = b (1.1)

の成立である．集合 ⟨x, y⟩を以下で定義する：

⟨x, y⟩ = {{x}, {x, y}}.

対の公理から，⟨x, y⟩は集合として存在していることに注意する．

補題 10. 要請された同値性 (1.1)が成立する．

証明. ←は自明なので，→を示す．{{x}, {x, y}} = {{a}, {a, b}}を仮定する．
Case 1. x = yとする．左辺の集合は {{x}}となるので，右辺も 1点集合で

なければならない．よって，a = bであり，右辺は {{a}}となり，x = aが分
かる．さらに 4点 x, y, a, bはすべて等しくなる．
Case 2. x ̸= yとする．左辺は 2点集合で，右辺も 2点集合となる．よって

a ̸= bである．左右の元の比較から，{x} = {a}, {x, y} = {a, b}を得るが，前
半の式からは，x = aを得る．これと，後半の式（および x ̸= y, a ̸= b）から，
y = bを得る．

順序対を使うと集合A,Bの直積集合A×Bを定義できる：

定義 11. 1. A×B = {⟨a, b⟩ : a ∈ A, b ∈ B}.

2. A2 = A× A.

3. R ⊂ A×Bなる集合RをAとBの間の 2項関係とよぶ．

上では 2つの直積しか定義してないが，一般の n個の集合の直積，An，n項
関係なども（帰納的に）定義できる．「RがAとBの間の 2項関係である」で
あるという主張は論理式で記述できることに注意する．

注意 12. a ∈ A, b ∈ Bのとき，⟨a, b⟩ ∈ P(P(A ∪ B))に注意する．直積集合
A×Bは正確には，

A×B =
{
x ∈ P(P(A ∪B)) : ∃a ∈ A∃b ∈ B(x = ⟨a, b⟩)

}
と定義され，内包性公理から存在が保証される集合である．
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1.2.2 関数

直観的な意味で，関数 f : A→ Bとそのグラフ {⟨a, b⟩ ∈ A× B : b = f(a)}
が同一視できることを用いて，関数は関係の特別な場合として定義する．した
がって関数も集合の一つである．

定義 13. F ⊂ A×Bが関数であるとは，

∀x ∈ A ∃! y ∈ B(⟨x, y⟩ ∈ F )

となることである．このとき，F : A→ Bと書く（明らかにこれはF,A,Bを
自由変数として持つ論理式である）．

定義 14. F : A → B, G : B → Cとする．このとき合成関数G ◦ F を次の集
合として定義する：

G ◦ F = {⟨a, c⟩ : ∃b ∈ B(⟨a, b⟩ ∈ F ∧ ⟨b, c⟩ ∈ G)}.

注意 15. 1. 合成関数は正確には，

G◦F =
{
x ∈ A×C : ∃a ∈ A∃b ∈ B∃c ∈ C

(
x = ⟨a, c⟩∧⟨a, b⟩ ∈ F∧⟨b, c⟩ ∈ G

)}
と定義され，内包性公理から集合となることが分かる．

2. G ◦ F が関数となることは見やすい．

演習問題 16. F : A→ B, G : B → C, H : C → Dとする．このとき，結合律
H ◦ (G ◦ F ) = (H ◦ G) ◦ F を示せ（絵を用いた直観的な議論ではなく，数学
的に厳密に示せ）．

演習問題 17. 関数に限らず一般の 2項関係で合成が定義され，結合律が成立
することを確かめよ．

1.3 順序数
直観的には，順序数は整列順序集合 2の並び方の指標であり，素朴な立場で
は「整列順序集合の順序型」である．もう少し詳しく説明すると次のようにな
る．二つの整列順序集合X, Y が順序同型のとき，X ∼ Y と定義する．∼は
整列順序集合全体の上の同値関係になる．このとき，素朴集合論では同値類
X/∼を（一つの）順序数とよぶ．
しかし整列順序の全体は（大きすぎて）集合にはならない．X と順序同型
なものたち全体に限っても集合ではない．したがって，素朴集合論における通
常の構成法は厳密な議論には相応しくないので，別の構成法を考えなくてはな
らない．
基本的な考え方は，∈がその上で整列順序になる集合たちのクラスを上手に
定義して，それに属する集合を順序数として定義することである．

2整列集合は，空でない部分集合に常に最小元が存在する順序集合のことである．
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以下では，集合論の公理を仮定する．

定義 18. 1. xが推移的である (Trans(x))とは，∀y∀z(z ∈ y ∈ x→ z ∈ x)
となることである．

2. xが順序数である（Ord(x)）とは，Trans(x) ∧ ∀y ∈ x(Trans(y))とな
ることである．

上の定義を言葉で述べると，「xが推移的とは xが∈に関して推移的なこと」，
「xが順序数であるとは，xだけでなくその元もすべて推移的なこと」となる．

例 19. 1. ∅は順序数である．0とかくことがある．

2. S(∅) = {∅}は順序数である．

3. Trans(a)→ Trans(S(a))が成立する： Trans(a)を仮定して，x ∈ y ∈
S(a)とする．次の二通りの場合がある．(i) x ∈ y ∈ aのとき，Trans(a)
より，x ∈ a ⊂ S(a)を得る．(ii) x ∈ y = aのとき，自明に x ∈ a ⊂ S(a)

である．いずれにせよ x ∈ S(a)となり，S(a)は推移的である．

4. 上のことから，Ord(a)→ Ord(S(a))が成立することも分かる．したがっ
て，（直観的）自然数nに対して，Sn(a)たちはすべて順序数となる．Sn(0)

は自然数nを集合論の中で表現したものであり，単にnと表すことがある．

5. F を順序数を元として持つ集合（族）とする．このとき
∪
F は順序数と

なる：y ∈ x ∈
∪
F とする．このとき，

∪
F の定義から，x ∈ α ∈ F と

なる順序数 αが存在する．したがって，αの推移性から y ∈ α である．
よって y ∈

∪
F となる．すなわち Trans(F )となる．F の各元が推移的

なのは，F が順序数の集合であるという仮定から明らか．

例 20. ωは順序数である：ω′ = {x ∈ ω : Ord(x)}は 0を含み，Sで閉じている
集合となる．ωはそのような性質を持つ最小の集合なので，ω′ = ω．すなわち，
ωの元はすべて（順序数であり）推移的である．同様に ω′′ = {x ∈ ω : x ⊂ ω}
を考えると，ω′′ = ωが示され，ω自体も推移的なことが分かる．よって ωは
順序数である．

補題 21. 順序数の元はすべて順序数である．

証明. Ord(x)を仮定して，y ∈ xとする．Ord(x)の定義から，yは推移的であ
る．また z ∈ yとすれば，xの推移性から，z ∈ xとなる．よって xが順序数
なることから，（その元）zが推移的なことが分かる．以上からOrd(y)が言え
る．

別の言い方をすると，クラスOn = {x : Ord(x)} (順序数全体)は推移的で
あると言える．また明らかにOnの各元は（順序数なので）推移的である．
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注意 22. On は集合ではない： もし On が集合であれば，順序数の条件
（Ord(On)）を満たすので，On ∈ Onとなってしまう．しかしそれは不可能で
ある（基礎の公理に反する）．

順序数を表すために，α, β, . . . を用意する．この記法のもとに，例えば
∃αφ(α) は，論理式 ∃x(Ord(x) ∧ φ(x))の省略形と考える．

補題 23. ∃αφ(α)→ ∃β
(
φ(β) ∧ ∀y ∈ β¬φ(y)

)
が成立する．

証明. φ(α)を仮定する．集合A = {x ∈ α : φ(x)}に基礎の公理を用いると，A
の中で ∈に関して極小な元が存在する（xの元なのでそれは順序数）．β ∈ α
をそのような極小元とする．βが求める元であることを示す．極小性から任意
の y ∈ βはAに属さない．y ∈ αは推移性から成立しているので，このことは
¬φ(y)を意味する．

上の補題は，与えられた（妥当な）条件に対して，それを満たす極小の順序
数が存在することを意味している．φ(α)は α以外の自由変数を持っていても
よい．

注意 24. 補題 23の対偶を考えると，（ψ = ¬φとして）次の論理式が成り立つ
のが分かる：

∀β
(
∀y ∈ βψ(y)→ ψ(β)

)
→ ∀αψ(α).

この形で表現した補題 23を超限帰納法とよぶ．

補題 25. ∀α∀β(α ∈ β ∨ α = β ∨ β ∈ α)が成立する．

証明. 順序数が（順序∈で）互いに比較できることを意味している．もし補題
が成立しなければ，比較できない順序数 α, βがある．補題 23により，そのよ
うな α, βの中で，αを極小にとれる．次に αを固定して，βを極小にとる．β
はαと比較できないが，すべての y ∈ βはαと比較できる．いまα ∈ yとすれ
ば，順序数 βの推移性から，α ∈ βとなり，αと βが比較可能になってしまう．
α = yとしても同じように矛盾が出る．したがって，y ∈ α である．よって

β ⊂ α

を得る．比較できないことから，β ⊊ αなので，γ ∈ α∖βが存在する．αの極
小性から，γは βと比較可能である．３通りの可能性があるが，何れにせよ矛
盾である：(i) β ∈ γのときは，推移性から，β ∈ αとなってしまう．(ii) β = γ

のときも同様である．(iii) γ ∈ βは，γのとり方から，起こり得ない．

上の３つの条件で，二つが同時に成り立つことはない．例えば，α ∈ β ∈ α
が成り立てば，α ∈ α が成り立つが，これは基礎の公理に反する．以上から，
順序数全体のクラスOnは，（集合ではないが）∈に関して全順序構造になって
いることが分かる．
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命題 26. 順序数 αは ∈に関して整列順序集合である．

証明. α上で全順序になることは，補題 25より，明らかである．空でない集合
X ⊂ αが与えられたとする．このとき，φ(x) := (x ∈ X)として，補題 23を
考えれば，Xの極小元 aが存在する．Xは全順序なので，aはXの最小元で
ある．

注意 27. 順序数 αの始切片 3は順序数である．

定義 28. 1. αが後継順序数であるとは，α = S(β)となる βが存在するこ
とである．

2. 後継順序数でない αは，極限順序数とよばれる．

注意 29. αが極限順序数のとき，任意のβ ∈ αに対して，S(β) ∈ αとなる：S(β)
も順序数なので，順序数どうしの比較可能性から，(i) S(β) = α, (ii) α ∈ S(β),
(iii) S(β) ∈ α のいずれかが成立する．αが極限なので，(i)は不可能である．
(ii) のとき，α ∈ β または α = β である．いずれも基礎の公理に反する．した
がって (iii)が成立する．

命題 30. 任意の整列順序集合 (X,<)に対して，順序数αと順序同型 f : (X,<

)→ (α,∈)が存在する．また αと f の取り方は一意である．

証明. 最初に αと順序同型 f : (X,<) → (α,∈)が存在すれば，それはただ一
つであることを示す．いま f ′ : (X,<) → (α′,∈)を異なる順序同型とすれば，
f(a) ̸= f ′(a)となる a ∈ X が存在する．そのような aで最小のものを選んで
おく．aの最小性から，f(a) = min{β : ∀x < a(f(x) < β)} = min{β : ∀x <
a(f ′(x) < β)} = f ′(a) となり矛盾である．
したがって，順序数 αと順序同型 f : (X,<)→ (α,∈)の存在を示せばよい．

背理法で示す．(X,<)を命題の反例とする．a未満の元全体を Iaとする:

Ia = {x ∈ X : x < a}.

必要ならXを Iaの形の始切片で置き換えることにより，すべての Iaで命題が
成立していると仮定できる（Xが整列順序集合であることを使っている）．
最初にXに最大元 aがあったとする．このとき，X = Ia ∪ {a}となり，仮

定により，f : (Ia, <) ∼= (α,∈)となる順序数 α と順序同型 f が唯一存在する．
このとき f(a) = S(α)として，f を拡大すれば，f はXと順序数 S(α)の間の
順序同型となり，Xの取り方に反する．
次にXは最大元を持たないとする．X =

∪
{Ia : a ∈ X}とかけることに注

意する．Xに対する仮定から，各 (Ia, <)はある（唯一つの）順序数αaと順序
同型になる．すなわち，順序同型

fa : Ia → αa

3I ⊂ αは「y ∈ x ∈ I → y ∈ I」が成立するとき，始切片という．一般の順序集合 (X,<)
に対しても，「I ⊂ X が y < x ∈ I → y ∈ I」が成立するとき，始切片という．
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が存在する．各 Iaに対して，faも唯一つであることが容易に分かる．したがっ
て，a < bであれば，fa ⊂ fbとなる．このとき関数∪

{fa : a ∈ X} : X →
∪
{αa : a ∈ X}

は αと順序数
∪
{αa : a ∈ α}との間の順序同型を与える．

命題 31 (整列可能性定理). Aを集合とする．このとき，ある順序数とAの間
に全単射が存在する．

証明. 次の選択関数 gを考える：

g : P(A)∖ {∅} → A, g(X) ∈ X.

また φ(α)を次の論理式とする：

∃f
(
f : α

1−1−−→ A ∧ ∀x ∈ α
(
A ̸= {f(y) : y ∈ x} → f(x) = g(A∖ {f(y) : y ∈ x})

))
.

主張 A. φ(α)のとき，それを保証する f は唯一つである．

f1 ̸= f2がともにφの中のfの条件を満たすとする．順序数は整列集合なので，
f1(x) ̸= f2(x)となる最小の x ∈ α が存在する．しかし，f1(x) = g(A∖ {f(y) :
y ∈ x}) = f2(x) なので，それは不可能である．

αに対して唯一つ存在が保障された f を fαとかく．このとき，上と全く同
じ議論で，α < βがともに φを満たせば，fα ⊊ fβとなることも分かる．

主張 B. ∃α¬φ(α).

いま ∀αφ(α)と仮定して，αの fαによる像を Fαとかく．Fαたちはすべて
P(A)に属するので，それら全体は集合となる．このとき，対応

G : {Fα : α ∈ On} → On, G(Fα) = α

が定義される．置換公理により，Gの行く先Onは集合になってしまい，矛盾
に至る．

¬φ(α)が成り立つ最小の αを α∗とする．φの定義を考えると，α∗は極限順
序数ではない．したがって α∗ = S(β∗)とかける．関数 f ∗ = fβ∗ は β∗のAへ
の埋め込みを与えている．それが全射になっていることを示せばよい．全射で
なければ，f ∗(β∗) = g(A ∖ {f(y) : y ∈ β∗})として f ∗を拡大できる．拡大さ
れた f ∗は φ(α∗)を導く．それは α∗の取り方に矛盾する．

注意 32. 任意の集合Aに対して，順序数 αと全単射 f : α→ Aが存在するこ
とが示された．A上の順序<を，a < b↔ f−1(a) ∈ f−1(b)で定めることがで
き，それは整列順序になる．



16 第 1章 公理的集合論の基礎

1.4 順序数上の再帰的定義
順序数上の∈は順序になることが分かったので，以下<と書くことがある．

また ∅を 0，S(α)を α + 1と書くことがある．
∀x(δ(x) → ∃!yφ(x, y)が成立するとき，x 7→ yなる ‘関数’Gが定義される．

Gは必ずしも集合にならないので，（δで定義された）クラス関数とよぶことに
する．論理式G(x) = yは単に論理式 δ(x) ∧ φ(x, y) のことである．Gの定義
域を集合Aに制限したものをG|A = {(a, b) : a ∈ A ∧G(a) = b}とかけば，置
換公理により，それは集合となる．

命題 33. Gを（全集合上で定義された）クラス関数とする．このとき，On上
で定義されたクラス関数 F で，

F (α) = G(F |α)

を満たすものが唯一つ存在する．

証明. 証明方法は基本的に命題 31と同じである．論理式 ψ(x, y)を

∃f∃Y (f : S(x)→ Y ∧ f(x) = y ∧ ∀z ∈ S(x)(f(z) = G(f |z)))

とすれば，∀α∃!yψ(α, y)が成立する．ψで定義されるクラス関数を F とすれ
ばよい．以下では，詳細を述べる．

主張 A. ∀α∃!y ψ(x, y).

∃yψ(α, y)が成立すれば，そのような yおよび f は唯一つである．αに対し
て決まる f を fαとかく．いま yが存在しない αが存在したとする．その中で
最小の αをとる．f ∗ =

∪
β<α fβ とすれば，それは α上の関数となり，f ∗を

f ∗(α) = G({f ∗(β) : β ∈ α})で拡大すれば，ψ(α)が成立することになり，矛
盾に至る．

F を ψ で定義されるクラス関数とすれば，F |S(α) = fα である．よって
F (α) = fα(α) = G(fα|α) = G(F |α)は成立する．

上の命題で，クラス関数Gはパラメータを用いて定義されていてもよい．そ
の場合は F も同じパラメータ上で定義されている．

定義 34 (順序数の和と積). 次のように再帰的に定義される：

1. (a) α + 0 = α,

(b) α + S(β0) = S(α + β0),

(c) α + β = sup{α + γ : γ < β} =
∪
{α + γ : γ < β} （β が極限の

とき）.

2. (a) α · 0 = 0,
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(b) α · S(β0) = (α · β0) + α,

(c) α · β = sup{α · γ : γ < β} （βが極限のとき）

例 35. 和（や積）の定義で行われた再帰的定義は，直観的には確かに一つの
クラス関数を定義している．命題 33を用いれば，厳密に定義することができ
る：クラス関数Gを次で定義する．

G(α, x) = α ∪
∪
{S(y) : y ∈ ran(x)}

これに対して命題 33で定義されるクラス関数 F (α, β) = G(α, F |β) 4 を考え
る．このとき，F (α, 0) = G(α, ∅) = αである．また F が（第２変数として）
On→ Onのクラス関数で単調増加なことを使えば，次が分かる．

F (α, S(β0)) = α ∪
∪
{S(F (α, γ)) : γ ≤ β0}

=
∪
{S(F (α, γ)) : γ ≤ β0}

= S(F (α, β0)).

βが極限のときは，

F (α, β) =
∪
{S(F (α, δ)) : δ < β} = sup{F (α, γ) : γ < β}.

となり，（F (α, β)を α+ βと略記すれば）和の再帰的定義の式が成立すること
が分かる．

命題 36. 1. α+ βは，集合 ({0} × α) ∪ ({1} × β)上の辞書式順序と順序同
型である．

2. α · βは，直積集合 α× β上の逆辞書式順序と同型である．

証明. 1について示す． βに関する超限帰納法で示す．β未満での成立を仮定
する．
β = β0+1のとき，α+β = (α+β0)∪{α+β0}であり，α+β0は順序∈で一番
最後の元である．また ({0}×α)∪({1}×β) =

(
({0}×α)∪({1}×β0)

)
∪{⟨1, β0⟩}

であり，辞書式順序<では {⟨1, β0⟩}が一番最後の元である．また超限帰納法
の仮定から (α + β0,∈) ∼= (({0} × α) ∪ ({1} × β0), <) である．したがって，
(α + β,∈) ∼=

(
({0} × α) ∪ ({1} × β), <

)
を得る．

βが極限順序数のときは，各 γ ∈ βに対して，fγ を順序同型 fγ : α + γ ∼=
({0} × α) ∪ ({1} × γとすれば，

∪
{fγ : γ ∈ β}が求める順序同型である．

例 37. 1. 1 + ω = ω: 1 + ω = sup{1 + n : n ∈ ω} = sup{n : n ∈ ω} = ω.

2. ω + 1 ̸= ω: ω ∈ S(ω) = ω + 1.

3. 2 · ω = ω: 2 · ω = sup{2 · n : n ∈ ω} = sup{n : n ∈ ω} = ω.

4. ω · 2 ̸= ω: ω ∈ ω + 1 ≤ sup{ω + n : n ∈ ω} = ω + ω.
4F |βは第２変数に関する関数として定義域を βに制限することを意味している．F (α, ∗)|β

の意味である．
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1.5 基数
定義 38. 1. 集合A,Bの間に全単射が存在するとき，A ≈ Bとかく．

A ≈ B ↔ ∃f(A 1−1−−→
onto

B).

明らかに≈はOn上の同値関係である．

2. 順序数αが基数である（Card(α)）とは，αがその≈-同値類の中で，（順
序 ∈に関して）最小になっていることである．

Card(x)↔ Ord(x) ∧ ∀β(β ≈ x→ x ≤ β).

3. 集合Aに対して，A ≈ κとなる基数をAの濃度とよび，|A|で表す．

注意 39. 整列可能性定理により，A ≈ αとなる順序数が存在する．そのよう
な中で最小の αは基数となる．したがって，|A|は常に存在する．

基数は κ, λ, . . . で表す．基数の和と積を定義する．基数は順序数であるが，
順序数としての和 κ+ λ と基数としての和 κ+ λは（一般には）異なる．同じ
記号を使うが別物である．

定義 40 (基数の演算). 1. κ+ λ = |({0} × κ) ∪ ({1} × λ)|,

2. κ · λ = |κ× λ|.

3. κλ = |F |, ただし F は f : λ→ κなる関数 f の全体である．

注意 41. m,n ∈ ωのとき，m+ nは順序数の和として考えても，基数の和と
考えても同じである．積も同様である．

次の命題は，素朴集合論での議論と同様に証明できる．

命題 42. κ, λの一方が無限（ω以上）ならば，

κ+ λ = κ · λ = max{κ, λ}.

上の命題と同様に，素朴集合論と同様に証明が行える結果は既知として扱う．

命題 43 (カントール). κ < 2κ. （2 = {0, 1}）

証明. 矛盾を導くために，2κ ≤ κとする．ことき，F : 2κ
1−1−−→ κが存在する．

各α ∈ κに対して，fα ∈ 2κを次のように定める：∃f ∈ 2κ(F (f) = α)となるな
らば，その（唯一の）f を fαとし，存在しなければ任意に決める．g : κ→ 2

を以下で決める（2κは κ→ 2なる関数の全体と思う）．

g(α) = 1− fα(α).

g = fβ となる βが存在するが，g(β) = 1 − fβ(β) ̸= fβ(β) となり，矛盾であ
る．
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定義 44. 1. κ+ = min{λ : κ < λ}. κの次の基数．

2. λが λ = κ+と書かれるとき，後継基数とよばれる．後継基数でない基数
は極限基数とよばれる．

3. ℵ0 = ω, ℵα = sup{(ℵβ)+ : β < α}. 小さい方から数えて α番目の無限
基数．

4. cf(κ) = min{|X| : X ⊂ κ, κ =
∪
X}. cf(κ) = κ が成り立つとき，κは

正則基数とよばれる．

命題 45. 1. κ+は正則である．

2. cf(2κ) > κ.

証明. 1. κ+が正則でないとする．κ+ =
∪
XとなるX ⊂ κ+で，濃度が κ（以

下）のものが存在する．各α ∈ X ⊂ κ+は濃度が |α| ≤ κである．したがって，
集合 κ+は濃度が κ以下の集合を κ個集めて被覆可能になる（κ+ ≤ κ · κ = κ

を意味する）．これは矛盾である．
2. cf(2κ) ≤ κとして矛盾を導く．2κ ≈ P(κ)に注意する．cf(2κ) ≤ κより，
濃度が 2κ未満の Pi (i < κ) を次のように選べる．

P(κ) =
∪
{Pi : i < κ}

次に κ =
∪
{Xi : i < κ}, |Xi| = κ (i ∈ κ), Xi ∩ Xj = ∅ (i ̸= j)となるよ

うに κを分割する．このとき，|Pi| < 2κおよび選択公理により，Ai ⊂ Xiを
Ai /∈ {x∩Xi : x ∈ Pi}となるように選べる．このとき

∪
{Ai : i < κ}はどのPi

にも属さない．それは矛盾である．

X0 X1 X2

A0
A1

A2

同様の議論により，次を示すことができる．

命題 46. κcf(κ) > κ.
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証明. κ =
∪

i<cf(κ) αiとなるように αi < κたちを選ぶ．いま κcf(κ) ≤ κとす
れば，全射 f : κ → κcf(κ)が存在する．i < cf(κ)に対して，gi : αi → κを
gi(x) = (f(x))i = [f(x)の第 i項]で定義する（κcf(κ)の元を長さ cf(κ)の列と
同一視している）．各 iに対して，|ran(gi)| ≤ |Xi| < κより，αi ∈ κ∖ ran(gi)

を選べる．
h = (α0, α1, . . . )

と定義する．f の全射性から，h = f(i)となる iが存在する．そのとき，αi =

(h)i = (f(i))i ∈ ran(gi)となるが，それは αiの取り方に反している．
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第2章 モデル理論の基礎

2.1 構造と同型
Lは言語を表す．L-構造はM,N などで表す．記号X ∈ LのM での解釈は

XM で表す．

定義 47. M,N を L-構造として，全単射 σ : M → N が同型写像であるとは，
次の３条件が成立することである：

1. c ∈ Lが定数記号のとき，σ(cM) = cN ;

2. P ∈ Lが述語記号のとき，σ(PM) = PN ;

3. F ∈ Lが（n変数）関数記号のとき，

σ(FM(a1, ..., an)) = FN(σ(a1), ..., σ(an))

が任意の a1, ..., an ∈M に対して成立する．

注意 48. 1. 関数記号に対する条件だけが，見かけ上他と異なるように見え
るが，n変数関数記号を n+1変数述語記号と考えれば，同じ条件になっ
ていることが分かる．

2. σ :M → Nが同型写像のとき，逆写像 σ−1 : N →Mも同型写像である．

注意 49. 全単射 σ :M → N に対して次は同値である：

• F は同型写像である．

• 任意の原子論理式 φ(x1, ..., xk)と a1, ..., ak ∈M に対して，

M |= φ(a1, ..., an) ⇐⇒ N |= φ(σ(a1), ..., σ(an)).

証明は φの中の関数記号の数に関する帰納法で行えばよい．

例 50. 1. 順序同型の概念は言語 {∗ < ∗}に関する同型の概念と一致する．

2. 群の同型概念は言語 {e, ∗ · ∗, ∗−1}に関する同型概念と一致する．
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命題 51. σ :M → Nを同型写像とする．このとき，任意の論理式φ(x1, ..., xk)

と a1, ..., ak ∈M に対して，

M |= φ(a1, ..., an) ⇐⇒ N |= φ(σ(a1), ..., σ(an)).

証明. φの構成に関する帰納法（論理記号の数 n）で証明できる：
n = 0のとき：φは原子論理式なので，注意 49により成立することが分かる．
n+1のとき： φはそれより簡単な論理式から論理記号により作られている．

他の場合は簡単なので，φが ∃yψ(y, x1, ..., xk)の場合だけを議論する．任意の
a1, ..., ak ∈M に対して，次が成立する．

M |= ∃yψ(y, a1, ..., ak) ⇒ M |= ψ(b, a1, ..., ak)

⇒ N |= ψ(b, σ(a1), ..., σ(ak))· · · 帰納法の仮定
⇒ N |= ∃yψ(y, σ(a1), ..., σ(ak))

また逆向きは σ−1を考えればよい．よって同値性が成立する．

定義 52. σ : M → N が同型写像のとき，σ : M ∼= N とかく．σ : M ∼= N と
なる σが存在するとき，M とN は同型であるといい，M ∼= N とかく．

2.2 コンパクト性定理
Lは引き続き言語とする．また T は L-閉論理式の集合を表す．完全性定理

は，T が整合的である（形式的体系で T から矛盾を導けない）ことと T がモ
デルを持つことの同値性を主張する．完全性定理の証明（ヘンキン構成法）か
ら，整合性から導かれるモデルの濃度は |L|+ ℵ0以下である．
完全性定理の系として次の定理が得られる：

定理 53 (コンパクト性定理). T を閉論理式の集合とする．このとき次は同値
である：

1. T はモデルを持つ；

2. T の任意の有限部分集合 T0はモデルを持つ．

証明. 1⇒ 2は自明である．2⇒ 1の対偶を示す．T がモデルを持たないとす
る．このとき，完全性定理により，T から（論理の形式的体系を用いて）矛盾
が証明できる．証明の長さは有限なので，証明に使われる T の論理式は有限
個しかない．その使われる部分を T0 ⊂ T とすれば，T0から矛盾が出る．よっ
て T0はモデルを持ち得ない．

定義 54. 任意の閉論理式 φに対して，

M |= φ ⇐⇒ N |= φ

が成立するとき，M ≡ N とかき，M とN は基本的に同値であるという．
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注意 55. M ∼= N ならばM ≡ N である： σ :M ∼= N とする．命題 51を閉論
理式 φに適用すれば，

M |= φ ⇐⇒ N |= φ

が成立する．φの取り方は任意なので，M ≡ N を得る．

コンパクト性定理を用いると逆の主張（M ≡ N ⇒M ∼= N）は言えないこ
とが次の例から分かる．

例 56. M を無限の L-構造として，その濃度を κとする．κ+ 個の定数記号
{cα : α < κ+}を用意して，次の閉論理式の集合 T を考える：

T = {φ :M |= φ} ∪ {cα ̸= cβ : α ̸= β}.

{φ : M |= φ}はM で成立するすべての L-閉論理式の集合であり，{cα ̸= cβ :

α ̸= β} は定数記号たち（の解釈）はすべて異なることを主張している．T の
有限部分 T0が与えられたとき，それは適当な有限集合 I ⊂ κ+により，次の形
の集合としてよい．

T0 = {φ1, ..., φm} ∪ {cα ̸= cβ : α, β ∈ I, α ̸= β}.

M の上では，当然ながら，前半部分 {φ1, ..., φm}が成立する．また後半部分
{cα ̸= cβ : α, β ∈ I, α ̸= β}は cα (α ∈ I)の解釈をM の中の異なる元としてと
れば成立する（Iが有限で，Mが無限なので，そのような解釈をとれる）．した
がって，コンパクト性定理により，TのモデルNが存在する．T ⊃ {φ :M |= φ}
であるから，N ≡ M が分かる．しかし T ⊃ {cα ̸= cβ : α, β ∈ I, α ̸= β} であ
るから，Nの濃度は κ+以上である．MとNの濃度が異なるので，M ̸∼= Nで
ある．

定理 57 (レーベンハイム - スコーレムの定理). Mを無限のL-構造とする．ま
た κ ≥ |L|を任意の無限基数とする．このとき，濃度 κの無限 L-構造N で

N ≡M

となるものが存在する．

証明. 基本的に証明は例 56と同様である．

2.3 公理の完全性
L-閉論理式の集合 T がモデルを持つとする．T の二つのモデルM,N が常
にM ≡ N となるとき，T は完全であるという．任意の閉論理式 φ に対して，
T |= φか T |= ¬φのいずれかが言えることを意味する．完全性定理の「完全」
とは意味が異なる．
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例 58. 1. 群の公理は完全でない： 例えばアーベル群であることを主張す
る論理式を φとすれば，G |= φなるモデル（すなわちアーベル群）も
G |= ¬φとなるモデル（すなわちアーベル群でない群）も存在する．

2. 体K上のベクトル空間の公理は完全である．これを示すためには準備が
必要である．

命題 59. 任意のM,N |= T に対して，次を成り立たせるM∗, N∗が存在する
と仮定する．

M∗ ≡M, N∗ ≡ N, M∗ ∼= N∗

このとき，T は完全である．

証明. M,N |= T が与えられたとき，上のM∗, N∗ をとる．M∗ ∼= N∗ より，
M∗ ≡ N∗である．したがって，M ≡M∗ ≡ N∗ ≡ N となる．≡の推移性によ
り，M ≡ N が成り立つ．よって T は完全である．

例 60. 0を定数記号，Sを１変数関数記号として，T を以下の {0, S}-閉論理
式たちの集合とする：

• ∀x, y(S(x) = S(y)→ x = y)： Sは単射である．

• ∀x(S(x) ̸= 0)： 0は Sの値域に入らない．

• ∀y(y ̸= 0→ ∃x(S(x) = y)： 0以外の元は S(x)の形でかける．

• ¬∃x(Sn(x) = x) (n = 1, 2, ...)： Sによるループはない．

T の一番標準的なモデルは，Nとその上の関数 S(m) = m+ 1の組である．T
が完全であることは次のように示される．M,N を T の二つのモデルとする
（ループがないことから両方とも無限モデルである）．κ > |M | + |N |とする
と，コンパクト性定理（と完全性定理の証明）により，M∗ ≡ M , N∗ ≡ N ,

|M∗| = |N∗| = κなるモデルが存在する．次を示せば，命題 59により，T が完
全なことが分かる．

主張 A. M∗ ∼= N∗.

M∗は標準的な (N, S)と同型な部分を必ず含む．それは0M
∗
から始まり，SM∗

で閉じさせた部分集合である．M∗の標準部分以外はZと同型なコンポーネン
トたちからなる．すなわち一つの元から始まり Sと S−1で閉じた（可算）部
分集合である．濃度の計算から，それらのコンポーネントは κ個ある．N∗も
同じ構造を持つ．したがって，二つは同型になる．

例 61. K を無限体としてK 上のベクトル空間 V ̸= {0}の公理を考える．言
語としては次のものを考える：
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1. 加法群としての V を表現するための記号 0, ∗+ ∗, −∗;

2. 各 a ∈ Kに対して，1変数関数記号 faを用意する．

これらを用いてK上のベクトル空間の公理TKを表現できる．TKが完全になる
ことを示す．M,N |= TKとする（M,Nは濃度 |K|以上の無限モデルである）．
κ = (|M |+ |N |)+とする．コンパクト性定理により，次のようなM∗, N∗ |= TK
が存在する：

M∗ ≡M, N∗ ≡ N, |M∗| = |N∗| = κ.

M∗と N∗の次元は κである．ベクトル空間は次元によって決定されるので，
M∗ ∼= N∗である．命題 59によって TKが完全なことが分かる．

2.4 定義可能集合
定義 62. MをL-構造として，A ⊂Mnとする．L-論理式φ(x1, ..., xn, y1, ..., ym)

と b1, ..., bm ∈M を使って，

A = {⟨a1, ..., an⟩ ∈Mn :M |= φ(a1, ..., an, b1, ..., bm)}

とかけるとき，Aを（１階）定義可能集合という．またAはパラメータを持つ
論理式φ(x1, ..., xn, b1, ..., bm)で定義されるという．Aを定義する論理式のパラ
メータ b1, ..., bmがBに含まれるとき，AはB上で定義可能という．

定義可能集合は，構造の中で論理式を用いて具体的に記述されている集合で
ある．

注意 63. 無限構造M の部分集合は 2|M |だけ存在する．一方定義可能集合は
論理式とパラメータのとり方だけしか存在しない．例えばLが可算のときは，
|M |個しか存在しない．

例 64. 1. 有限集合 A = {a1, ..., am} ⊂ M は定義可能集合である：実際 A

は論理式 x = a1 ∨ · · · ∨ x = amで定義される．

2. 実数体Rにおいて，y = x2のグラフは定義可能集合である．y = ax2 +

bx+ cのグラフは {a, b, c}上で定義可能である．

命題 65. A ⊂ MnをB ⊂ M 上で定義可能集合とする．このとき，Bを固定
する任意の自己同型写像 σ :M →Mに対して，Aは σ-不変である．すなわち
σ(A) = Aが成立する．
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証明. 簡単のために n = 1として，Aを定義する論理式を φ(x, b1, ..., bm)とす
る．ここで b1, ..., bm ∈ Bである．任意の a ∈M に対して次が成立する：

a ∈ A ⇒ M |= φ(a, b1, ..., bm)

⇒ M |= φ(σ(a), σ(b1), ..., σ(bm))

⇒ M |= φ(σ(a), b1, ..., bm) (∵ σ|B = idB)

⇒ σ(a) ∈ A.

σ−1も自己同型なので，両側向き矢印が成立する．よってσ(A) = Aである．

注意 66. N上で，1変数関数記号Sの解釈を a 7→ a+1として，{S}-構造Mを
作る．Mの自己同型は，恒等写像しかない．したがって，すべての集合A ⊂M

は自己同型で不変である．しかし，M の定義可能でない部分集合は存在する．
したがって，命題 65 の逆は成立しない．

例 67. (Q, <) ⊂ (R, <)を考える．<は通常の順序である．無理数 rに対して，
A = {a ∈ R : R |= a < r}は，その形から (R, <)の定義可能集合になることが
分かる．しかしA ∩Qは (Q, <)の定義可能集合にはならない．
このことは以下のように分かる．A ∩ Q が (Q, <) において，論理式

φ(x, b1, ..., bm, d1, ..., dn)で定義できたとする．ここで（必要ならパラメータを
増やして）

b1 < · · · < bm < r < d1 < · · · < dn

としてよい．s, t ∈ Qを bm < s < r < t < d1となるようにとる．Qの自己同
型 σで以下の３条件を満たすものを容易に構成できる：

1. σは bm以下の元を固定する．

2. σは d1以上の元を固定する．

3. σ(s) = t.

このとき，s ∈ A ∩Qであるが，σ(s) = t /∈ A ∩Qである．したがって，σは
b1, ..., bm, d1, ..., dnを固定する自己同型であるが，A∩Qは σ-不変でない．よっ
て b1, ..., bm, d1, ..., dn上定義可能ではない．（矛盾）

例 68. (N, <, S)において，偶数全体の集合は定義可能集合でない．すなわち
偶数という概念は順序<と S : a 7→ a+ 1だけを使ったのでは（論理式で）表
現することはできない．このことを示そう．(N, <)は恒等写像以外の自己同
型写像を持たないので，命題 65を直接的に利用することはできない．そこで
(N, <, S)の拡大を利用する．
今偶数全体の集合E ⊂ Nが (N, <)で定義可能だとして矛盾を導くことにす

る．Eが論理式φ(x)で定義されたとする．コンパクト性を使うと濃度がℵ1の
モデルN∗ ≡ Nが存在する．N∗はNのコピーを含むので，N ⊂ N∗としてよい．
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主張 A. N∗ |= ∀x[φ(x)→ ¬φ(S(x)].

上の論理式は偶数 xの直後の元は偶数でないことを意味している．Nでは当
然成立しているので，N∗ ≡ Nにおいても成立する．

N∗において σ : N∗ → N∗を σ|N = idN, σ(a) = S(a) (a /∈ N) で定義する．

主張 B. σは自己同型写像になる．

σが全単射になること，順序を保存していることは明らかである．σ(S(a)) =
S(σ(a))については以下による：

1. a ∈ Nのときは，σ(a) = aより明らか．

2. a /∈ Nのときは，σ(S(a)) = S(S(a)) = S(σ(a))より成立する．

主張A,Bは矛盾する．実際，N∗でφによって定義される部分集合が σ-不変
でないことを意味している．

2.5 応用例

2.5.1 ４色定理と無限地図

平面内に書かれた有限個の国を持つ地図は，４色を用いて隣国が同じ色にな
らないように塗り分けられる（ Kenneth Appel and Wolfgang Haken）．実は
この４色定理は無限個の国を持つ地図でも成立する．このことはコンパクト性
定理を使うと簡単に分かる．
数学的に厳密に述べるために，平面グラフの概念を用いる．Rを２変数述語
記号とする．

定義 69. {R}-構造 Gがグラフであるとは，次の 2条件が満たされることで
ある：

1. Rは対称である．∀x∀y(R(x, y)→ R(y, x)).

2. Rは非反射的である．∀x¬R(x, x).

Gの各元はグラフの頂点を表し，R(x, y)が成立することは，頂点 x, yの間
に辺があることを意味している．平面内に辺が交わることなくかけるグラフを
平面グラフという．国を頂点に，境界を辺に対応させることで，平面地図と平
面グラフは互いに対応する．地図の国の色づけは，グラフに対しては，頂点の
色づけに対応する．
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←→

今無限個の国を持つ地図が与えられたとする．上の手法を用いることにより，
無限個の頂点を持つ平面グラフ (G,RG)を対応させる．平面グラフの頂点を，
４色で塗り分けし，間に辺がある２頂点が常に別の色になっていれば目標は
達成する．
各 v ∈ Gに対して，定数記号 cv を用意する．また色分けを表すために Ci

(i = 0, 1, 2, 3)を新たな 1変数述語記号とする．T を次の論理式の集合とする：

1. {cv ̸= cw : v, w ∈ G, v ̸= w}

2. {R(cv, cw) : v, w ∈ G, G |= R(v, w)}

3. {¬R(cv, cw) : v, w ∈ G, G |= ¬R(v, w)}

4. ∀x
∨

i≤3Ci(x)

5.
∧

i ̸=j ¬∃x(Ci(x) ∧ Cj(x))

6. ∀x∀y(R(x, y)→
∧

i≤3 ¬(Ci(x) ∧ Ci(y)))

1,2,3により，グラフGの構造を書ききっている．また 4,5により 4色で色づ
けが行われいることを表している．5は辺の両端の頂点は別の色になっている
ことを表している．
T がモデルを持つことを示せば十分である．コンパクト性定理により，T の

各有限部分がモデルを持つことを示せばよい．しかし，それは有限地図 (有限
グラフ) に対する４色定理から明らかである．

2.5.2 順序集合

定理 70. (A,<)を順序集合とする．このとき，<を拡大したA上の全順序<∗

が存在する．

注意 71. A上の 2項関係<∗で，条件 (i) <⊂<∗，(ii) (A,<∗)は全順序集合，
を満たすものが存在するという意味である．
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定理 70の証明. ステップ１：Aが有限の場合にn = |A|に関する帰納法で証明
する．
n = 1の場合は自明である．n + 1のとき，Aの極大元 aをとる．A ∖ {a}
に帰納法の仮定を用いると，その上の順序を拡大して，全順序にできる．aを
A∖ {a}のどの元よりも大きいと定義すれば，A上の全順序<∗が得られる．
ステップ２：無限の場合．
各 a ∈ Aに対して，定数記号 caを用意する．また２変数述語記号<∗を用意
して，次の条件を表す論理式の集合 T を考える：

1. {ca ̸= cb : a, b ∈ A, a ̸= b}

2. {ca <∗ cb : A |= a < b}

3. <∗は全順序である．

各有限部分は，ステップ１によりモデルを持つ．したがって，コンパクト性
により T 全体がモデルM を持つ．a ∈ Aと ca

M を同一視すれば，集合として
A ⊂ M である．このとき<∗の解釈（のAへの制限）が求める全順序になっ
ている．


