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(X, B, µ) を確率空間。 T をその上の保測変換とすると (X, B, µ, T ) は
測度論的力学系 (MDS)となる。MDS の基本定理として Poincaré の再帰
定理がある。

Theorem 1. Y ∈ B が µ(Y ) > 0 ならば、ほとんどすべての Y の点の
T -軌道は再帰的である。

そこで T̂ (x) = Tm(x)(x)（m(x) を第一帰還時間）とおくと誘導力学系
(Y, BY , 1

µ(Y )
µ, T̂ ) が定義される。 誘導力学系と元の力学系は大きく異な

ることもある。MDS が自己誘導的であるとは、Y が X とが MDS とし
て同型なことをいう。
以下 X はユークリッド空間の部分集合とする。この場合、自己誘導的
とはアフィン同型写像 ϕ があって可換図式

X
T−−−→ X

ϕ

y yϕ

Y −−−→
T̂

Y

が（測度ゼロの例外を除いて）成立つこととする。
Pisot 数 とは 1 より大きい実代数的整数で、その共役の絶対値が 1 よ
り小のものをいう。自己誘導構造の拡大定数（行列の最大固有値）には
Pisot 数が現れることがある。本稿ではいくつかの具体例を通じて、その
現象の重要性、必然性を議論したいとおもう。以下扱う例は次の三つで
ある。



• 無理回転と連分数

• 離散回転と領域交換

• Substitution 力学系と Pisot 予想

底に流れる問題意識は「なぜ Pisot 数が数論的な自己誘導構造の拡大
係数に表れるのか？」である。

1 無理回転と連分数
無理数 ξ ∈ (0, 1) を固定し、T = R/Z への作用 x 7→ x + ξ を考え
る。(T, x 7→ x + ξ) の位相力学系は、極小かつ唯一エルゴード的であり
Lebesgue 測度が不変測度となる。すなわち唯一通りの仕方で測度論的力
学系とみなせる。この力学系は

x 7→

{
x + ξ x ∈ [0, 1 − ξ)

x + ξ − 1 x ∈ [1 − ξ, 1)

という二区間交換である。Y = [1 − ξ, 1) への誘導力学系は

x 7→

{
x + ξ − ξ2 x ∈ [1 − ξ, 1 − ξ + ξ2)

x − ξ2 x ∈ [1 − ξ + ξ2, 1)

となる。長さ 1 のトーラスでの ξ の回転が、長さ ξ のトーラスでの−ξ2

(mod ξ) の回転に変わった。ξ0 = 1, ξ1 = ξ と書き直し、長さを 1 に正規
化すると ξ1/ξ0 の回転が −ξ2/ξ1 に移る。同じように誘導力学系をとる操
作を繰り返すと

1 = ξ0 = a0ξ1 + ξ2

ξ1 = a1ξ2 + ξ3

ξ2 = a2ξ3 + ξ4

ξ3 = a3ξ4 + ξ5

...



という風に ξn と自然数列 an が計算される。これから

ξ0/ξ1 = a0 +
1

a1 +
1

a2 + . . .
1

an−1 +
1

ξn/ξn+1

という正則連分数が自然に定義される。n 番目の誘導力学系の区間の長
さは ξn である。通常のように

Pn+1 = anPn + Pn−1

Qn+1 = anQn + Qn−1

(P−1, P0, Q−1, Q0) = (0, 1, 1, 0) とおくと νn = ξn/ξn+1 は

ν0 =
Pnνn + Pn−1

Qnνn + Qn−1

を満たす。ここで次の等式がなりたつ。

Pn + Pn−1/νn = ν0 . . . νn−1 = 1/ξn

つまり Pn + Pn−1/νn は n 番目の誘導力学系の拡大係数を表す。とくに
この力学系が元の無理回転と同型になるのは ν0 = α が

1

α
=

Qn + Qn−1/α

Pn + Pn−1/α

を満たすことと同値であり、α は Gauss の意味で reduced な二次無理数
となる。さらにこのとき拡大係数 κ = Pn+Pn−1/αはκ2−(Pn+Qn−1)κ+

(−1)n = 0 を満たす二次の Pisot 単数である。このように連分数のアル
ゴリズムは無理回転の力学系から自然に段階的に導かれる誘導力学系に
より加速した力学系とみなすことができ、その拡大係数が二次 Pisot 単
数であることは、古典的な二次体の整数論で重要な役割を果たす。
連分数を Modular surface 上の測地流の coding とみなす考え方があ
る。そこでもこのように順に誘導力学系をとっていく考え方は基本的で
ある ([8])。



1.1 釜江の数系

無理回転と連分数の関係のように、数論に応用される測度論的力学系
には additive とそれを加速した multiplicative の二つの力学系が共存す
る。この角度からの一般化として釜江の数系を挙げておきたい。正確な
定義は論文 [5]にあるが、大まかにいえば

• MDS はエントロピー零の作用 T (additive) と正のエントロピーを
もつ作用 S (multiplicative) をもちこれらが分配法則を満たす。

• T については唯一エルゴード的である。

• 同じ測度が S の最大エントロピーを実現する唯一の測度でもある。

というものである。数論的に非常によい性質の力学系であり Diophantus

近似等への応用もあると思われるが、数論の研究者にはあまり知られて
いないのではないかと思う。
これに関連して注目すべき最近の結果として Arnoux-Hubert [2] の正

2n 角形数系を拡張した Smillie-Ulcigrai [9] の多角形ビリヤードの力学系
の研究がある。付随する記号力学系には自然に Sturm 列の一般化が定義
され、測地流の力学系が働き、それに対応する additive な連分数も見つ
かっている。これはHecke 群 G(

√
2) の Rosen 連分数とも関連している。

2 離散回転と領域交換
これはシフト基数系というある種の良い性質もつ数論的な力学系の有
限性の研究から派生した問題である。次のような一見簡単な数論の問題
を考えよう。

Conjecture 1. λ ≤ 2 を固定する。0 ≤ an+1 + λan + an−1 < 1 で決まる
整数列は初期値 (a0, a1) ∈ Z2 のとり方によらず常に周期的である。

(an, an−1) が決まると an+1 が一意に定まることに注意すれば三項間漸
化式のようなものである。大雑把には(

an

an+1

)
≈

(
0 1

−1 −λ

)(
an−1

an

)



という事であり、対応する行列の特性多項式は x2 + λx + 1 したがって固
有値は絶対値 1 の互いに複素共役な複素数 exp(±θ

√
−1) となる。ここで

λ = −2 cos(θ) と置いた。この行列は角 θ の回転行列と相似である。いい
かえると問題の関係式は、二次元の格子点の回転であるが、単に回転す
れば格子点でなくなるので微調整して行き先を格子点にする。すなわち
格子点に働く離散回転の力学系となる。対称性によりこの離散回転は格
子点全体の全単射を与える。一般にデジタル情報は回転することにより
劣化するが、この離散回転は情報を失わない。この力学系の安定性は興
味ある研究対象で、デジタルフィルターの構成とも関連して多くの研究
者が興味を持っている。我々は [1] において次を示した。

Theorem 2. λ = ±1±
√

5
2

,±
√

2,±
√

3 のときは予想は正しい。

1−
√

5
2
は新しい結果でなく、Lowenstein, Hatjispyros and Vivaldi [6] がコ

ンピュータに依存した証明を与えていた。
λ = (1 +

√
5)/2, ζ = exp(2π

√
−1/5) と固定する。xn = ⟨ωan⟩ とおけ

ば簡単な計算で

0 ≤ an + ωan+1 + an+2 < 1

an + ωan+1 + an+2 = ⟨ωan+1⟩

⟨ωan⟩ −
1

ω
⟨ωan+1⟩ + ⟨ωan+2⟩ ≡ 0 (mod Z)

xn − (ζ + ζ−1)xn+1 + xn+2 ≡ 0 (mod Z)

(xn+1 − ζ−1xn+2) ≡ ζ−1(xn − ζ−1xn+1) (mod ζ−1Z)

ここで {
x − ζ−1y | x, y ∈ Z[ω]

}
= Z[ζ]

なので上の問題はひし形 L = [0, 1) + (−ζ−1)[0, 1) に働く piecewise な
回転 T の問題に埋め込むことができる。
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よってこの場合、問題はこの作用 T によって Z[ζ]∩L の元の軌道が周
期的かどうかという等価な問題に変形された。1/3 の軌道を図示すると
次の図のようになる。
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2.1 自己誘導構造

小さいひし形 L′ = ω−2L への第一帰還写像

T̂ (x) = Tm(x)(x)

を考える。m(x) は Tm(x)(x) ∈ L′ を満たす最小の自然数である。x ∈ L′

に対して m(x) = 1, 3, 6 が成り立つ。ここで x ∈ Lについて次が成り
立つ。

ω2T̂ (ω−2x) = T (x) (1)

通常の力学系の statement は測度ゼロの例外集合があるのが常である
が、この自己誘導構造は境界部分も含めて一切の例外なく成立すること
に注意したい。このことが以下の記述を非常に簡単にする。証明は proof

without words で図 1 を観察すればわかるだろう。

2.2 周期性

周期性の証明は自己誘導構造から別の数論的な展開を行う写像を定義
することで以下のように順に行われる。

1. S を L′ への 1-st hitting map と x 7→ ω2x の合成とする。自己誘導
構造により x の T -周期（もし ∞ でなければ）よりも S(x) の T -

周期は必ず短くなる。
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図 1: 自己誘導構造

2. Z[ζ] の点について S-orbit が有限 ⇐⇒ T -orbit が周期的
S-orbit が周期的 ⇐⇒ T -orbit が非周期的

3. 有限個の候補について S-orbit を調べれば証明が終わる。同じ方法
で 1

2
Z[ζ] の点は T -周期的である。また 1/3 は非周期的であること

も証明できる。

E.Harriss との共同でさらに詳しく以下の諸結果も示すことができた。

Theorem 3. 非周期点を含むフラクタル集合は４つの Substitution

σ0(a) = aaba, σ0(b) = baba

σ1(a) = aaab, σ1(b) = abab

σ2(a) = baaa, σ2(b) = baba

σ3(a) = abaa, σ3(b) = abab

からなる S-adic system で記述される。その中で非周期点の全体は Büchi

オートマトンにより認識される。

さて定理 3 に現れる Substitution は互いに共役であり、その固定点の
シフトによる軌道閉包の力学系は同一のものとなる。このような力学系
については次節でも議論するが、この Substitution のように各文字の像
のワードの長さが等しいものは比較的易しく、その生成する力学系は良



く調べられている。この場合にはDekking の意味で高さ 1 かつ一致条件
を満たす（[4, 7]）ことがわかり 2-進整数環 Z2 上の x 7→ x + 1 の作用の
なす力学系（odometer と呼ばれるもの）と同型となる。より詳しく可測
写像 ϕ : Z2 → Y ′ が具体的に書けて以下を満たす。

Theorem 4. (Y ′, BY ′ , ν, T̃ ) は (Z2, x 7→ x + 1) と同型:

Z2
+1−−−→ Z2

ϕ

y ϕ

y
Y ′ T̃−−−→ Y ′

(2)

さらに除法 ρ : Z2 → Z2 を

x 7→ x − (x mod 4)

4

で定めると前述の S による力学系と同型となる。

Z2
ρ−−−→ Z2

ϕ

y ϕ

y
Y ′ S−−−→ Y ′.

(3)

Corollary 5. すべての非周期点 x ∈ A ∩ T (Z), の T̃ -orbit は非周期点
のフラクタルの Hausdorff 測度に関して一様に分布する。

multiplicative system (Y ′, S) は可逆でない。その双対を共役写像 ζ →
ζ2 ∈ Gal(Q(ζ)/Q) により作れ、その attractor は図 2 のようになる。こ
れを合併すると (Y ′, S) の数論的な自然拡大を構成することができ、双対
システムは 4 を base とする shift をフラクタル単純弧上に実現したもの
になる。これによりS-orbit が純周期的となる点の全体を完全に記述する
こともできる。

より一般に、1 の原始 n 乗根 ζn に対してもひし形 [0, 1) + (−ζ−1)[0, 1)

に回転作用 x 7→ ζ−1x を考え、はみ出した部分を modζ−1Z で引き戻す
領域交換が考えられる。Lebesgue 測度が一つの不変測度である。上に述
べてきたような議論をこのような一般角での離散回転に対して行うこと
はできるであろうか。実は cos(θ) が二次の場合には同様の自己誘導構造
が見つかるので定理 2 を導くことができる（[1]）。ただこの場合、自己誘
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図 2: 非周期点の双対集合

導構造はひし形の全体でなくその部分領域に存在し、また境界の挙動は
異なるので別に議論する必要がある。また cos(θ) の次数が３次以上の場
合など他の角度に関しては分かっていることは非常に少ない。重要な未
解決問題を述べておこう。

• ほとんどすべての点は周期的か？

• Pisot 数が拡大係数として現れるか。

どちらも難しい問題と思われる。後者に関してはζn(n = 5, 7, 8, 9, 10, 12)

では Pisot 数が現れることがわかっている。もとの離散回転の予想と直
接の関係にはないが n = 7, 9 では３次の Pisot 単数が現れる！

3 Substitution 力学系と Pisot 予想
Substitution 力学系は、additive, multiplicative の二つの作用を持つ力
学系で、自己誘導構造を持つ力学系のもっとも簡単なモデルとして多く
の研究がなされてきた。

k 個のアルファベット A による語の全体 A∗ = {0, 1, . . . , k − 1}∗ を語
の連結により二項演算を定義し半群とする。Substitution とはA の半群
としての homomorphism である。たとえば

σ(0) = 01, σ(1) = 12, σ(2) = 220



は {0, 1, 2} の Substitution である。Substitution σ の作用は a1a2 . . . に
σ(a1)σ(a2) . . . のように定めれば右無限語の全体 AN に自然に拡張され
る。直積位相と compatible な距離を定義しAN を compact 距離空間に
できる。

σ(0) = 0 . . . とすると σ(x) = x を満たす 0 から始まる右無限語 x が
一意に決まる。これを σ の fixed point という。上の例ならば

x = 0112122201222022022001 . . .

となる。s を AN に働く左シフト、すなわち s(a1a2 . . . ) = a2a3 . . . とす
る。Xσ = {sn(x) | n = 0, 1, . . . } とすると (Xσ, s) は位相力学系をなす。

Substitution σ の incidence matrix Mσ とは (i, j) 成分が σ(j) に何個
の文字 i が現れるかを表す k × k 行列とする。例の場合には

Mσ =

1 0 1

1 1 0

0 1 2


である。Mσ は非負行列であるが、これが Perron-Frobenius の意味で原
始的のとき Substitution は原始的という。σ が原始的ならば (Xσ, s) は
極小で唯一エルゴード的である。したがって (Xσ, s) の s の引き起こす
L2(Xσ) 上の unitary 作用のスペクトルを問題にすることができる。一般
に測度論的力学系の T の生成する unitary 作用素に非自明な固有値が存
在することと weakly mixing でないことは同値である。

Theorem 6 (Bombieri-Taylor[3], Solomyak[10]). (Xσ, s) が weakly mix-

ing でないためには Mσ の Perron-Frobenius 根は Pisot 数でなけばなら
ない。

非常に単純な設定にもかかわらず (Xσ, s) のスペクトル型の分類は複雑
で分類は完全には終了していない（[4, 7]）。重要な未解決問題を述べよう。
Mσ の Perron-Frobenius 根が Pisot 数であるとき σ はPisot substitution

であるという。

Conjecture 2 (Pisot 予想). σ が Pisot substitution で Mσ の特性多項
式が既約ならば (Xσ, s) は purely discrete spectrum を持つ。

まとめると、Substitutive な力学系の場合、離散スペクトルを持つよう
な性質の良い自己誘導構造は Pisot 数を拡大係数とし、逆に Pisot 数を
拡大係数とするものは compact 群上の translation と同型（[11]の３章参
照）と予想されていることになる。
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