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1 導入
近年, 計算機の発達に伴い, 大規模で複雑なデータが多くなってきており, 解析の機会も多くなっ

ている. このような大規模で複雑なデータには, しばしば外れ値や異常値が混在したり, 仮定した
モデルが真のデータ生成モデルになっていない可能性がある. 仮定したモデルが誤特定している
場合は, ノンパラメトリックな手法を用いることが多い. 一方で, 外れ値は入力ミスなどの実際の
データとは大きく異なるデータが含まれることになるため, 最尤法やノンパラメトリックな手法は
データ解析の結果にバイアスが生じ, 誤った推論を与えることになる.

ベイズ統計においても,通常の事後分布は外れ値に対しては頑健ではないため,外れ値の問題は古
くから研究されてきた. 特に位置尺度母数モデルに関して, t分布のような裾が正則変動 (Regularly

varying) している裾の重いモデルを用いると外れ値に影響されにくくなることがわかっている
(O’Hagan and Pericchi, 2012, などを参照). さらに近年では正則変動よりさらに裾の重い対数正
則変動 (log-Regularly varying)するモデルに関するベイズ推定も提案され, 頑健性の 1つである
Posterior robustnessが示されている (Desgagné, 2015; Gagnon et al., 2020; Hamura et al., 2020,

など). ここで Posterior Robustnessは, 非常に大きな値のデータに対しては事後分布は影響され
ないという性質である (詳細は第 3節で説明する.).

一方で, 裾の重い分布の構成は位置尺度母数モデルよりも一般的なモデルへの拡張は容易では
なく, それぞれのモデルやデータ構造によって構成が必要になる. そこで, 本研究では, 一般のモ
デルに拡張が容易であるロバストなダイバージェンスを用いたベイズ推論を考える. ロバストな
ダイバージェンスを用いたベイズ推定は, Hooker and Vidyashankar (2014)や Ghosh and Basu

(2016), Nakagawa and Hashimoto (2020)などによって提案されている. これらの方法は, データ
Y = (y1, . . . , yn)とパラメータ θに対するあるロス関数D(y; θ)を用いて, 事後分布を

π(θ | Y ) :=
π(θ) exp(

∑n
i=1D(yi; θ))∫

Θ π(θ) exp(
∑n

i=1D(yi; θ))dθ

と与え, ベイズ推論を行う方法であり, この事後分布のことを一般化事後分布 (General posterior

distribution) と呼ぶ. 一般化事後分布は, 擬似事後分布 (quasi-posterior distribution, pseudo-

posterior distribution)などとも呼ばれ, 古くから研究が行われている. また, 一般化事後分布を用
いてベイズ推論を行うことを一般化ベイズ推論 (General Bayesian Inference)と呼ぶ. 近年, 一般
化ベイズ推論は, Bissiri et al. (2016)によって, ターゲットのパラメータ

θ∗ = argmin
θ∈Θ

∫
Y
D(y, θ)dG(y)



に関する合理的かつ妥当なベイズ更新を与えることが示されている. ここで, Gはデータ生成分布
である. つまり, 一般化ベイズ推論は, ロス関数を最小化にするパラメータ θ∗に関して, 合理的かつ
妥当なベイズ推論が可能である. これにより, ダイバージェンスを最小化する推定量の性質が一般
化ベイズ推論を通して, ベイズ推定にも適用できるようになった. また, Hooker and Vidyashankar

(2014)やGhosh and Basu (2016), Nakagawa and Hashimoto (2020)などでは, 影響関数などを用
いてロバスト性を調べている. しかしながら, Posterior Robustnessのようなベイズ統計における
ロバスト性に関しては, まだ知られていない.

本講演では, ロバストなダイバージェンスに基づいて一般化事後分布がPosterior Robustnessを
満たす条件について考察する. また, その条件を γ-divergenceに基づく一般化事後分布が満たすこ
とを示す. さらに, シミュレーションを用いて外れ値がそれぞれの事後分布にどの程度影響するの
かを調べる.

2 ロバストなダイバージェンス
本節では, 本講演で扱うD(y, θ)を紹介する. fθ(y)を仮定した統計モデルとする. 以下は, それ

ぞれのダイバージェンスに基づくD(y, θ)である.

• Kullback-Leibler divergence

DKL(y; θ) = log fθ(y).

• Density power divergence (Basu et al. (1998))

Dα(y; θ) =
1

α
fθ(y)

α − 1

α+ 1

∫
fθ(x)

α+1dx (α > 0).

• γ-divergence (Jones et al., 2001; Fujisawa and Eguchi, 2008)

Dγ(y; θ) =
1

γ
fθ(y)

γ

{∫
fθ(x)

γ+1dx

}−γ/(γ+1)

− 1

γ
(γ > 0).

• α-divergence

Dα(y; θ) =
1

α(1− α)
gn(y)

α−1fθ(y)
1−α.

ただし, gn(y)は Y に対するカーネル密度推定である.

Density power divergence, γ-divergence, α-divergenceに関してはそれぞれロバストのダイバー
ジェンスとして知られており, 様々な観点から外れ値に対する頑健性が示されている. しかしな
がら, α-divergenceはカーネル密度推定が必要であり, 実用上使うのが非常に難しい. 本講演では,

Density power divergence, γ-divergenceについてのみ扱うことにする.

3 一般化事後分布の頑健性
本節の研究は, 広島大学の橋本真太郎先生, 東京大学の菅澤翔之助先生との共同研究である. ま

ず, Posterior robustnessを説明するために, i番目のデータを yi = ai + ωbi とする. このとき,

Yk = (y1, . . . , yk)が外れ値でないとするならば, b1 = · · · = bk = 0である. つまり, yk+1, . . . , ynが



外れ値である. このとき, posterior robustnessは ω → ∞の場合に Y を用いた事後分布と Ykを用
いた事後分布が漸近的に一致することである. Desgagné (2015)では, 対数正則変動関数を用いた
モデルは Posterior robustnessが成り立つことが示されている. 本講演では, ロス関数に以下の仮
定を考える.

(A1) 次を満たす関数 hが存在する.

lim
|z|→∞

exp{D(z; θ)}
h(z)

= 1 (∀θ ∈ Θ)

(A2) 任意の θ ∈ Θで∏n
i=k+1 [exp {D(yi; θ)} /h(yi)] < ∞が成り立つ.

このとき, D(y; θ)が仮定 (A1), (A2)を満たすもとで以下の定理が成り立つ.

Theorem 1 (Posterior robustness). 仮定 (A1), (A2)と正則条件の下で, 以下が成り立つ.

(a) limω→∞
m(Y )∏n

i=k+1 h(yi)
= m(Yk).

(b) limω→∞ π(θ | Y ) = π(θ | Yk) (∀θ ∈ Θ).

(c) limω→∞
∫
Θ |π(θ | Y )− π(θ | Yk)| dθ = 0.

(d) θ | Y d−→ θ | Yk as ω → ∞.

Theorem 1は一般化事後分布が Posterior Robustnessを満たすことを意味している. 実際には,

以下の仮定 (A1), (A2)がPosterior robustnessを満たすための重要な条件であり, Desgagné (2015)

では, 位置尺度母数に対して, 裾が対数正則変動 (log-Regularly varying)するモデルを用いること
で, 仮定 (A1), (A2)を満たすことが示すことができる. また, 仮定したモデルが

lim
ω→∞

fθ(y) = 0(∀θ ∈ Θ) (1)

を満たすとき, γ-divergenceに基づく一般化事後分布も仮定 (A1), (A2)が成り立つことを示すこ
とができる. しかしながら, Density power divergenceに基づく一般化事後分布は条件 (1)が成り
立っていても, 仮定 (A1), (A2)は成り立たない場合がある. また条件 (1)は Fujisawa and Eguchi

(2008)やHooker and Vidyashankar (2014)などでロバスト性を示す際に用いられる条件の特別な
場合になっており, 比較的妥当な条件と言える. 次の節では, これらの詳細について, 様々なモデル
ついて紹介する.

4 応用例
本節では応用例として, 正規分布の場合と順序付き回帰の場合についての数値実験を紹介する.

4.1 応用: 正規分布
本節では, 正規分布N (µ, σ2)について考える. 図 1と 2は (1 − ε)N (0, 1) + εN (6, 1)から 200

個サンプリングしたデータに対して, それぞれの平均 µと標準偏差 σの事後分布のヒストグラム
を描いたものである. 図 1と図 2は, それぞれ正規分布 N (µ, σ2)モデルに対する Density power

divergenceと γ-divergenceに基づく一般化事後分布である. 青色のヒストグラムが外れ値が含まれ



ていない (ε = 0)ときの事後分布であり, 赤色のヒストグラムが外れ値が含まれている (ε = 0.20)

ときの事後分布である.

図 1や図 2のダイバージェンスを用いた事後分布は外れ値の影響をほとんど受けていないこと
がわかる. 特に γ-divergenceを用いた方法は σに関しても全く外れ値の影響を受けていない.
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図 1: DPDを用いた一般化事後分布
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図 2: γ-divergenceを用いた一般化事後分布

4.2 応用: 順序付き回帰
2つ目は順序付き回帰モデルについて考える. なお, この研究は東京理科大学大学院の桃﨑智隆氏

との共同研究である. 本研究では, カテゴリ数M の順序付きカテゴリカルデータ yi(i = 1, . . . , n)

を目的変数とし, 説明変数 xiでの回帰を以下のように考える. 潜在変数 zi(i = 1, . . . , n)を仮定し,

yi = m ⇔ δm−1 < zi ≤ δm(m = 1, . . . ,M)が成り立つとし,

zi = x⊤
i β + εi

となるような回帰を考える. このとき, 係数パラメータ β とカットオフパラメータ −∞ = δ0 <

δ1 < δ2 < · · · < δM−1 < δ = ∞のベイズ推定を行う. このモデルに対して, Huber型の推定量が
Iannario et al. (2017)や Scalera et al. (2021)において用いられており, さらにダイバージェンス
最小化推定量は Pyne et al. (2022)やMomozaki and Nakagawa (2022)によって性質が調べられ
ているが, ベイズ推定に関してはロバストなものはない. 本研究では, Momozaki and Nakagawa

(2022)をもとに一般化事後分布を構成し, Posterior robustnessを導出した. また, Desgagné (2015);



Gagnon et al. (2020); Hamura et al. (2020)などのように誤差分布 εiに裾の重い分布を仮定して
も, Posterior robustnessが成り立たないことも示した.

図 3と図 4は, M = 5とし, データを zi = xi1β1 + xi2β2 + εiから 200個サンプリングし, 事後
分布を描いたものである. ここで, 今日変量はそれぞれ xi1を (1 − ρ)N (0, 1) + ρN (20, 1), xi2を
N (0, 1)から生成したものとし, 誤差分布 εi ∼ N (0, 1)とする. 図 3と図 4では, 緑色が外れ値が含
まれていない (ρ = 0)ときの事後分布であり, ピンク色が外れ値が含まれている (ρ = 0.05)ときの
事後分布である.

図 3と図 4からわかる通り, それぞれのパラメータに関して, 通常の事後分布は影響受けている
のに対し, ダイバージェンスを用いた方法は外れ値の影響を受けていないことがわかる.
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図 3: 回帰係数 βに関する事後分布
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図 4: カットオフポイント δに関する事後分布
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