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導入
p− 1次元単位球面 Sp = {x ∈ Rp | ∥x∥ = 1} 上の観測 x1, . . . ,xn は, さまざまな科学分

野で現れる. ここで ∥ · ∥ はユークリッドノルムである. 例えば, 風向, 動物の方向性, 山火
事の延焼方向などは S2 上に分布する [5]. p = 3 の典型例としては, 岩石の古地磁気の方向
や地球から星への方向が挙げられる [5]. テキストデータやゲノム配列の表現は, 高次元単位
球面上の観測とみなされる [2]. 球面データの解析のために, 文献においていくつかの確率分
布が提案されてきた. その中でも中心的な役割を果たしてきたモデルは, Langevin 分布とも
呼ばれる von Mises-Fisher分布である. 方向パラメータを µ, 集中パラメータを κとすると
von Mises-Fisher分布の密度関数は次で与えられる.

f(x | µ, κ) = κ(p−2)/2

(2π)p/2I(p−2)/2(κ)
exp{κµ⊤x}, x ∈ Sp

ここで, I(p−2)/2(·)は第一種の修正ベッセル関数である. 本研究では, von Mises-Fisher分布
における位置または集中パラメータのロバスト推定に焦点を当てる. Agostinelli[1] は, 円周
上のデータに対して, 両方のパラメータを同時に推定するための別の 2つの方法を提案して
いる. また, Kato and Eguchi[4] は von Mises-Fisher 分布に対し, density power-divergence

および γ-divergence を用いたM -推定量を導入し, そのロバスト性を検討した. しかしなが
ら, これらの手法はカーネル密度推定などが必要で計算コストが高く pが大きい場合の推定
が不安定になる. さらに, 信頼区間など不確実性の評価が難しい.

そこで本研究では, ベイズ統計の枠組みを用いて, 外れ値に対してロバストな事後分布を,

density power-divergence および γ-divergence を用いて提案する. このアプローチは, ベイ
ズ統計の枠組みを用いることで, 特に標本サイズが小さい場合にも推定の不確実性を容易に
評価できる利点がある. さらに, 本研究では事後平均を推定するための重み付きベイズブー
トストラップ法を用いた近似的な事後分布からのサンプリングアルゴリズムを提示する.

方向データにおけるロバストなベイズ推定
方向データにおいて, Kato and Eguchi[4]は von Mises-Fisher分布に対し, density power-

divergenceおよび γ-divergenceに基づいた推定量を導入し,そのロバスト性を検討した. 一方
で,ベイズ的枠組みにおいて, Ghosh and Basu[3]および Nakagawa and Hashimoto[6]は,そ
れぞれ density power-divergenceおよび γ-divergenceに基づく一般化事後分布 π(α)(ξ | x1:n)



および π(γ)(ξ | x1:n) を提案している. ただし, x1:n = (x1, . . . ,xn)は観測データである.

von Mises-Fisher分布の場合, これらは次のように表される.

π(α)(ξ | x1:n) =
π(ξ) exp (−ndα(ḡ, fξ))∫
π(ξ) exp (−ndα(ḡ, fξ))dξ

, π(γ)(ξ | x1:n) =
π(ξ) exp (−nd̃γ(ḡ, fξ))∫
π(ξ) exp (−nd̃γ(ḡ, fξ))dξ

ここで, ξ = κµであり, α, γ > 0 はロバスト性を制御するためのチューニングパラメータで
あり, dα(ḡ, fξ) = n−1

∑n
i=1 ℓα(xi, ξ), および d̃γ(ḡ, fξ) = −γ−1 {exp (−γdγ(ḡ, fξ))− 1} =

n−1
∑n

i=1 ℓγ(xi, ξ) はそれぞれ次のように定義される.

ℓα(xi, ξ) = − 1

α

exp (αξ⊤xi)

Kp(ξ)α
+

1

α+ 1

Kp((1 + α)ξ)

Kp(ξ)α+1
,

ℓγ(xi, ξ) = −1

γ

exp (γξ⊤xi)

Kp((1 + γ)ξ)γ/(1+γ)
+

1

γ

ロバスト性
影響関数 (Influence Function; IF)は, ロバスト統計学において推定量のロバスト性を評

価するために用いられる概念であり, データに対する微小な変化に対する感度を定量化する
ものである. すなわち, ある推定量 Tn(G)が外れ値や小さな摂動にどの程度影響を受けるか
を評価する尺度として次のように定義される.

IF(y, Tn, G) = lim
ε→0

Tn

(
(1− ε)G+ ε∆y

)
− Tn(G)

ε

ここで, ε は汚染比率, ∆y は点 y ∈ Sp に集中する退化分布である. 方向データの場合, デー
タ空間がコンパクト集合上に存在するため, 影響関数は常に有界となる. このような場合に
は, スケールおよびパラメータ化の影響を排除するために, 標準化影響関数 (Standardized

Influence Function; SIF)を考慮するのが有用である. このとき, SIFのノルムは次式で定義
される.

SIF(y, Tn, G) =
√

IF(y, Tn, G)⊤S(G)−1IF(y, Tn, G)

ここで, S(G)は漸近分散共分散行列を表す. この指標は推定量の外れ値に対する感度を統一
的なスケールで評価できるため, ロバストベイズ推定法の比較や性能評価において重要であ
る. 当日は数値実験の結果を含めて詳細を報告する.
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