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1 はじめに

因子分析では, 最尤法をはじめとして, 様々な推定方法が提案されており, それらの統計的性質
は詳細に議論されている (e.g., Anderson and Rubin, 1956). 因子分析は, p次元の観測 xに対し
て, 以下のような統計モデルを考える.

x = µ+ Λf + ϵ

ここで, µ ∈ Rp は母平均ベクトル, Λ ∈ Rp×m は因子負荷行列, m (< p)は因子数, f は共分散
行列が単位行列の中心化されたm次元確率ベクトル, ϵは f とは無相間な中心化された p次元確
率ベクトルである. f と ϵは, それぞれ共通因子, 独自因子と呼ばれ, 独自因子の各要素は無相間
であると仮定する. 観測を中心化することで, 以下では µ = 0pとする. 独自因子の共分散行列を
Var(ϵ) = Ψ2と記すと, 因子分析モデル（直交モデル）の下で xの共分散行列は,

Var(x) = ΛΛ⊤ +Ψ2

と表される. 多くの因子分析法は,標本共分散行列 Ŝnとモデル化した共分散行列Σ(Φ) := ΛΛ⊤+Ψ2

の差を最小化することでパラメータ Φ := [Λ,Ψ]を推定する方法として定式化される. このような
方法で得られる推定量は, MDF推定量 (Minimum Discrepancy Function estimator)と呼ばれる.

2 行列分解因子分析 (MDFA)

2000年代はじめに, 従来の因子分析法とは大きく異なる行列分解に基づく因子分析が提案され
た. この方法は, 行列分解因子分析 (Matrix Decomposition Factor Analysis, MDFA)と呼
ばれる. n個の観測 x1, . . . , xn から構成されるデータ行列Xn = (x1, . . . , xn)

⊤ に対して, MDFA

は以下の損失関数の最小化として定式化される.

Ln(Λ,Ψ, F,E) :=
1

n
∥Xn − (FΛ⊤ + EΨ)∥2F =

1

n

n∑
i=1

∥xi − (Λfi +Ψei)∥2

ここで, F = (f1, . . . , fn)
⊤ ∈ Rn×m と E = (e1, . . . , en)

⊤ ∈ Rn×p は以下の制約を満たす行列で
ある.

1⊤nF = 0⊤m, 1⊤nE = 0⊤p ,
1

n
F⊤F = Im,

1

n
E⊤E = Ip, and F⊤E = Om×p

以下では, 上述の制約を満たす Z の集合を ΘZ と記す. MDFAは, シンプルな交互最適化アル
ゴリズムによって, 容易かつ安定的に解くことができる. MDFAの詳細に関しては, Adachi and

Trendafilov (2018)を参照されたい.



3 行列分解因子分析の正体

MDFAは, サンプルサイズ nに依存する F とEをパラメータに含んでおり, 以下のセミパラメ
トリック・モデルに対する最尤推定量として捉えることができる.

xi = Λfi +Ψei + ξi (i = 1, . . . , n)

ここで, f1, . . . , fn, e1, . . . , enは上述の制約を満たす定数ベクトルであり, ξ1, . . . , ξnは独立に分散
既知の p次元の正規分布 Np(0p, τ

2
0 Ip)に従う確率ベクトルである. このセミパラメトリック最尤

推定において Z = [F,E]を局外母数と考え, 有限次元パラメータ Φ = [Λ,Ψ]に対する新たなプロ
ファイル尤度を考えることで, 行列分解因子分析の正体が明らかとなる.

Proposition. 任意の Φ ∈ ΘΦに対して,

min
Z∈ΘZ

Ln(Φ, Z) = tr
(
Ŝn

)
+ tr {Σ(Φ)} − 2tr

{(
Ŝ1/2
n Σ(Φ)Ŝ1/2

n

)1/2
}

=: d2BW

(
Ŝn,Σ(Φ)

)
が成り立つ. ここで, Σ(Φ) := ΦΦT であり, dBW(A,B)は正定値行列AとBのBures-Wasserstein

距離 (e.g., Bhatia et al. (2019))を表す.

この命題は, MDFA推定量がBures-Wasserstein距離に基づくMDF推定量として定式化できる
ことを示している. 2つの正定値行列 Σ1と Σ2に対して, dBW (Σ1,Σ2)は Σ1と Σ2を共分散行列
にもつ中心化された 2つ楕円分布間の L2-Wasserstein距離を表している (Gelbrich, 1990). より
具体的には, 以下の密度関数で定義される楕円分布を考える.

f(x | µ,Σ) := 1

|Σ|1/2
g
(
(x− µ)⊤Σ−1(x− µ)

)
.

ここで, µは平均ベクトル, Σは共分散行列である. このとき, 2つの楕円分布 f1(·) = f(· | µ1,Σ1)

と f2(·) = f(· | µ2,Σ2)の間の L2-Wasserstein距離は以下で与えられる.

W 2
2 (f1, f2) := inf

X1∼f1,X2∼f2
E
[
∥X1 −X2∥22

]
= ∥µ1 − µ2∥22 + tr

(
Σ1 +Σ2 − 2{Σ1/2

1 Σ2Σ
1/2
1 }1/2

)
.

興味深い事実として, L2-Wasserstein距離は関数 gに依存しない. つまり, MDFA推定量は一般の
楕円対称分布族を想定した頑健な推定量と捉えることができる.
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