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1 はじめに
カテゴリカル変数は医学, 教育学, 社会科学などの様々な分野で現れ, 解析の対象となることも多
い. また, このようなカテゴリカルなデータに対する解析は 1世紀以上前から現在に至るまで多く
の議論や研究の対象となってきた. 特に, r 個のカテゴリと c個のカテゴリから構成される 2種類
のカテゴリカル変数を考えたとき, それらの組み合わせから得られる r 行 c列の表は二元分割表と
呼ばれている. このような分割表を用いた解析では, 2つの変数に関係性があるかどうか, つまり,

統計的に独立性が成り立つかの評価を目的に様々な手法が提案されてきた. その手法のなかには,

1 世紀程前より提案された Pearson のカイ二乗検定 (Pearson, 1900) や対数尤度比検定 (Wilks,

1935)を用いた独立性の検定が有名であり, 現在でも Rや SASといった統計解析ソフトウェアに
おいて標準的に備わっているほど普遍的であり, 広く用いられている. また, サンプルサイズが小
さい場合には, Fisherの正確確率検定という手法も一般的に利用されている. これらの検定手法に
よって, 二元分割表の変数間に独立性が当てはまらないと判断されたとき, これらの変数間には何
らかの関連性があるとした上でのさらなる解析として, 連関性を解析する手法が様々に提案されて
きた.

連関性解析の手法については, 「連関モデル」や「連関尺度」という枠組みで様々な提案がさ
れてきた. 連関モデルには, 独立性の検定と同様に, 変数間にどのような関係構造が存在するの
かをモデルとして捉え, 検定によって構造の評価を下す手法である. Goodman (1979) が導入し
た一様連関モデルを皮切りに, 様々なモデルが提案されてきた. 近年では, f -divergence (または
ϕ-divergence) に基づいて一般化を行なった連関モデルとして Kateri and Papaioannou (1994),

Kateri (2018), Forcina and Kateri (2021) などが提案されている. 連関モデルの詳しい紹介につ
いては, Goodman (1985, 1986), Agresti (1983b), Liu and Agresti (2005)などを参照したい. そ
の一方で, 連関尺度については, 独立性からの逸脱度合いを連関性の強さの程度だと捉えて, サンプ
ルサイズに影響を受けずに, 関係性の強さを一定の区間内で定量化する手法である. 連関尺度の例
としては, クラメール係数 V 2 (Cramér, 1946) や Theilの不確実係数 U (Theil, 1970) があり, こ
れらを含めても様々な提案がされてきた. 連関尺度についても f -divergence などを用いた一般化
を目的とする提案が行われており, Momozaki et al. (2023)や Urasaki et al. (2024)などが提案さ



れている.

これらのような画期的な手法が提案されている一方, 2× 2分割表ではあるものの, 分割表自体の
構成方法に関して Pearson (1900)から議論されてきたことがある. それは, 分割表として観測され
るカテゴリカルデータは, 本来が連続的な潜在変数 (例えば, 能力, 態度, 傾向など)が閾値で区切ら
れて離散化された結果である, というものである. そのため, 上記で述べてきた手法以外にも, 潜在
分布として正規分布や t分布, 対数正規分布などを仮定した分割表に対する提案が様々にされてき
た. 提案例としては, Formann (1993), Goutis (1993) などの, 独立性における検定統計量を修正
する, また独立性や連関の不確実性を考慮するなどの研究がある. また, 独立性や連関性とは異な
る対称性という枠組みではあるが, Agresti (1983a), Yamamoto and Murakami (2014), Saigusa

et al. (2018)などの提案もあり, 興味があるならば読んでおきたい.

本研究の目的は, 二元分割表における f -divergence による連関尺度の提案において Urasaki

et al. (2024) で示された, 離散型 divergence による独立性の逸脱と潜在分布に二変量正規分布を
仮定したときの相関係数 ρとの関係に基づき, divergenceで構成される新たな連関尺度の提案であ
る. また, 潜在分布が仮定される状況下で構成される divergence型尺度には, どのような特徴が示
されるのかを考察することも目的の 1つである. 本講演では, 新たに提案する連関尺度の性質の紹
介と信頼区間の導入を行うとともに, 提案尺度を用いて実データ解析を行なった結果などを示す.

2 先行研究 (f -divergenceと潜在分布との関係)

二元分割表における独立性からの逸脱を測る離散 divergenceと二変量正規分布を潜在分布に仮
定した場合における相関係数 ρとの関係を述べる前に, f -divergenceを紹介する.

二元 r × c分割表を考え, pij (i = 1, . . . , r; j = 1, . . . , c)を i行 j 列目のセル確率とする. また,

pi·, p·j をそれぞれ行と列の周辺確率として, pi· =
∑c

j=1 pij , p·j =
∑r

i=1 pij とする. このとき, 独
立性における {pij}, {pi·p·j}間の隔たりを測るための f -divergenceは, 以下のように定義される:

If ({pij}; {pi·p·j}) =
r∑

i=1

c∑
j=1

pi·p·jf

(
pij

pi·p·j

)
.

ここで, f(x) は一回微分可能な狭義凸関数であり, (0,+∞) 区間で f(1) = 0, limx→0 f(x) = 0,

0f(0/0) = 0, 0f(a/0) = a limx→∞[f(x)/x] の条件をもつ (詳しくは, Csiszár and Shields, 2004

を参照).

このとき, 潜在変数として X∗, Y ∗ を仮定した場合, セル確率 pij は次のように表される:

pij = P (X = i, Y = j)

= P (xi−1 < X∗ ≤ xi, yj−1 < Y ∗ ≤ yj)

= fX∗,Y ∗(x̃i, ỹj)∆xi∆yj ,

ただし,

xi−1 < x̃i ≤ xi, yj−1 < ỹj ≤ yj



であり, fX∗,Y ∗(x̃i, ỹj) は確率変数 X∗, Y ∗ における同時確率密度関数とする. また, ∆xi
と ∆yj

は, それぞれ (xi−1, xi]および (yj−1, yj ]の間隔幅である. このように潜在変数を仮定した状況下に
おいて, f -divergence If ({pij}; {pi·p·j})は次のように近似することができる:

If ({pij}; {pi·p·j}) =
r∑

i=1

c∑
j=1

fX∗(x̃i)fY ∗(ỹj)f

(
fX∗,Y ∗(x̃i, ỹj)

fX∗(x̃i)fY ∗(ỹj)

)
∆xi

∆yj

−−−−−−−−→
∆xi

,∆yj
→0

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
fX∗(x)fY ∗(y)f

(
fX∗,Y ∗(x, y)

fX∗(x)fY ∗(y)

)
dxdy,

(1)

また, fX∗(x)および fY ∗(y)は fX∗,Y ∗(x, y)についての X∗, Y ∗ の周辺確率密度関数である.

式 (1)のように f -divergenceと潜在分布との関係が近似的に示されたが, 潜在変数 X∗ と Y ∗ が
二変量正規分布に従うとする. また, X∗ と Y ∗ の同時確率密度関数を,

fX∗,Y ∗(x, y) =
1

2πσxσy

√
1− ρ2

exp

[
− 1

2(1− ρ2){(
x− µx

σx

)2

− 2ρ

(
x− µx

σx

)(
y − µy

σy

)
+

(
y − µy

σy

)2
}]

ただし,

−∞ < x, y < +∞, σx, σy > 0

とする. ここで, µx, σx はそれぞれ X∗ の平均と標準偏差, µy, σy はそれぞれ Y ∗ の平均と標準偏
差である. また, X∗ および Y ∗ の相関係数を ρ (−1 ≤ ρ ≤ 1)とする. この式において, 2つの平
均 µx, µy は正値である必要はない. このような同時確率密度関数に対して, 式 (1)の積分が可能で
ある f -divergenceの関数として f(x) = (xλ+1 − x)/{λ(λ+ 1)} (ただし, −∞ < λ < ∞) を考え
る. ここで, f(x) = (xλ+1 − x)/{λ(λ+ 1)}を与えたときには, 以下で表される power-divergence

(Cressie and Read, 1984; Read and Cressie, 1988) と一致する:

I(λ)({pij}; {pi·p·j}) =
1

λ(λ− 1)

r∑
i=1

c∑
j=1

pij

{(
pij

pi·p·j

)λ

− 1

}
.

そのため, 式 (1)は power-divergenceと相関係数 ρを用いて, 以下で書き換えることができる:

I(λ)({pij}; {pi·p·j}) ≈
1

λ(λ+ 1)

{
(1− ρ2)−

λ
2 (1− λ2ρ2)−

1
2 − 1

}
, (2)

ただし, 積分可能な条件として,

|λρ| < 1,

が得られる. ここで, |λρ| < 1という条件と相関係数 ρの範囲を考えると, パラメータ λの範囲は
−1 ≤ λ ≤ 1に限られることが示唆される. 特に, λ = 0, 1 (ただし, λ = 0は λ → 0)を与えた場合



には,

I(0)({pij}; {pi·p·j}) ≈ −1

2
log(1− ρ2), (3)

I(1)({pij}; {pi·p·j}) ≈
1

2

{
(1− ρ2)−1 − 1

}
, (4)

という, シンプルな関係性が得られる.

これらの関係性が得られたように, Urasaki et al. (2024) では, f -divergenceにおける独立性評
価と潜在分布を近似的に示せるとともに, 特に, 潜在分布に二変量正規分布が仮定され, なおかつ
power-divergenceの一部のクラスについては式 (2)が成り立つことが示された. 現在判明している
のは power-divergenceに限定されるが, 式 (1)の積分が可能な狭義凸関数 f(x)を見つけることで
さらなる関係性の発見に繋がると考えられる. また, 式 (3), (4)の関係に基づいて, 二変量正規分布
が潜在分布に仮定される二元分割表に対する連関尺度の提案を次章で行う.

3 近似的な divergenceと相関係数の関係に基づく連関尺度の提案
近似的な離散 divergenceと相関係数の関係として, パラメータ λ = 0, 1の２つを与えた場合に
表された式 (3), (4)を考える. このとき, それぞれのパラメータにおける式 (3), (4)を ρ2 について
解くことで, 潜在分布に二変量正規分布が仮定される分割表に対する連関尺度とする. したがって,

次の 2つを提案する:

ρ2KL = 1− exp {−2IKL({pij}; {pi·p·j})} ,

ρ2P = 1− {2IP ({pij}; {pi·p·j}) + 1}−1
,

ここで, IKL(·; ·)および IP (·; ·)のそれぞれは, KL-divergenceおよび Pearson divergenceであり,

power-divergenceに λ = 0, 1を適用した場合と一致するため, 以下のように表される:

IKL({pij}; {pi·p·j}) =
r∑

i=1

c∑
j=1

pij log
pij

pi·p·j
,

IP ({pij}; {pi·p·j}) =
1

2

r∑
i=1

c∑
j=1

(pij − pi·p·j)
2

pi·p·j
.

これらの提案尺度は, クラメール係数 V 2 や Theilの不確実係数 U などと同様に, divergenceに基
づいて構成される連関尺度となっている. また, これらの尺度については次の定理を得る.

定理 1. ρ2KL は次の性質をもつ:

1 0 ≤ ρ2KL ≤ 1− exp
{
−2min

(
−
∑r

i=1 pi· log pi·,−
∑c

j=1 p·j log p·j

)}
.

1-1 r ≥ cかつ pi· = r−1 のとき, 0 ≤ ρ2KL ≤ 1− exp{2
∑r

i=1 pi· log pi·} ≤ 1− r−2.

1-2 r < cかつ p·j = c−1 のとき, 0 ≤ ρ2KL ≤ 1− exp{2
∑c

j=1 p·j log p·j} ≤ 1− c−2.

2 ρ2KL = 0のとき, 行と列変数には完全な独立構造がある.



3 ρ2KL が最大値をとるとき, 行と列変数には完全な連関構造がある.

4 r, c → ∞のとき, 0 ≤ ρ2KL < 1.

定理 2. ρ2P は次の性質をもつ:

1 0 ≤ ρ2P ≤ 1−min(r, c)−1.

2 ρ2P = 0のとき, 行と列変数には完全な独立構造がある.

3 ρ2P = 1−min(r, c)−1, 行と列変数には完全な連関構造がある.

4 r, c → ∞のとき, 0 ≤ ρ2P < 1.

これらの定理から見てとれるように, 提案される尺度は, 既存の divergenceに基づいて構成され
る尺度と異なる性質を備えていることがわかる.

本講演では, 上記で提案された 2つの尺度についての特徴を深掘りしていくとともに, 信頼区間
の構成についてを紹介する. また, 本研究で提案された尺度における応用上の利点についてを, いく
つかの数値実験や実データ解析例を通して報告する.
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