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1.はじめに
ゲノム科学・情報工学・金融工学などの現代科学の一つの特徴は，データがもつ次元数
の膨大さにある．例えば，DNAマイクロアレイによる遺伝子発現データを見ると，次
元数が数万にものぼる一方で，標本数は 100にも満たないという事例が多い．高次元
データは，高次元になるほど標本を入手することが難しく，一般にデータの次元数pと
標本数nには

p ≫ n (もしくは，p > n)

といった大小関係がある．これを強調して，高次元小標本データとよぶこともある．
2005年頃から，次世代シーケンサーによる超高次元ゲノムデータも統計解析の対象と
なり，例えば Wang et al. [13]は，次元数が 300万を超え，標本数は 40というゲノム
データを扱っている．近年，高次元小標本データの解析は，様々な分野で需要が高まっ
ている．本講演は，次世代シーケンサーによる超高次元ゲノムデータをはじめ，天文
宇宙学における天体の分光マッピングによる波長データ ([11])や，材料科学における
結晶構造データなど，高次元小標本データの解析例を幾つか紹介する．
高次元データは，豊富な情報を有するものの，それが巨大なノイズに埋もれている

ために見つけ難い．伝統的な多変量解析法では，高次元データの解析に精度を保証す
ることができない．次元数が標本数を超えると，次元の呪いとして様々な高次元現象
が現れ，多変量解析の理論と方法論の成立を阻むのである．特に非スパース性という
現象に陥ると，データの潜在情報は高次元において膨張するノイズに埋没してしまい，
推測の強不一致という最悪な結果を招くことにもなる．
高次元データの解析には，高次元データ特有の理論と方法論が必要になる．著者の

研究グループは，高次元統計解析と非スパースモデリングという新しい理論と方法論
を考案した．本講演は，様々な高次元現象を説明し，たった数十程度の小標本であって
も高速かつ高精度に解析するための，高次元現象の統計数理を紹介する．

2.高次元データの非スパース性
1990年代後半，高次元データを解析するための方法論として，機械学習が目覚ましく
発展した．スタンフォード大学のDonoho教授やTibshirani教授らは，スパースモデリ
ングを発展させた．これは，高次元データの母共分散行列にスパース性を仮定して，高
次元データの特徴を少数の変数や標本で捉えようとするもので，L1正則化法や圧縮セ
ンシングがよく知られる ([7])．近年，多層ニューラルネットワークを用いた深層学習
が盛んに研究されている．これもスパース性を仮定して，データは大標本であること
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が前提になっている．ところで，高次元データの母共分散行列に，スパース性は仮定
できるのだろうか．

2.1.高次元共分散行列の非スパース性

p次非負定値対称行列Σをp次元データの母共分散行列とし，その固有値をλ1 ≥ · · · ≥
λp (≥ 0)とする．次の3つの高次元データセットについて，それぞれの固有値を上から
10個求めてみる．第1のデータセットは，Takeuchi et al. [11]による天体の分光マッピン
グによる波長データで，標本数は231地点，スペクトルは1971次元である．第2のデー
タセットは，von Roemeling et al. [12]による2群からなる淡明細胞型腎細胞癌 (ccRCC)
のマイクロアレイデータで，ccRCC群は71サンプル，健常群 (Normal)は72サンプル
で，2群とも遺伝子数 (プローブ数)が54675次元である．第3のデータセットは，Wang
et al. [13]の次世代シーケンサーによる2群からなる加齢黄斑変性 (AMD)のゲノムデー
タで，AMD群は21サンプル，健常群 (Normal)は19サンプルで，2群ともゲノム領域
数が3095656次元である．図1は，寄与率λj/tr(Σ)について，Yata and Aoshima [15]の
ノイズ掃き出し法による推定値 λ̃j/tr(S)をプロットしたものである 1．どの高次元デー
タも，最初の幾つかの固有値が飛び抜けて大きく，他の固有値は小さなものであること
が見てとれる．特に，第1固有値は強くスパイクしており，一般に tr(Σ)/p → c (> 0)

となることを考えれば，λ1はO(p)のスピードで発散することが分かる．

図 1. 天体の分光マッピングによる波長データ (p = 1971)，2つの群のマイクロアレイ
データ (p = 54675)，2つの群の次世代シーケンサーによるゲノムデータ (p = 3095656)．
それぞれの高次元データについて，第10寄与率まで推定値をプロットした．

高次元データの母共分散行列の固有値に対して，Johnstone [9]やPaul [10]等は，ラ
ンダム行列理論から標本固有値の漸近的性質を導出した 2．特に，スタンフォード大学
のJohnstone教授は，Tracy-Widom分布に基づく標本固有値の極限分布を与えた ([9])．

1 λ̃jは (4.2)式で与えられるもの，Sは標本共分散行列である．後述の (A-i)と (A-ii) のもと，λ̃j/tr(S) =
λj{1 + oP (1)}/tr(Σ) (p → ∞, n → ∞)なる一致性をもつ．

2これらの研究は，次元数 pと標本数nがn/p → c (> 0)なる場合を考えている．高次元小標本データ
(n/p → 0)には対応していないことに注意する．



そのとき，Σの固有値には，次のようなスパイクモデルが仮定されていた．

λ1, ..., λtは1よりも大きく，次元数pには依存しない定数

λt+1 = · · · = λp = 1 (2.1)

(2.1)のもとでは，∥Σ − Ip∥2
F =

∑t
s=1(λs − 1)2 = O(1) (p → ∞)となり 3，p × p行列

Σとp次単位行列Ipの距離が有界になる．つまり，(2.1)は，Σの非対角成分の殆どが
零である，といった非常にスパースな共分散構造を想定していることになる．スパー
スモデリングでは，(2.1)と同様な「λ1は次元数 pに関して有界である」という条件が
仮定される．図1でも見たが，固有値が次元数pに依存しないという仮定は，実データ
がもつ固有値構造から大きく乖離する．それでは，実データの固有値構造に飛び抜け
て大きな固有値が現れる原因は何か．主たる原因は，高次元データを構成する変数間
の相関にある．実データに対するΣは，非対角成分の多くが非零となり，非スパース
な共分散構造をもつのである．困ったことに，非スパースな共分散構造は高次元にお
いて巨大なノイズを生み，潜在情報を埋もれさせてしまう．これが，高次元データの
解析を困難にしている．このような高次元データに，ランダム行列理論・スパースモ
デリング・深層学習などを，そのまま使用することは望ましくない．そこで，高次元
データが非スパースな共分散構造をもつことを考慮して，新たに開発された方法論が
非スパースモデリングである．

図 2.高次元データの解析:スパース性と非スパース性．

2.2.強スパイク固有値モデル

高次元データの母共分散行列Σは，次元数の増加とともに行列のサイズが大きくなり，
図1で見たように最初の幾つかの固有値は次元数に依存して大きなものとなる．特に，
最大固有値λ1は，次元数の冪関数として捉えることが自然である．Aoshima and Yata
[4]は，高次元データの固有値モデルを2つに分類した．一つ目は，強スパイク固有値
モデル (strongly spiked eigenvalue (SSE)モデル)とよばれ，次のように定義される．

lim inf
p→∞

{ λ2
1

tr(Σ2)

}
> 0 (2.2)

いま一つは，弱スパイク固有値モデル (NSSEモデル)とよばれ，次のように定義される．

λ2
1

tr(Σ2)
→ 0 (p → ∞) (2.3)

3∥ · ∥F はフロベニウスノルムを表す．



任意の高次元データは，上記2つの固有値モデルの何れかに分類される．簡単のため，
以下のような固有値構造を考えてみる．

λs = csp
αs (s = 1, ..., t), λs = cs (s = t + 1, ..., p) (2.4)

ここで，cs > 0, α1 ≥ · · · ≥ αt > 0は次元数 pに依存しない未知の実数，tは次元数 p

に依存しない未知の自然数である．(2.4)は，α1 ≥ 0.5のとき強スパイク固有値モデル
(2.2)の一つとなり，α1 < 0.5のとき弱スパイク固有値モデル (2.3)の一つとなる．
後述するが，弱スパイク固有値モデルにおいては種々の統計量に高次元漸近正規性

という望ましい性質が得られるが，強スパイク固有値モデルでは高次元漸近正規性が
成り立たない．それどころか，強くスパイクする固有値が一つでもあると，それが巨
大なノイズとなって潜在情報を覆い隠してしまう．そのとき，強スパイク固有値モデ
ルは，非対角成分の多くが非零といった非スパースなΣを想定したものになる．(2.2)
は母共分散行列に関する境界条件になっており，SSEモデルは非スパース性に対応し，
NSSEモデルはスパース性に対応する．

3.高次元漸近正規性
平均が p次ベクトルµ，共分散行列がΣの母集団から，n (≥ 3)個のデータベクトル
x1, ..., xnを無作為に抽出する．それらを並べて，p×nのデータ行列をX = [x1, ..., xn]と
する．適当な直交行列H = [h1, ..., hp]でΣ = HΛHT , Λ = diag(λ1, ..., λp)と分解する．
そのとき，X − [µ, ..., µ] = HΛ1/2ZとなるZをZ = [z1, ..., zp]

T，zs = (z1s, ..., zns)
T

と表記する．Zの成分は 4次モーメントが一様有界であると仮定し，さらに，必要な
箇所で，適宜，次を仮定する．

(A-i) E(z2
ℓsz

2
ℓt) = 1，E(zℓszℓtzℓs′) = 0，E(zℓszℓtzℓs′zℓt′) = 0，s ̸= t, s′, t′

(A-i)は，母集団の分布について，正規分布を緩めた仮定になっている．
母平均µに関する推測を考える．そのとき，共分散行列Σはノイズとなり，前述の

SSEモデルとNSSEモデルはノイズモデルになる．標本平均ベクトルx =
∑n

ℓ=1 xℓ/n

について，平均 2乗誤差は E(∥x − µ∥2) = tr(Σ)/nとなる．ここで，∥ · ∥はユーク
リッドノルムである．一般に tr(Σ)/p → c (> 0)となることを考えれば，高次元小標本
(p/n → ∞)において

E(∥x − µ∥2) → ∞

となり，平均2乗誤差は発散してしまう．すなわち，次元数の増加とともに標本平均に
含まれるノイズが巨大化し，xでµを推定することは困難になる．ところで，∥x−µ∥2

の分散は，(A-i)のもとp → ∞のとき

Var(∥x − µ∥2) = 2
tr(Σ2)(n − 1)

n3
+

p∑
s=1

λ2
sVar(z2

ℓs)

n3
= 2

tr(Σ2)

n2
+ O

(
tr(Σ2)

n3

)
となる．さらに，球形条件 4“tr(Σ2)/{tr(Σ)}2 → 0 (p → ∞)”を満たすと仮定すると，
p → ∞のとき (nは固定したままでも)次が成り立つ．

∥x − µ∥ =
√

tr(Σ)/n{1 + oP (1)}
4 tr(Σ2)/{tr(Σ)}2 ≤ λ1/tr(Σ) ≤ λ1/{tr(Σ2)}1/2に注意すれば，NSSEモデル (2.3)は球形条件を満たす．



すなわち，高次元小標本 (p/n → ∞)において，xは中心µ，半径
√

tr(Σ)/nの球面に収
束する．図 3は，単位行列 Ipを共分散行列にもつ p次元正規分布Np(µ, Ip)について，
大きさn = 3の無作為標本による標本平均ベクトルを200回発生させ，x−µを固有空
間 (ĥ1, ĥ2, ĥ3で張られる空間)にプロットしたものである．ここで，ĥjは標本共分散行
列の第 j固有ベクトルを表す．次元数がp = 4のとき (左図)は，半径

√
p/n =

√
4/3の

球の周辺に点が散らばっている．一方，次元数がp = 1000のとき (右図)は，ノイズが
膨張して半径

√
p/n =

√
1000/3の球の表面に点が集中し，球面集中現象が見てとれる．

図 3.高次元小標本におけるxの球面集中現象．

球面でのxの確率変動について，Aoshima and Yata [1, 3]は，次のような高次元漸近
正規性を証明した．

定理 1 ([3]). (A-i)を仮定する．NSSEモデルのもとで，p → ∞, n → ∞のとき次が成り
立つ 5．

∥x − µ∥2 − tr(Σ)/n√
2tr(Σ2)/n2

L−→ N(0, 1)

ここで， L−→は分布収束を表す．

定理1は，高次元において，xが中心µ，半径
√

tr(Σ)/nの球面の周りに正規分布で
変動することを意味する．このことから，NSSEモデルであれば，球面付近の微小な確
率変動を捉えることで統計的推測の精度を保証することが可能となる．しかしながら，
SSEモデルの場合，これが上手くいかない．強くスパイクする (非スパースな)ノイズ
が悪さをして，高次元漸近正規性は成立しない．いま，p = 1000のとき，NSSEモデル
としてΣ = diag(p1/3, 1, ..., 1)を，SSEモデルとしてΣ = diag(p, 1, ..., 1)を考えてみる．
図4は，p次元正規分布Np(µ,Σ)について，大きさn = 10の無作為標本による標本平
均ベクトルをもとにU = {∥x − µ∥2 − tr(Σ)/n}/

√
2tr(Σ2)/n2 を計算し，これを 2000

回発生させてヒストグラムを作成したものである．定理1の通り，NSSEモデルにおけ
るヒストグラムの形状はN(0, 1)に近いことが確認できる．一方，SSEモデルにおいて
は，高次元漸近正規性が成立しない．さらに，SSEモデルにおいては tr(Σ2) = O(λ2

1)

となるので，図1のように最大固有値が飛び抜けている場合，∥x − µ∥2の分散が非常
に大きくなる．つまり，SSEモデルが当てはまる状況では，高次元漸近正規性が壊れ
るだけでなく，推測の精度も著しく悪くなるのである．このことから，NSSEモデルを
想定して (つまり，ノイズのスパース性を想定して)構築された統計的推測法は，SSE

5本講演で n → ∞と表記するとき，n = log p程度で十分である．つまり，高次元小標本であっても，
結果は保証される．



図 4. NSSEモデルΣ = diag(p1/3, 1, ..., 1)とSSEモデルΣ = diag(p, 1, ..., 1)の場合の，
球面付近のxの漸近的挙動．U (p = 1000, n = 10)を 2000回発生させ，ヒストグラム
を作成した．実線はN(0, 1)の確率密度関数を表す．

モデルに対しては精度を保証することができず，それゆえSSEモデルに使うわけには
いかない．それでは，SSEモデルも考慮した統計的推測法を構築することはできない
か．Aoshima and Yata [4]は，SSEモデルの場合は自動的にNSSEモデルに変換して推
測を行うデータ変換法を考案した．次節でこれを説明するが，表記を簡単にするため
に，ここでSSEモデルを次のように簡略化しておく．

(A-ii) (次元数pに依存しない)ある自然数kに対して，
(i) 1 ≤ s < s′ ≤ kのとき，lim inf

p→∞
(λs/λs′ − 1) > 0

(ii) lim inf
p→∞

λ2
k

Ψk

> 0 かつ
λ2

k+1

Ψk+1

→ 0, p → ∞ (ただし，Ψj =
∑p

s=j λ2
sである)

(2.4)の固有値構造であれば，k(< t)に対してαk ≥ 0.5 > αk+1且つ1 ≤ s < s′ ≤ kに対
して cs ̸= cs′ならば，条件 (A-ii) を満たす．(A-ii) は，図1の実データ解析をヒントに，
最初のk個の固有値が飛び抜けて大きいことを表現したSSEモデルになっている．

4.データ変換法
Aoshima and Yata [4]は，次のようなデータ変換を考えた 6．

xℓ∗ = Axℓ (ℓ = 1, ..., n) (ただし，A =
∑p

s=k+1 hsh
T
s (k ≥ 0)である) (4.1)

変換後のデータについて，Var(xℓ∗) =
∑p

s=k+1 λshsh
T
s (= Σ∗ とおく) となるので，

λmax(Σ∗)をΣ∗の最大固有値とすれば，SSEモデル (A-ii) の条件 (ii)から

{λmax(Σ∗)}2

tr(Σ2
∗)

=
λ2

k+1

Ψk+1

→ 0, p → ∞

が成立する．つまり，変換後のデータxℓ∗には，NSSEモデルが当てはまることになる．
データ変換に使う正射影行列はA = Ip −

∑k
s=1 hsh

T
s と書けるので，強くスパイクする

固有空間を如何に高精度に推定するかが鍵となる．本節では，高次元主成分分析 (PCA)
として知られるノイズ掃き出し法を用いて固有値・固有ベクトルを推定する．
標本共分散行列

S = (n − 1)−1(X − X)(X − X)T (ただし，X = [x, ..., x]である)

6強くスパイクする固有空間の個数 kは未知である．kの推定は，Aoshima and Yata [4]のS2.2節を参照
のこと．なお，k = 0の場合は恒等変換となり，データは変換せずともNSSEモデルが当てはまる．



について，Sの固有値を λ̂1 ≥ · · · ≥ λ̂p (≥ 0)，各固有値 λ̂jに対する固有ベクトルを ĥjと
する．ただし，ĥ1, ..., ĥpはp次元実ベクトル空間の正規直交基底をなすとする．Sの固

有値分解はS =
∑p

s=1 λ̂sĥsĥ
T

s と書ける．SD = (n−1)−1(X−X)T (X−X)とおくと，n

次の対称行列SDはSと正の固有値を共有する．SDの固有値を λ̂1 ≥ · · · ≥ λ̂n−1 (≥ 0)，
各 λ̂jに対する固有ベクトルを ûj = (û1j, ..., ûnj)

T とする．ただし，û1, ..., ûn−1は互い
に正規直交とする．SDの固有値分解はSD =

∑n−1
s=1 λ̂sûsû

T
s と書ける．SとSDの固有

ベクトルには，次の関係がある．

ĥj = {(n − 1)λ̂j}−1/2(X − X)ûj (j = 1, ..., n − 1)

Yata and Aoshima [14]は，固有値構造が (2.4)の場合に，λ̂j, ĥj,さらに主成分スコアに
ついて，推定量の一致性 (と不一致性)を明らかにした．Aoshima and Yata [4]と Yata
and Aoshima [16]は，一般のSSEモデルの場合にその理論を拡張している．SSEモデル
(A-ii) を使って λ̂jと ĥjについて簡単に述べると，次のようになる．

定理 2 ([4]). (A-i)を仮定する．SSEモデル (A-ii)のもとで，各 j (≤ k)について，p →
∞, n → ∞のとき次が成り立つ．

λ̂j/λj = 1 + δj + OP (n−1/2), (ĥ
T

j hj)
2 = (1 + δj)

−1 + OP (n−1/2)

ただし，δj = λ−1
j

∑p
s=k+1 λs/(n − 1)である．

上記の通り，̂λjとĥjは，δjというノイズをもつ．(2.4)の固有値構造であれば，αj = 0.5

に対してn = o(p0.5)だとすると δj → ∞となり，λj/λ̂j = oP (1)や (ĥ
T

j hj)
2 = oP (1)と

いった強不一致性を起こす．この問題を解決するために，Yata and Aoshima [15, 16]は
ノイズ掃き出し法という高次元におけるPCAを考案し，次のような固有値の推定量を
与えた．

λ̃j = λ̂j −
tr(SD) −

∑j
s=1 λ̂s

n − 1 − j
(j = 1, ..., n − 2) (4.2)

固有ベクトルの推定量は次のようになる．

h̃j = {(n − 1)λ̃j}−1/2(X − X)ûj (j = 1, ..., n − 2) (4.3)

Aoshima and Yata [4]とYata and Aoshima [16]による次の定理は，δj → ∞となる場合
にも，ノイズ掃き出し法による推定量が一致性をもつことを示している．

定理 3 ([4]). (A-i)を仮定する．SSEモデル (A-ii)のもとで，各 j (≤ k)について，p →
∞, n → ∞のとき次が成り立つ．

λ̃j/λj = 1 + OP (n−1/2), (h̃
T

j hj)
2 = 1 + OP (n−1)

データ変換 (4.1)を使うためには，Axℓを構成するhT
j xℓ (= xℓj とおく), j = 1, ..., k

を推定する必要がある．Aoshima and Yata [4]は，ĥ
T

j xℓや h̃
T

j xℓといった推定は非常に
大きなバイアスが生むことを指摘し，次のような推定を考えた．

x̃ℓj = h̃
T

ℓjxℓ (j = 1, ..., k) (4.4)

ただし，

h̃ℓj = (n − 1)1/2(X − X)ûℓj/{(n − 2)λ̃
1/2
j },

ûℓj = (û1j, ..., ûℓ−1j,−ûℓj/(n − 1), ûℓ+1j, ..., ûnj)
T

ここで，
∑n

ℓ=1 h̃ℓj/n = h̃jとなることに注意する．



5.高次元2標本検定とデータ解析
母集団が 2つあり，各母集団πi (i = 1, 2)は平均に p次ベクトルµi，共分散行列に p次
非負定値対称行列Σi (=

∑p
s=1 λishish

T
is)をもつとする．次の検定を考える

7．

H0 : µ1 = µ2 vs. H1 : µ1 ̸= µ2 (5.1)

各母集団から，ni (≥ 3)個のp次データベクトルxi1, ..., xini
を無作為に抽出し，データ

行列をX i = [xi1, ..., xini
]とする．高次元小標本では標本共分散行列の逆行列が存在し

ないので，従来のホテリングのT 2-統計量は使えない．高次元2標本検定では，次の統
計量が使われる．

T = ∥x1 − x2∥2 −
2∑

i=1

tr(Si)

ni

= 2
2∑

i=1

∑ni

ℓ<ℓ′ x
T
iℓxiℓ′

ni(ni − 1)
− 2

∑n1

ℓ=1

∑n2

ℓ′=1 xT
1ℓx2ℓ′

n1n2

(5.2)

ただし，xi =
∑ni

ℓ=1 xiℓ/ni，X i = [xi, ..., xi], Si = (ni − 1)−1(X i − X i)(X i − X i)
Tで

ある．ここで，E(T ) = ∥µ1 − µ2∥2となり, H0のもとで

Var(T ) = 2
2∑

i=1

tr(Σ2
i )

ni(ni − 1)
+

4

n1n2

tr(Σ1Σ2) (= Kとおく)

となることに注意する．2つの母集団がともにNSSEモデルのとき，Tに関する高次元
漸近正規性がChen and Qin [6]とAoshima and Yata [1, 3]によって示され，それぞれ別
の検定手法が与えられた．ところが，2つの母集団のどちらか一方でもSSEモデルの
とき，3節の図4のように，T の高次元漸近正規性は成立しない．さらに，2つの母集
団がともにSSEモデルのとき，K = O(λ2

11/n
2
1 + λ2

21/n
2
2)となり，各母集団の最大固有

値の影響でTの分散は非常に大きくなる．つまり，SSEモデルが当てはまる状況では，
Tの高次元漸近正規性が壊れるだけでなく，検定の精度も著しく悪くなる．

Aoshima and Yata [4]は，SSEモデルも考慮し，データ変換法を使って高次元2標本
検定を次のように与えた．各母集団のデータを，(4.1)と同様にデータ変換する．

xiℓ∗ = Aixiℓ (ℓ = 1, ..., ni) (ただし，Ai =
∑p

s=ki+1 hish
T
is (ki ≥ 0)である)

変換後のデータを使うと，(5.2)式のTは次のようになる．

T∗ =2
2∑

i=1

ni∑
ℓ<ℓ′

xT
iℓAixiℓ′

ni(ni − 1)
− 2

∑n1

ℓ=1

∑n2

ℓ′=1 xT
1ℓA1A2x2ℓ′

n1n2

=2
2∑

i=1

∑ni

ℓ<ℓ′(x
T
iℓxiℓ′ −

∑ki

j=1 xiℓjxiℓ′j)

ni(ni − 1)

− 2

∑n1

ℓ=1

∑n2

ℓ′=1(x1ℓ −
∑k1

j=1 x1ℓjh1j)
T (x2ℓ′ −

∑k2

j=1 x2ℓ′jh2j)

n1n2

7本節は，SSEモデルも考慮した高次元統計的推測を説明するために，基本的で本質的な高次元 2標本
検定を扱う．高次元判別分析などは，[5, 8]を参照のこと．なお，いわば基礎編となるNSSEモデルの
高次元統計的推測については，青嶋・矢田 [2]が入門書となる．



ただし，xiℓj = hT
ijxiℓである．ここで，E(T∗) = ∥A1µ1 −A2µ2∥2 (=∆∗とおく)となり，

H0のもとで

Var(T∗) = 2
2∑

i=1

tr(Σ2
i∗)

ni(ni − 1)
+

4

n1n2

tr(Σ1∗Σ2∗) (= K∗とおく)

となることに注意する．ただし，Σi∗ =
∑p

s=ki+1 λishish
T
isである．Aoshima and Yata [4]

は，T∗に関して高次元漸近正規性を証明した．さらに，Aoshima and Yata [4]は，T∗を
構成するhijとxiℓjを (4.3)式の h̃ijと (4.4)式の x̃iℓjで置き換えたT∗の推定量 T̂∗につい
て，次の結果を与えた．

定理 4 ([4]). 2つの母集団に (A-i)を仮定する．SSEモデルに (A-ii)を仮定する．さらに，
v = min{p, n1, n2}とおき，lim supv→∞ ∆2

∗/K∗ < ∞を仮定する．適当な正則条件 8の
もと，v → ∞のとき次が成り立つ．

(T̂∗ − ∆∗)/

√
K̂∗

L−→ N(0, 1)

ただし，K̂∗はAoshima and Yata [4]の5節で与えられるK∗の一致推定量である．

仮説 (5.1)は，次のように検定される．

T̂∗/

√
K̂∗ > zα =⇒有意水準αでH0を棄却 (5.3)

ただし，zαはN(0, 1)の上側α点を表す．検定方式 (5.3)の第1種の過誤と検出力につい
ては，Aoshima and Yata [4]の定理6を参照のこと．
図 1で紹介したWang et al. [13]の次世代シーケンサーによるAMD ゲノムデータを

解析する．ゲノム領域数が3095656 (= p)次元，AMD群が21(= n1)サンプル，健常群
(Normal)が19(= n2)サンプルであった．図1で見たように，両群ともSSEモデルが当
てはまる．仮説 (5.1)を有意水準α = 0.05で検定する．検定方式 (5.3)の検定統計量を

計算すると 9，T̂∗/

√
K̂∗ = 23.44 > z0.05 = 1.65となり，有意水準 5%でH0は棄却され

る．SSEモデル (非スパース性)を考慮し，データ変換法を使って非スパースなノイズ
を除去したことで潜在情報が浮き彫りとなり，2群間の平均の差異が検出できた．
ちなみに，両群にスパース性を仮定してNSSEモデルのもとで検定統計量を計算する

と，T/
√

K̂ = 1.01 < z0.05となり，H0は棄却されない．しかし，この結論は統計的に保
証されるものではない．なぜならば，NSSEモデル (スパース性の仮定)が妥当ではなく，
検定統計量に高次元漸近正規性が成立していないからである．K = O(λ2

11/n
2
1 +λ2

21/n
2
2)

に注意すれば，T の潜在情報であるE(T ) = ∥µ1 − µ2∥2が非スパースなノイズとなる
最大固有値に押しつぶされ，2群間の平均の差異を検出できなかったことが分かる．
次に，AMD群と健常群 (Normal)の差異の原因となる変数 (ゲノム領域)を絞り込む．

いま，µ1 −µ2 = (µo1, ..., µop)
T，x1 −x2 = (xo1, ..., xop)

T とおく．有意な変数の集合を
D = {j| |µoj| > 0}とおく．xo1, ..., xopを |xo(1)| ≥ · · · ≥ |xo(p)|と絶対値の大きい順に並
び替え，m個の変数からなる D̂m = {j| |xoj| ≥ |xo(m)|}でDを推定する．適当なmと

8Aoshima and Yata [4]の定理 5を参照のこと．
9kiの推定については，[4]のS2.2節を参照のこと．このデータセットは，(k̂1, k̂2) = (7, 7)であった．



適当な正則条件のもと，P (D ⊆ D̂m) → 1 (p → ∞)となる 10．しかし，この変数選択
はスパース性を当てにしたものである．
そこで，非スパース性を考慮し，データ変換法を使ってxi∗ = Aixiとする．(4.3)式

の h̃ijと (4.4)式の x̃iℓjを用いて，xi∗を

x̃i∗ = xi −
ki∑

j=1

x̃ijh̃ij (ただし，x̃ij =
∑ni

ℓ=1 x̃iℓj/niである)

で推定する．x̃1∗ − x̃2∗ = (¯̃xo1, ..., ¯̃xop)
Tとし，x̃o1, ..., x̃opを |x̃o(1)| ≥ · · · ≥ |x̃o(p)|と並び

替え，m個の変数からなる D̃m = {j| |x̃oj| ≥ |x̃o(m)|}でDを推定する 11．
結果を見てみよう．D̂mと D̃mを用いて，3095656個の変数からm = 10, 100, 1000

個の変数をそれぞれ選択した．変数選択の精度を高次元PCAで確認する．xijにおい
て, D̂mの変数のみを利用したm次元データを x̂ij，D̃mの変数のみを利用したm次
元データを x̃ij とし，AMD 群と健常群 (Normal)を混合させたデータセットを X̂ =

(x̂11, ..., x̂1n1 , x̂21, ..., x̂2n2)，X̃ = (x̃11, ..., x̃1n1 , x̃21, ..., x̃2n2)とおく．Yata and Aoshima
[17]は，規準化した主成分スコアを用いることで，高次元混合データのクラスタリング
が可能であることを証明した．2群間の差異に有意な変数を正しく選択できていれば，
理論的には，主成分スコアを使って2群を精度良く分離できるはずである．そこで，X̂

と X̃の各々について，n1 + n2 = 40個のサンプルに対する（規準化した）第1主成分
スコアと第2主成分スコアを計算し，図5にプロットした．データ変換法を使った D̃m

による変数選択は，2群を精度よく分離できていることが見てとれる．データ変換法を
使って非スパースなノイズを除去することで，3095656個の変数から2群の差異に有意
な100個の変数を絞り込めたのである．
非スパースモデリングの一幕をお見せした．データ解析に要した時間は，モバイル

PCで5分程度である．高い計算処理能力と大標本を前提とする深層学習が，経済的に
も技術的にも環境的にも敷居の高いテクノロジーであるのに対して，高次元統計解析
による非スパースモデリングは，いわば庶民的な町工場の技術である．非スパースモ
デリングを使うことで，非スパースなノイズの影響を取り除くことができ，超高次元
データもたった数十程度の小標本で処理でき，モバイルPCでも高速かつ高精度に解析
することができるのである．
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