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1 はじめに
底辺の長さ L, 高さ hの三角形∆の面積Area(∆)は

Area(∆) =
1

2
Lh (1.1)

で与えられることは小学校で習いました. どのように証明したかを思い出し
てみましょう (図１, 図 2).

図 1: 三角形∆ 図 2: 面積の求め方
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同様に底面積 S, 高さ hの三角錐 T（図 3）の体積Vol(T )は

Vol(T ) =
1

3
Sh (1.2)

で与えられます.

図 3: 三角錐 T

上の公式もやはり小学校で習いますが, (1.2) において”3”が現れる理由に
ついてどのように説明されていたか覚えていますか? 何人かの大学生・大学
院生に聞いてみましたら, 大抵の人が次のように習っていました. 底面積 S,

高さ hの三角柱Dの体積がVol(D) = Shで与えられることは自然に納得で
きる. そして実際に水を入れて測ってみると, T に入れた水 3杯でちょうど
Dを満たすことができる. だからVol(T ) = 1

3
Vol(D) = 1

3
Sh.

小学校の内容としてはこれで十分ですが, 数学的な証明が欲しいところで
す. 通常の証明は積分法を用いますが, ここでは (本質的には同じことなが
ら)次のように考えてみます. T の頂点を vとして, vから底面におろした垂
線 (長さは h)を n等分します. 上から k番目 (k = 1, 2, . . . , n)の等分点を pk
として pkにおいて T を水平面で切断します（図 4）.
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図 4: 三角錐 T の Tnによる近似

切断面Bkは底面Bと相似な図形で, 相似比は

Bk : B =
k

n
: 1

です. B = Bnに注意してください. 面積は相似比の 2乗に比例しますから

Area(Bk) : Area(B) =

(
k

n

)2

: 1

つまりArea(Bk) = ( k
n
)2Area(B)です. Bkを底面として高さ h

n
の角柱Dkを

考えると, その体積は

Vol(Dk) = Area(Bk)
1

n
= (

k

n
)2Area(B) · h

n
=

k2

n3
Sh
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と表せます. だからD1, . . . , Dnを積み重ねて作った立体 Tnの体積は

Vol(Tn) =
n∑

k=1

k2

n3
Sh =

1

n3
Sh

n∑
k=1

k2 (1.3)

と表せます. ここで次の式が成り立ちます.　高等学校で習った人もいらっ
しゃるかもしれません.

補題 1.1.
n∑

k=1

k2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
.

Proof. ここでは数学的帰納法によることにします. n = 1で上の式が成り立
つことは直接に確かめられます. nに対して上の式が成り立つと仮定すると,

n+1∑
k=1

k2 =

(
n∑

k=1

k2

)
+ (n+ 1)2

=
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
+ (n+ 1)2 (帰納法の仮定)

=
n+ 1

6
{n(2n+ 1) + 6(n+ 1)} =

n+ 1

6

(
2n2 + 7n+ 6

)
=

(n+ 1){(n+ 1) + 1}{2(n+ 1) + 1}
6

.

これで証明されました.

上の補題から (1.3)は次のように書けます:

Vol(Tn) =
1

n3
Sh

n∑
k=1

k2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6n3
Sh

=
(n+ 1)(2n+ 1)

6n2
Sh =

1

6
(1 +

1

n
)(2 +

1

n
)Sh. (1.4)

ここで nをどんどん大きくしてみますと, Tnはどんどん T に近づいてい
きますからVol(Tn)もVol(T )に近づきます. ところで (1.4)の最後の式に現
れる 1

n
は nが大きくなるにつれてどんどん 0に近づきますから,

Vol(T ) = lim
n→∞

Vol(Tn) =
1

6
× 1× 2× Sh =

1

3
Sh.

これが (1.2)において”3”が現れる理由です.
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(1.1)と (1.2)の証明を比べると, そこにははっきりとした違いが認められ
ます. (1.1)の証明においては有限回の図形の切り貼り操作しか使われてい
ないのに対して, (1.2)の証明においては, まず T を Tnで近似し, 次に近似の
度合いを上げた極限として体積を求めています, (1.1)の証明のほうが簡単
であることは明らかですから,, 自然な問題として

問題. (1.2)の証明を (1.1)の証明と同様, 簡単な図形の切り貼りによって
行うことはできないか?

という疑問が生まれます. この問題はギリシャ時代にまでさかのぼることが
できます. ユークリッドの「幾何学原論」での該当箇所（定理XII,5)をみる
とユークリッドが上のような疑問を持っていたのではないか?と想像できる
書き方がなされています ([3]) . F. Bolyai (1775-1856), Gauss (1777-1855)等
も興味を持っていました. 明確に定式化されたのはD. Hilbert (1862-1943)

が 1900年第 2回国際数学者会議において行った講演においてのことです.

Hilbertは講演及びその後の報告集において 23の数学の未解決問題を提示し
ました. 上の問題は第 3問題として述べられています. この問題は 1905年
にM. Dehn(1878-1952)によって解決されました.

Dehnの考え方は, 多面体に関する「不変量」を考えるものでした. ここ
ではHadwiger等による整理された証明を紹介します.

2 多面体の分割合同
(1.1)の証明の中心的な役割を果たすのは, 任意の三角形をうまく分割す
ると同じ面積を持つ長方形を作り出すことができるという事実でした. もし
も (1.2)についても同じような証明ができるならば, 以下のことが成り立つ
ことが期待できるでしょう：
問題. T を任意の三角錐とする. T をうまく分割して同じ体積を持つ立
方体に組み直すことができるか?

Hilbertの第 3問題は上の問いをもっとはっきりと述べたものです. 問い
方からHilbert自身は上の問題の答えは否定的であろうと考えていたことが
推察されます：

Hilbertの第 3問題. 等しい底面積と等しい高さを持つ 2つの 4面体で,

どのようにしても合同な 4面体達に分割できず, また合同な 4面体を付け
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加えてできるどんな 2つの多面体もそれら自身合同な４面体に分割
できないものは存在するか?

ここで次のような概念を導入します. 3次元空間の 2つの多面体P,Qが合
同であるとき P ≡ Qと表すことにします.　 P ≡ Qとは P をうまく動かし
てQにぴったり重ねることができる, と考えていただいて構いません.

定義 2.1. AとBを多面体とする.

(1) AとBが分割合同であるとは, AとBを同数の多面体P1, . . . , PN およ
び Q1, . . . , QN にそれぞれ分解して

A = P1 + · · ·+ PN ,

B = Q1 + · · ·+QN

かつP1 ≡ Q1, . . . , PN ≡ QNが成り立つようにできることとする.　こ
のときA ∼ Bと表す.

(2) AとBが補充合同であるとは,同数の多面体A1, . . . , AL　及び, B1, . . . , BL

をA1 ≡ B1, . . . , AL ≡ BLかつ
A+ A1 + · · ·+ AL ∼ B +B1 + · · ·+BL

が成り立つように見出すことができることとする.

上の概念は平面上の多角形についても全く同じように定義することがで
きます. 次の定理は平面上の多角形についてはHilbert第 3問題の類似は正
しいことを述べています.

定理 2.2. (Bolyai-Gerwien 1833) L1と L2を平面上の 2つの多角形とする.

このとき次は同値である.

(1) Area(L1) = Area(L2).

(2) L1と L2は分割合同.

(3) L1と L2は補充合同.

一方Hilbert第3問題に対してDehnが与えた回答は以下の定理です. Hilbert

が予想した (あるいはしていたであろう) ことが正しいことを示しています.

定理 2.3. (Dehn, 1905) 4面体 T1, T2でVol(T1) = Vol(T2)でかつ分割合同
でない（さらに補充合同でもない）ものが存在する.

次の節で上の定理の証明を概観します.
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3 Dehn不変量
以下では集合に関する基本的な記号をいくつか使います. ここに現れる集
合は全て有限集合で,「数のいくつかの集まり」と思っていただいて差し支
えありません.

P を多面体とします. P の辺 eは 2つの面の共通辺として現れています.

eを共通辺としてもつ面を F1, F2とします. F1と F2のなす 2面角を θeとお
き, eの長さを ℓ(e)とします (図 5).

図 5: 多面体

P の全ての辺によって定まる θeに円周率 πを加えてできる集合をMP と
します. つまり

MP = {θe | e は P の辺 } ∪ {π}
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です. MP を含む実数の有限集合M を一つ固定し, M の各要素 αにたいし
て数 f(α)を割り当てます. 但し

f(π) = 0 (3.1)

と約束します. MP そのものでなくM を考える理由は後で明らかになりま
す. ここでM の要素の有理数係数”線形和”,　つまり

n∑
i=1

riαi, ただし ri は有理数, n < ∞

の全体からなる集合

V (M) = {
n∑

i=1

riαi |各 ri は有理数, n は自然数 }

を考え,

f̄(
n∑

i=1

riαi) =
n∑

i=1

rif(αi)

と置くことによって実数値関数 f̄ : V (M) → Rを定めます.

ここで一つの問題があります. V (M)の要素は二通りの表し方があること
があります：

m∑
i=1

riαi =
n∑

j=1

sjβj.

例えば πだけでなく π/2もM の要素であるとき,

1 · π + 4 · π
2
= 3π = 2 · π + 2 · π

2

など. このとき
m∑
i=1

rif(αi) =
n∑

j=1

sjf(βj),

が成り立つとは限りません. つまり f̄がV (M)の各要素に対して唯一つの値
を定めるという意味での「関数」でない可能性があります. このことは色々
なところで不都合を引き起こすので、そのようなことがないような保証が
必要です. そこで次のように考えましょう:

M の部分集合Bで次の (a) (b)を満たすものを考えます.
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(a) どんな V (M)の要素も
m∑
i=1

riαi, αi は B の要素, ri は 0でない有理数

の形で表せる.

(b) Bに真に含まれる任意の集合B′, つまりB′ ⫋ Bを満たす任意の集合
B′, は (a)を満たさない

まずこのようなBは必ず存在することを確かめます. まずM 自身は (a)

を満たします. Mから 1つの要素を取り除いてできた集合が (a)を満たすか
どうか考えましょう. もしもM からどの一つの要素を取り除いても (a)が
成り立たないならB = M とすればよい. もしもM の要素 α1を取り除いた
集合が (a)を満たすなら, C1 = M \ {α1}とします. C1からどの一つの要素
を取り除いても (a）が成り立たないなら, B = C1とすればよい. もしC1の
要素 α2を取り除いてもまだ (a)が成り立つならC2 = C1 \ {α2}と置きます.

これを繰り返すと要素の数はだんだん減っていきますから、どこかのステッ
プでこれ以上要素を減らせないところに到達します. そのステップで得られ
た集合をBとすれば, Bは (b)を満たしますからこれが求めるものです.

このときBの要素を並べて {β1, . . . , βn}とおきましょう. このとき
(∗) 0以外のどんな V (M)の要素も

n∑
i=1

riβi, ri は有理数 ̸= 0

の形にただ一通りに表せる
ことが次のようにして示せます：　仮に

n∑
i=1

riβi =
n∑

i=1

siβi, ri, si は有理数 ̸= 0

と書けたとします. もしもある添え字 iに対して ri ̸= siとしますと、

βi =
−1

ri − si

∑
j ̸=i

(rj − sj)βj

と書けますから、βiは βj, j ̸= iによって表されます. したがって βiを上の
式で置き直せば, V (M)の要素は βiを使わずに表せることになり, Bが (b)

を満たすことに矛盾します. よって ri = siが任意の iに対して成り立ち, (∗)
が証明できました.
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注意 3.1. 大学一年生で学ぶ線形代数学をご存知の方は, 上で行ったことは
有理数体上の線形空間 V (M)の基底を取ったことに過ぎないことがわかる
と思います.

そこで f̄ : V (M) → Rを定めるには, 上のようなBを一つとり（複数あ
ります), V (M)の要素を (∗)の形に表し f を (3.1)を満たすように取ってお
いて

f̄(
n∑

i=1

riβi) =
n∑

i=1

rif(βi) (3.2)

とおけばよい. また f̄(0) = 0とします. これで f̄ が定まりました. 以降は簡
単のため f̄ を f と書きましょう. (3.1) (3.2) から

任意の 有理数 r に対して, f(rπ) = 0 (3.3)

が成り立つことに注意してください.

定義 3.2. 多面体 P に対して上のように定まる集合M と B 及び関数 f :

V (M) → Rを一つ固定する.

Df (P ) =
∑

e は P の辺
ℓ(e)f(θe) (3.4)

を P のDehn不変量という.

例 3.3. 一辺の長さ ℓの立方体Cを考えます. 辺 eにたいして常に θe = π/2

ですから, MC = {π, π/2}だからB = {π}. (3.3)から f は f(θe) = 0を満た
し, よってDf (C) = 0 が成り立ちます.

Dehnの定理の肝心な部分は以下の定理に集約されます:

定理 3.4. 多面体 P が多面体 P1, . . . , Pnによって

P = P1 + · · ·+ Pn

と分割されているとする. 集合MP ,MP1 , . . . ,MPn 全てを含む集合M に対
して V (M)を考え, 関数 f : M → Rで (3.1), (3.2)によって定まるものをと
る. このとき

Df (P ) =
n∑

i=1

Df (Pi) (3.5)

が成り立つ.
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図 6: 立方体C

この定理の証明は講座の中で触れたいと思います. これが証明されたら,

次の定理が直ちに従います.

定理 3.5. 多面体 P,Qが分割合同とする. M をMP およびMQの両方を含
み, πを要素の一つとしてもつ実数の有限集合とし, fをMによって定理 3.4

にあるような関数とする. このとき P,Qの f に関する Dehn不変量は等し
い. 簡単に書くと：

P ∼ Q ⇒ Df (P ) = Df (Q).

Proof.

P = P1 + · · ·+ PN , Q = Q1 + · · ·+QN , Pi ≡ Qi, i = 1, . . . , N

とする. PiとQiは合同だからDf (Pi) = Df (Qi). 定理 3.4から

Df (P ) =
n∑

i=1

Df (Pi) =
n∑

i=1

Df (Qi) = Df (Q).

例 3.6. 1辺の長さが 1の正四面体 T1を考えます. 2つの面のなす角度はど
れも同じです. それを θとしますと

cos θ =
1

3
(3.6)

が成り立ちます (図 7).
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MT1 = {θ, π}です. 次に述べる補題から f(θ) = 1, f(π) = 0であるように
関数 f を定めることができます. このような f に対して

Df (T1) =
∑
e

ℓ(e)f(θ) = 6.

図 7: 正四面体 T1

補題 3.7. cos θ = 1
3
とすると, θ

π
は無理数である. 特に θ = rπを満たす有理

数は存在しない.

Proof. cosに関する和積の公式：

cosα + cos β = 2 cos(
α + β

2
) cos(

α− β

2
)

をα = (k+1)θ, β = (k− 1)θ (kは自然数) に対して使うと次が得られます：

cos((k + 1)θ) + cos((k − 1)θ) = 2 cos(kθ) cos(θ) =
2

3
cos(kθ). (3.7)

kについての数学的帰納法によって

12



cos(kθ) =
Ak

3k
(3.8)

を満たし, かつ 9で割れない整数Akが存在する
ことを証明しましょう. k = 1ならA1 = 1とすればよい. k以下の自然数 j

に対して 9で割れない整数Ajが定まったら, (3.7)から

cos((k + 1)θ) = − cos((k − 1)θ) +
2

3
cos(kθ)

=
2

3
× Ak

3k
− Ak−1

3k−1
=

2Ak − 9Ak−1

3k+1

だからAk+1 = 2Ak − 9Ak−1とおけば, Ak+1は整数でかつAk+1も 9で割れ
ません. これで証明されました.

さて仮に θ
π
が有理数だとして θ

π
= k

m
, k,mは互いに素な整数, m ≥ 1と置

きましょう. すると cos(mθ) = cos(kπ)は 1または−1です. 一方 (3.8)から
cos(mθ) = Am

3m
とかけるから

Am = 3m または − 3m.

ここでAmが9で割れないからm = 1でなければなりません.　従ってθ = kπ,

kは整数, ということがわかります. しかし cos θ = 1/3 ̸= ±1 = cos(kπ)だ
からこれは矛盾です.

例 3.8. 図７のような三角錐 T2を考えます (図 8).　このとき面角は π
2
, π
3
, π
4

のいずれかであることがわかります. 従ってMT2 = {π
2
, π
3
, π
4
, π}です. どの

面角も πの有理数倍だから, f(θ) = 0 ((3.3)から), 従って

Df (T2) = 0

が成り立ちます.

定理 3.5から
定理 3.9. Cと T1は分割合同でない. T1と T2は分割合同ではない.　
C, T1, T2と相似な図形を適切に選ぶことによって, 体積の等しい立方体Q

と正四面体 T , 三角錐 P1, P2でDehn不変量が異なるものを見つけることが
できますから, 体積が等しい多面体で分割合同でないものが得られました.
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図 8: 四面体 T2

例 3.10. 次の図のような三角錐 T3 を考えます (図 9).　このときMT3 =

{π, π/2, ϕ} ここで cosϕ = 1/
√
3であることがわかります. ここでは証明し

ませんが, ϕ/πが有理数でないことが示せますので, B = {ϕ, π}ととれます.

f(ϕ) = 1とおけば,

Df (T ) ̸= 0

です.

T2と T3は底面の面積も高さも等しい三角錐ですが, 定理 3.5から分割合
同ではありません. 明らかではありませんが、実は 2つの多面体が分割合同
であることと補充合同であることは同値です. 従って T2と T3は補充合同で
もありません. これでHilbertの第 3問題に対する解答が得られました.
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図 9: 四面体 T3

4 Dehnの定理の先へ
Dehnの定理において中心的な役割を果たしたのはDehn不変量が分割合
同な多面体に対して同じ値を持つということでした（定理 3.5). つまりDehn

不変量が分割合同でない多面体を区別する役割を担っているということが
大切な点でした. それではDehn不変量は分割合同な多面体を区別するのに
十分だろうか? つまりどんな fに対してもDehn不変量が等しい多面体は分
割合同か?と問うことはごく自然です. 分割合同な 2つの多面体の体積は等
しいから, 次の問いが自然と生まれます:

問題. P,Qを 3次元空間内の２つの多面体で, Vol(P ) = Vol(Q) かつ任意
の f に対するDehn 不変量Df (P ) = Df (Q)を満たすとする. このとき P と
Qは分割合同か?

Dehnの解決の半世紀後に上の問題が肯定的に解決しました:
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定理 4.1. (Sydler 1965) P,Qを３次元空間内の多面体とする. 以下の２条
件は同値である.

(1) P ∼ Q

(2) Vol(P ) = Vol(Q), かつ任意の f に対してDf (P ) = Df (Q).

証明は複雑で残念ながらここで述べることはできません.

以上で見てきたように,「数学的対象に何らかの量を対応させ, 対象が変化
するときにその量がどう変わるかを調べる」という考え方は現代数学にお
いて非常に基本的なアプローチです. ごく身近にある疑問から数学の重要な
考え方が生まれ, 現在でも大きな役割を果たしていることを感じ取っていた
だければ幸いです.
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