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・開催⽇時：2021年1⽉22⽇（⾦）〜1⽉23⽇（⼟）
・会場：⾦沢⼤学サテライトプラザ三階集会室
・開催責任者：星野伸明（⾦沢⼤学経済学経営学系）

座⻑ 講演者 講演者所属 共同研究者 演題

1/22(⾦) 13:00
内藤貫太（千葉
⼤学）

佐々⽊拓真 筑波⼤学
⽮⽥和善（筑波⼤学）・
⻘嶋誠（筑波⼤学）

⾼次元相互共分散⾏列の特異値分解とそ
の応⽤

13:40 江頭健⽃ 筑波⼤学
⽮⽥和善（筑波⼤学）・
⻘嶋誠（筑波⼤学）

⾼次元における DWDとWDWDのバイア
ス補正とその⽐較

14:20 間野修平 統計数理研究所 廣瀬雅代（九州⼤学） 漸近不偏推定量のベイズ的構成
15:00 休憩

15:20
永井勇（中京⼤
学）

丸⼭祐造 神⼾⼤学
平均ベクトルの推定における分散未知の
もとでの許容的でミニマクスな推定量

16:00 下野寿之 統計数理研究所
Multiplicative Decompositions of
Stochastic Distributions and Their
Applications

16:40 終了
座⻑ 講演者 講演者所属 共同研究者 演題

1/23(⼟) 9:30
間野修平（統計
数理研究所）

Junichi
Hirukawa

Niigata
University

Kou Fujimori (Shinshu
University)

Weak convergence of the partial sum of
$I(d)$ process to a fractional Brownian
motion in finite interval representation

10:10 松井宗也 南⼭⼤学 末⽯直也（神⼾⼤学）
Approximated likelihood estimation of
stable laws/OU processes

10:50 栗⽊哲 統計数理研究所
松原隆彦(⾼エネルギー
加速器研究機構 )

弱⾮ガウス確率場に対する期待ミンコフ
スキー汎関数

11:30 休憩

13:00
松井宗也（南⼭
⼤学）

永井勇 中京⼤学
外れ値がある場合でも安定した推定を⾏
う罰則付推定法

13:40 上本拓弥 千葉⼤学 内藤貫太（千葉⼤学）
Support vector regression with penalized
likelihood

14:20 三次琢⺒ 千葉⼤学 内藤貫太（千葉⼤学）
⼀般化線形モデルにおける擬Huber関数
によるロバスト推測

15:00 休憩

15:20
栗⽊哲（統計数
理研究所）

内藤貫太 千葉⼤学
Regression with localized functional
Bregman divergence

16:00 牧草夏実 千葉⼤学
再⽣核ヒルベルト空間におけるMaximum
Variance Discrepancyの実際的挙動

16:40 ⻄⽥喜平次 兵庫医療⼤学 内藤貫太（千葉⼤学）
Density Estimation via Stagewise
Algorithm with a Dictionary Having
Various Bandwidths

17:20 終了

統計シンポジウム「統計科学の⾰新にむけて」プログラム

主催：科学研究費・基盤研究（A)
「⼤規模複雑データの理論と⽅法論の⾰新的展開」

（研究代表者：⻘嶋 誠（筑波⼤学）, 課題番号：20H00576）



( )

( )

( )

100

p n

p � n p > n

2

[3]

Hardoon et al. [2]

p , n x1, ...,xn

,
xT
j = (xT

1j ,x
T
2j), j = 1, ..., n

, xij ∈ Rpi . xij Σi

p1 < n < p2 lim supp→∞ p1 < ∞ Cov(xij) = Σ∗
Σ∗ λ∗1 ≥ · · · ≥ λ∗p1

≥ 0

Σ∗ =

p1∑
j=1

λ∗jujv
T
j

- 1 -



uj vj

Aoshima and Yata [1] Yata and Aoshima [4]

tr(Σ∗ΣT
∗ )

Σ∗ Yata and Aoshima [5, 6]

Σ∗

[1] Aoshima, M., Yata, K. (2011). Two-stage procedures for high-dimensional

data. Sequential Analysis (Editor’s special invited paper), 30, 356-399.

[2] Hardoon, D., Szedmak, S., Shawe-Taylor, J. (2006). Canonical correlation

analysis: An overview with application to learning methods. Neural Compu-

tation, 16, 12, 2639-2664.

[3] Hotelling, H. (1936). Relations between two sets of variates. Biometrika, 28,

321-377.

[4] Yata, K., Aoshima, M. (2010). Effective PCA for high-dimension, low-sample-

size data with singular value decomposition of cross data matrix, Journal of

Multivariate Analysis, 101, 2060-2077.

[5] Yata, K., Aoshima, M. (2013). Correlation tests for high-dimensional data

using extended cross-data-matrix methodology, Journal of Multivariate Anal-

ysis, 117, 313-331.

[6] Yata, K., Aoshima, M. (2016). High-dimensional inference on covariance

structures via the extended cross-data-matrix methodology, Journal of Mul-

tivariate Analysis, 151, 151-166.

- 2 -



Bias corrections of DWD and WDWD in high-dimensional settings
( DWD WDWD )

Kento Egashiraa, Kazuyoshi Yatab, Makoto Aoshimab

aDegree Programs in Pure and Applied Sciences, Graduate School of Science
and Technology, University of Tsukuba

bInstitute of Mathematics, University of Tsukuba

In this talk, we consider two-class linear discriminant analysis for the HDLSS data. Sup-
pose we have two independent and d-variate populations, having unknown mean vectors
and unknown covariance matrices. Let us have trainning data sets from the both popula-
tions. Let the total sample size N .

In the HDLSS context, Chan and Hall[6], Hall et al.[8] and Aoshima and Yata[2] consid-
ered distance-based classifiers. Aoshima and Yata[4] considered a distance-based classifier
based on a data transformation technique. Aoshima and Yata[1, 3] considered geomet-
ric classifiers based on a geometric representation of HDLSS data. Aoshima and Yata[5]
considered quadratic classifiers in general and discussed an optimality of the classifiers un-
der high-dimension, non-sparse settings. In the field of machine learning, there are many
studies for classification (supervised learning). A typical method is the support vector
machine (SVM) developed by Vapnik[13]. Chan and Hall[6], Hall et al.[7] and Nakayama
et al.[10, 11] investigated asymptotic properties of the support vector machine (SVM)
in the HDLSS context. Nakayama et al.[10, 11] pointed out the strong inconsistency of
the SVM when nis are imbalanced. They proposed bias-corrected SVMs and showed its
superiority to the SVM. On the other hand, Marron et al.[9] pointed out that the SVM
causes data piling in the HDLSS context. Data piling is a phenomenon that the projection
of a trainning data to the normal direction vector of a separating hyperplane is same for
each class. In order to avoid the data piling problem of the SVM, Marron et al. proposed
distance weighted discrimination (DWD). Whereas the SVM finds the optimal hyperplane
by maximizing the minimum distances from each class to the hyperplane, the DWD finds
a proper hyperplane by minimizing the sum of reciprocals of the distance from each data
point to the hyperplane. The DWD cares all the data vectors that are not always used
in the SVM. Unfortunately, the DWD is designed for balanced trainning data sets. For
imbalanced trainning data sets, Qiao et al.[12] developed weighted DWD (WDWD) that
imposes different weights on two classes. However, the WDWD is sensitive for a choice of
weights.

In this talk, we investigated the DWD and the WDWD theoretically in the HDLSS
context where d → ∞ while N is fixed. We gave asymptotic properties of the DWD and
showed that the DWD includes a huge bias caused by heterogeneity of covariance matrices
as well as sample imbalance. Then, we proposed a bias corrected-DWD (BC-DWD) and
showed that the BC-DWD can enjoy consistency properties about misclassification rates.
Finally, we gave asymptotic properties of the WDWD.
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漸近不偏推定量のベイズ的構成

統計数理研究所 間 野 修 平
smano@ism.ac.jp

共同研究者 九州大学 廣 瀬 雅 代
masayo@imi.kyushu-u.ac.jp

未知の確率測度 pと規格化しないモデル q(x; ξ)についてKullback-Leibler (KL)-

divergenceは

D{p‖q(x; ξ)} =

∫
X
q(x; ξ)dx− 1 +

∫
X
p(x) log p(x)dx−

∫
X
p(x) log q(x; ξ)dx

である．pの経験分布と規格化されたモデル q0(x; ξ)を脱規格化したモデル q(x; ξ) =

q0(x; ξ)z(ξ), z(ξ) :=
∫
X q(x; ξ)dx > 0 のKL-divergenceの最小化は，事前分布の対

数を l̃(ξ) = n{1− z(ξ) + log z(ξ)} ≤ 0としたMAP推定量

ξ̂(x1, ..., xn) = argmin
ξ

{
− 1

n
l(ξ; x1, ..., xn) + l̃(ξ)

}
を与える．MLEは

ξ̂0(x1, ..., xn) = argmin
ξ

{
− 1

n

n∑
i=1

log q0(xi; ξ)

}
= argmin

ξ

{
− 1

n
l(ξ; x1, ..., xn)

}
,

である．規格化されたモデル上でEξf(ξ̂) = f(ξ), ∀ξを満たすように事前分布を定め
る．モデル多様体はC∞多様体M, Fisher計量g，skewnessテンソルSの組 (M, g, S)

で表される．αラプラス作用素をΔ(α)f := ∇(α)i∇(α)
i f で定義する．

定理 1 (HM arXiv:2011.14747). 正則条件の下，U 推定可能函数 f ∈ C3(Rd)と事前
分布の対数 l̃(ξ) = O(1) ∈ C4(Rd)が

Δ(−1)f + 2〈∂l̃, ∂f〉 = o(n−1)

を満たすとき，ξ̂を母数 ξのMAP推定量として，f(ξ̂)は f(ξ)の 2次漸近不偏推定量
である．特に，完備十分統計量があれば，f(ξ̂)はUMVUEにO(n−1)まで一致する．

注意 1. MLEの典型的バイアスはO(n−1)である．MAP推定量はMLEに対し偏り
を改善し，二乗損失について漸近的に同等である．

系 1. 1次元モデル多様体を考える．正則条件の下，U 推定可能函数 f ∈ C3(R),

f ′(ξ) > 0 について，事前分布が

el̃(ξ) ∝ {g(ξ)}1/4√
f ′(ξ)

e
1
4

∫ ξ S1(ξ̃)dξ̃
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を満たせば，ξ̂を ξのMAP推定量として推定量 f(ξ̂)は 2次漸近不偏で，完備十分
統計量があればUMVUEにO(n−1)まで一致する．

系 2. α ( �= 0)平坦モデル多様体と αアファイン座標系 ξについて，ξ̂を (α − 1)/2

平行体積要素の密度を事前分布とするMAP推定量として，α調和函数 f の推定量
f(ξ̂)は 2次漸近不偏で，完備十分統計量があればUMVUEにO(n−1)まで一致する．

Estimand f(ξ)と事前分布の対数 l̃(ξ)はモデル多様体の余次元 1の葉層を定める．
l̃が定める葉層を fが定める葉層と等しくとれば，事前分布の構成を 1次元の積分に
帰着できる．

命題 1. 正則条件の下，U 推定可能函数 f ∈ C3(Rd), f ′(γ) > 0, γ ∈ C3(Rd)につい
て，事前分布が

el̃(γ) ∝ 1√
f ′(γ)

exp

(
−1

2

∫ γ Δ(−1)γ̃

〈∂γ̃, ∂γ̃〉dγ̃
)

を満たせば，MAP推定量 ξ̂について f(γ(ξ̂)) = f ◦ γ(ξ̂)は 2次漸近不偏で，完備十
分統計量があればUMVUEにO(n−1)まで一致する．

例 1. 線形混合効果モデル

xij|zi ∼ N(zi, d), j ∈ {1, ..., ni}, zi
iid∼ N(0, a),

i ∈ {1, ...,m}を考える．平均ベクトルの最良線形不偏予測量は

ẑi = {1− b(i)(a, d)}x̄i, b(i)(a, d) :=
d/ni

d/ni + a

であり，縮小因子はb(i)(a, d)である．Hirose-Lahiri (2020)はdが既知，つまり1次元の
場合の縮小因子の漸近2次不偏推定量を導出した．モデル多様体は象限{(a, d) ∈ R

2
>0}

で (−1)平坦，(a, d)は (−1)アファイン座標系である．1次元の場合の類推で事前分
布を l̃(i)(a, d) = log(d/ni + a) ととれば良いと予想でき，計算で確認できる．事前分
布の選択は一意ではない．縮小因子 b(i)と事前分布 l̃(i)は異なる (−1)測地葉層を定
める．b(i)(γ) = (1 + niγ)

−1, γ = a/d > 0であるが，l̃(i)が定める葉層を b(i)が定め
る葉層と等しくとると命題 1より

el̃(γ) ∝ d/ni + a

d

{
m∏
j=1

e(1+nja/d)
−1

1 + nja/d

}1/(2n)

を得るが，これは類推で求めた事前分布よりも複雑である．

本講演では時間の制約上偏微分方程式の解法については触れなかった．論文
(arXiv:2011.14747)では，命題 1の γを 0測地線とした葉層や等質空間上の積分につ
いて，指数型分布族として分散既知の多変量正規分布 (Euclid空間)，群分布族とし
て位置尺度族 (双曲空間)を例として説明している．

- 6 -



平均ベクトルの推定における分散未知のもとでの許容的でミニ
マクスな推定量

神戸大学・経営学部・丸山 祐造

X ∼ Np(θ, Ip/η)の平均ベクトル θ の推定を考える．ここで η は未知であり，また η に関連する統計量と
して S ∼ χ2

n/η があるとする．推定量の精度は二乗損失関数 η‖δ − θ‖2 で測られる．ただし，推定量 δ(X,S)

は確率変数なのでリスク関数 E
[
η‖δ(X,S)− θ‖2]によって推定量の優劣を決める．この統計モデルは正規線

形回帰モデル

y = Aβ + ε, y ∈ R
N , β ∈ R

q, ε ∼ NN (0, IN/η)

の正準形である．ここで p = q，n = N − q として以下のような対応を考えれば良い．

• パラメータの対応 θ ⇔ (ATA)1/2β

• 確率変数の対応 X ⇔ (ATA)1/2β̂ 最小二乗推定量
• 確率変数の対応 S ⇔ ‖(I −A(ATA)−1AT)y‖2 残差平方和
• 損失関数の対応 η‖δ − θ‖2 ⇔ η(β̂ − β)TATA(β̂ − β) = η‖Aβ̂ −Aβ‖2 predictive loss

本講演では特に一般化ベイズ推定量（広義事前分布に対するベイズ推定量）に関する性質，許容性とミニマク
ス性に興味がある．特に許容性については，関連する概念とともに以下のように定義される．

• δ が δ0 を優越する（改良する） if

R(θ, η, δ) ≤ R(θ, η, δ0) for all values of (θ, η)

R(θ, η, δ) < R(θ, η, δ0) for at least one value of (θ, η)

• 他の推定量によって優越される推定量は非許容的である．
• 他のどのような推定量によっても優越されない推定量は許容的である．

許容的な推定量が欲しいだけなら，狭義事前分布のもとでのベイズ推定量でよい．しかし，（最尤法，不偏
性，不変性，ミニマクス性の保持などの考察から）自然な推定量が与えられたとき，しばしば一般化ベイズ推
定量である．例えば，広義事前分布 π(θ) = 1に関する一般化ベイズ推定量 X を考える．これは最尤推定量，
不偏推定量でもあり，定数リスクを持つミニマクス推定量である．その自然さ故に許容性を保有することが強
く期待される．
この問題設定において p = 1, 2のとき，X は許容的であるが，p ≥ 3で許容的になることがスタイン現象と

して知られている．このことは広義事前分布が許容性を導く場合と非許容性を導く場合があることを示唆して
いており，その境界に理論的興味が生じる．
η が既知の一般化ベイズ推定量の許容性は Brown (1971) で研究された．ラフに言えば，広義事前分布
が与えられたとき，それに対する一般化ベイズ推定量が許容的か非許容的か判別できる定理が提示された．
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Multiplicative Decomposition of Stochastic Distributions

and Their Applications

Toshiyhuki Shimono∗

Multiplying the absolute values from the t-distribution of ν = 2 pro-

duces the Bradley-Terry model. Observed values are often affected by

stochastic modification from the latent variables to the observable variables, and

a kind of multiplicative relations among the familiar probability distributions

may play major roles. Consider the Bradley-Terry model (1952) where each

player i has its latent value πi > 0 to ”beat” another player j (to be indicated as

i � j) with the probability πi/(πi + πj). Suppose i � j happens when and only

when πi × |vi| ≥ πj × |vj | with independent variates vi ∼ Di and vj ∼ Dj where

Di and Dj are probability distributions to be determined. The necessary and

sufficient condition upon the pair of Di and Dj is the condition |v1/v2| ∼ F (2, 2)

where F (2, 2) is the Snedecor-Fisher distribution with the paired parameters of

2 and 2 degrees of freedom. Note that F (2, 2) has the density probability func-

tion 1/(1 + x)2 for x ≥ 0 and its variates can be generated by 1/u − 1 with u

being uniformely distribued variates on [0, 1]. Interestingly, if Di and Dj are the

identical distribution, a solution of Di or Dj is the Student’s t-distribution with

2 degrees of freedom, to be denoted as T (2). Otherwise, D1 and D2 can be a

pair of T (1) and
√
F (2, 2), where T (1) is the Cauchy distribution,

√
V denotes

the distribution of
√
v with the variates v ∼ V .

The above can be formulated as F (2, 2) = |T (2)|×|1/T (2)| and F (2, 2) = |T (1)|×√
F (2, 2), where 1/V , |V | and V1 × V2 mean the distributions of 1/v, |v| and

v1 × v2, respectivly, with the independent variates v ∼ V , v1 ∼ V1 and v2 ∼ V2.

These relations can be proven by considering the m-th order moment of any

distribution V where m ∈ R, not constrained to m ∈ N, which is denoted to

be M〈V 〉 as a function of m. Note that M〈V1 × V2〉 = M〈V1〉M〈V2〉. One

can calculate that M〈|T (1)|〉 = Γ(1/2 + m/2)Γ(1/2 − m/2)/π, M〈|T (2)|〉 =√
2mΓ(1/2+m/2)Γ(1−m/2)/

√
π, M〈F (2, 2)〉 = Γ(1+m/2)Γ(1/2+m/2)Γ(1/2−

m/2)Γ(1−m/2)/π where Γ(·) is the gamma function, which lead to the proof.

∗ The Institute of Statistical Mathematics, tshimono@05.alumni.u-tokyo.ac.jp
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Applications of Distance Correlation to Time
Series : 距離の相関係数の時系列解析への応用

南山大学 松井 宗也

研究内容

近年、「距離の相関係数」(Distance Correlation) という 2つの確率ベクトルの依
存関係を測る指標が注目されている。ここで 2つのベクトルの次元は任意で異なっ
ていてもよい。2005年に Székely, G.j. により提案されて以来盛んに研究されている
（詳しい定義等は [Székely et al.(2007)] や [Székely and Rizzo(2009)] 参照）。注目す
べき特徴は、ケンドールやスピアマンの順位相関係数といった従来の指標では捉え
ることの難しい非線形な相関も検知できることである。そもそも 2つの確率変数が
独立であるとは、その同時特性関数がそれぞれの周辺特性関数の積として書けるこ
とと同値である。「距離の相関係数」の基本的なアイデアは、同時特性関数と独立な
場合のそれ（各々の周辺関数の積）の距離をみて相関を測るものである。2つの確
率ベクトルX ∈ R

pと Y ∈ R
q（次元は任意で異なっていてもよい）の同時特性関数

をϕX,Y (s, t)とおき、またそれぞれの周辺特性関数を ϕX(s)、ϕY (s)とおく（ここで
p, q ∈ N）。また重み付き測度（重み関数（正）かけるルベーグ測度等）を μ(s, t)と
おく。すると「距離の相関係数」は∫

Rp+q

|ϕX,Y (s, t)− ϕX(s)ϕY (t)|2μ(ds, dt)

と重み付けしたL2距離で定義される。この形を見れば統計量は独立ならばその時に
限り 0となることがわかる。特に Székely,G.j. らは具体的に重み関数を μ(ds, dt) =

cp,q|s|−α−p|t|−α−qds dt とおくことで統計量を

T (X, Y ;μ) = E[|X −X ′|α |Y − Y ′|α] + E[|X −X ′|α]E[Y − Y ′|α]
−2E[|X −X ′|α |Y − Y ′′|α]

と陽な形に表した。ここで (X ′, Y ′)は (X, Y )の iidコピーで、Y ′′は全ての変数と独
立な Y のコピーである。
本研究はこの「距離の相関係数」を 1次元と多次元の定常な時系列へ応用するも

のである。主結果は論文 [Davis et al.(2018)] にまとめてある。主な目的は
１．2つの時系列が独立かどうかを検定する、あるいは「距離の相関」で 2つの時系
列の相互依存関係を測る。
２．タイムラグをとった系列の「距離の相関」をみることで、１つの時系列が系列
相関を持つかどうか検定する。
ことである。時系列解析では、多次元の系列相関を測る指標として（多次元の）自
己相関関数が一般的に知られている。ここで言う相関はピアソンの積率相関係数で
ある。非常に便利な指標であるが、非線形時系列モデルの依存関係を捉えるのが難
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しいことが知られている。非線形時系列は計量ファイナンス分野において近年よく
研究されていて、例えばその代表例としてGARCH(p, q)モデルが挙げられる。こ
のモデルは、単に原系列の自己相関をみても依存関係を検出できず、原系列を変換
したも（例えば絶対値や 2乗を考えたもの）の自己相関をみて初めて依存関係が捉
えられる。
本研究のアイデアは、そのピアソン流の相関を「距離の相関係数」に置き換える

ことで依存関係をより良く検出しようというものである。論文では新しく「自己距
離の相関関数」という指標を自己相関関数に代わりうるものとして提案した。そし
て、ミキシング条件 (strong mixing)のもとで、標本「自己距離の相関関数」に関連
する漸近論を導出した。まず、緩やかモーメント条件のもとで統計量の一致性を示
した。その後いくつか追加的な条件を与え、依存関係がある場合と独立な場合の両
方で統計量の漸近分布を理論的に導出した。独立な場合とそうでない場合は収束の
オーダーが異なることも示した。検定統計量は特に独立な場合は、独立なカイ２乗
変数の線形無限和で表され、一般に上側確率を求めるのが難しいことが知られてい
る。これに対し、ブートスラップ法を用いた数値実験で漸近分布がうまく近似でき
ることも示した。
２つ目の研究である 1系列における「自己距離の相関関数」に関しては、具体的

なモデルとしてAR(p)モデルを考えた。モデルの適合度をみるために、パラメータ
推定後に得られる残差に「自己距離の相関関数」を適応した。すると興味深いこと
に、iid系列に「自己距離の相関関数」を適応した場合と比較して明らかに異なるこ
ともわかった（これは自己相関関数と同様の現象である）。その他、誤差項に裾の重
い分布を仮定した場合は Székely, G.j. のオリジナルな定義では漸近論がうまく機能
しないこともわかった。パラメータの推定も考えたもとでは、モーメント制約がよ
り厳しくなるためと考えられる。我々が提案した他の重み関数によるものは、裾の
厚い誤差項に関してもうまく対応することも確認できた。
実証研究も行い、アマゾンの株価収益率データや風速データなどで提案した方法

の応用を試みた。
キーワード：Auto- and cross-distance correlation function, testing independence,
strong mixing, ergodicity, Fourier analysis, U -statistics, AR process, residuals

参考文献
[Davis et al.(2018)] Davis, R.A., Matsui, M., Mikosch, T. and Wan, P. (2018) Ap-

plications of distance correlation to time series. Bernoulli 24, 3087–3116.

[Matsui et al.(2017)] Matsui, M., Mikosch, T. and Samorodnitsky G. (2017) Dis-
tance covariance for stochastic processes. Probab. Math. Statist. 37, 355–372.

[Székely et al.(2007)] Székely, G.J., Rizzo, M.L. and Bakirov, N.K. (2007) Measur-
ing and testing dependence by correlation of distances. Ann. Statist. 35, 2769–2794.

[Székely and Rizzo(2009)] Székely, G.J. and Rizzo, M.L. (2009) Brownian distance
covariance. Ann. Appl. Stat. 3, 1236–1265.
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弱非ガウス確率場に対する期待ミンコフスキー汎関数
栗木哲 (情報・システム研究機構 統計数理研究所 数理・推論研究系)∗1

松原隆彦 (高エネルギー加速器研究機構 素粒子原子核研究所・理論センター)

X(t)をE ⊂ R
n上の滑らかなサンプルパスを持つ実数値確率場とする．X(t)の閾値

vに対する上側レベル集合Ev = {t ∈ E | X(t) ≥ v}をエクスカーション集合という．
Bnをn次元単位球とし，Evと半径ρの球ρBnとのミンコフスキー和 (距離ρのチュー
ブ近傍) Tube(Ev, ρ) = Ev + ρBnを考える．その体積はρが小さい範囲でρの多項式

Voln(Tube(Ev, ρ)) =
n∑

j=0

ωn−jρ
n−jLj(Ev) =

n∑
j=0

ρj
(
n

j

)
Mj(Ev)

(ωd = Vold(B
d)) となることが知られている．係数Mj(Ev), Lj(Ev)をそれぞれEvのミ

ンコフスキー汎関数，リプシッツ・キリング曲率という．これらはEvの体積や表面積
を特別な場合として含む幾何量である．特にL0(Ev) = χ(Ev)はオイラー標数である．
X(t)が平均0の等方的ガウス確率場の場合，Lj(Ev)の期待値は古くから陽に知られ

ている．平均0の等方的ガウス確率場は，距離のみで定義される2点相関関数 (共分散
関数) E[X(t1)X(t2)] = ρ

(‖t1 − t2‖2/2
)
で特徴付けられる．ここでは等方的弱非ガウス

確率場を表現するためにN点相関関数 (N次キュムラント関数)

cum(X(t1), . . . , X(tN)) = νN−2κ(N)
(‖t1 − t1‖2/2, ‖t1 − t3‖2/2, . . . , ‖tN−1 − tN‖2/2

)
(ν � 1は非ガウス性を表すパラメータ) を導入し，E[Lj(Ev)]の ν ↓ 0のときの摂動展
開を論じる．一般性を失うことなくρ(0) = E[X(t)2] = 1とする．[

k + d

k

]
=

Γ(k+d+1
2

)Γ(1
2
)

Γ(k+1
2
)Γ(d+1

2
)

とおく．
定理 1. 任意の正整数 sに対して，正則条件の下で，k = 0, . . . , nについて

E[Lk(Ev)] = ω−1
n−k

(
n

k

)
E[Mn−k(Ev)] =

n−k∑
d=0

[
k + d

k

]
Lk+d(E) Ξd(v) + o(νs−2), (1)

ただし

Ξn(x) =γn/2(2π)−n/2φ(x)×
(
Hn−1(x) + νΔ1,n(x) + ν2Δ2,n(x)

)
+ o(ν2),

Δ1,n(x) =
1
2
γ−2κ11n(n− 1)Hn−2(x)− 1

2
γ−1κ1nHn(x) +

1
6
κ0Hn+2(x),

Δ2,n(x) =
(
−1

6
γ−3(3κ̃a

111 + κ̃d
111) +

1
8
γ−4κ2

11(n− 7)
)
n(n− 1)(n− 2)Hn−3(x)

+
(

1
8
γ−2

(
κ̃aa
11(n− 2) + 4κ̃a

11(n− 1)
)

− 1
4
γ−3κ1κ11(n− 1)(n− 4)

)
nHn−1(x)

+
(
−1

4
γ−1κ̃1 +

1
24
γ−2

(
3κ2

1(n− 2) + 2κ0κ11(n− 1)
))

nHn+1(x)

+
(

1
24
κ̃0 − 1

12
γ−1κ0κ1n

)
Hn+3(x) +

1
72
κ2
0Hn+5(x).

∗1 e-mail: kuriki@ism.ac.jp
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ここでφ(x)は標準ガウス密度関数，Hj(x)はエルミート多項式，γ = −ρ′(0), また

κ
(N)
(i12,...,iN−1,N ) =

( ∏
1≤a<b≤N

( ∂

∂xab

)iab
)
κ(N)(x12, . . . , xN−1,N)

∣∣∣
(x12,...,xN−1,N )=(0,...,0)

とおくとき，κ0 = κ
(3)
(0,0,0), κ1 = κ

(3)
(1,0,0), κ11 = κ

(3)
(1,1,0), κ̃0 = κ

(4)
(0,0,0,0,0,0), κ̃1 = κ

(4)
(1,0,0,0,0,0),

κ̃a
11 = κ

(4)
(1,1,0,0,0,0), κ̃

aa
11 = κ

(4)
(1,0,0,0,0,1), κ̃

d
111 = κ

(4)
(1,1,1,0,0,0), κ̃

a
111 = κ

(4)
(1,1,0,0,1,0).

式 (1) は，Gaussian kinematic formula [3] のひとつの一般化である．
証明は，Kac-Rice公式 (Morseの定理の積分形) を用いて表したEvのオイラー標数

L0(Ev)を，原点における確率場およびその1,2階導関数(X(0),∇X(0),∇2X(0)) (1+n+

n(n+1)/2次元ベクトル)のグラムシャリエ展開のもとで期待値をとることでE[L0(Ev)]

を得る．また等方性の仮定より，E[Lk(Ev)] (k ≥ 1) はE[L0(Ev)]からCrofton公式を通
して得られる．
摂動項の評価のためには，A = (aij)をn× n GOEランダム行列の

√
2倍，すなわち

対角成分と上三角成分が独立にガウス分布 aii ∼ N(0, 2), aij (= aji) ∼ N(0, 1) (i < j)

に従うとき，その固有多項式を含むモーメントの評価が必要となる．Aのモーメント
母関数はE[etr(ΘA)] = etr(Θ

2)であることに注意する．対称行列A = (aij)の微分作用素
DAを，その (i, j)要素が

(DA)ij =
1 + δij

2

∂

∂aij
(i ≤ j)

である行列作用素と定義する．

補題 1. m =
∑�

i=1 ciとおく．

(−1/2)m−�(n)mHn−m(x) = E
[
tr(Dc1

A ) · · · tr(Dc�
A ) det(xIn + A)

]
= det(xI +DΘ)

(
etr(Θ

2)tr(Θc1) · · · tr(Θc�)
)∣∣∣

Θ=0
.

とくに � = m = 0のとき，

Hn(x) = E[det(xIn + A)] = det(xIn +DΘ)e
tr(Θ2)

∣∣∣
Θ=0

.

宇宙論においては宇宙場 (宇宙マイクロ波背景放射，宇宙の大規模構造，銀河サーベ
イにおける弱重力レンズ効果など) のモデルの適合度の検定統計量としてミンコフス
キー汎関数が用いられている．本発表では，それらの問題背景について併せて説明し
た．詳細は [1], [2] を参照のこと．

参考文献
[1] Kuriki, S. and Matsubara, T. (2020). Perturbation of the expected Minkowski func-

tional for weakly non-Gaussian isotropic fields on a bounded domain, arXiv:2011.04953
[math.ST] https://arxiv.org/abs/2011.04953

[2] Matsubara, T. and Kuriki, S. (2020). Weakly non-Gaussian formula for the Minkowski
functionals in general dimensions, arXiv:2011.04954 [astro-ph.CO]
https://arxiv.org/abs/2011.04954

[3] Taylor, J. E. and Adler, R. J. (2009). Gaussian processes, kinematic formulae and
Poincaré’s limit, Ann. Probab., 37 (4), 1459–1482.
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Support vector regression with penalized likelihood

千葉大・融合理工学府 上本 拓弥
千葉大・理学研究院 内藤 貫太

はじめに：目的変数 Y ∈ R，p次元の説明変数 X ∈ R
p のデータ (Y1, X1), . . . , (Yn, Xn)

について，X を用いて Y を予測するサポートベクター回帰を考える．モデルは，パラメー

タ η=
(
b βT

)T

∈ Ib × B ⊂ R× R
p によって規定される線形関数 x �→ ηT x̃である．た

だし，x̃ =
(
1 xT

)T

である．サポートベクター回帰とは，損失関数として ε-insensitive

loss |z|ε = max{0, |z| − ε}, z ∈ R, ε > 0を用いて，

C
n∑

i=1

|Yi − ηT X̃i|ε +
1

2
||β||2 (1)

の最小化によりパラメータ β, bを推定する手法である (詳細は [1]，[2]，[3]を参照)．た

だし，C > 0は損失項と罰則項を調整するパラメータ，|| · ||は通常のユークリッドノルム
である．ここで，パラメータ εと C は学習する前に与えるパラメータであり，この εと

C に学習の精度が依存することが知られており，その与え方は重要である．本発表では，

目的変数がラプラス分布から連想される確率密度関数に従うと仮定し，罰則付き尤度を導

入することにより C の推定を εの推定に集約させ，回帰係数と共に εをデータから推定

する手法を提案した．

罰則付き尤度の導入：データ (Y1, X1), . . . , (Yn, Xn) が独立で同一の分布 f(y, x) =

p(y|x)q(x)に従うとする．ただし，f は (Y,X)の同時確率密度関数，p(·|x)は X = xを

与えた下での Y の条件付き確率密度関数，q は X の確率密度関数である. 本発表では，

X = xを与えた下での Y の条件付き確率密度関数が

p(yi|xi) = pθ0
(yi|xi) =

1

4ε0
exp

{
− 1

ε0

∣∣∣yi − ηT
0
x̃i

∣∣∣
ε0

}
(2)

であると仮定する．ここで，Xi = xi を与えた下での条件付き期待値と条件付き分散

はそれぞれ E[Yi|Xi = xi] = ηT
0
xi，V ar[Yi|Xi = xi] = 8ε20/3 となる．罰則付き最

尤法によりパラメータ
(
ηT
0

ε0

)T

= θ0 ∈ Θ ⊂ R
p+1 × R の推定を行う．データを

(yi, xi), i = 1, . . . , nと表すと，罰則付きの負の対数尤度は

− log
n∏

i=1

f (yi, xi) +
1

2

∥∥β∥∥2 = n�n(θ) + Constant
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となる．ただし，

�n(θ) = log ε+
1

n

n∑
i=1

1

ε

∣∣yi − ηT x̃i

∣∣
ε
+

1

2n

∥∥β∥∥2
である．よって，考える最小化問題は

min
θ∈Θ

[
n log ε+

1

ε

n∑
i=1

∣∣yi − ηT x̃i

∣∣
ε
+

1

2

∥∥β∥∥2] (3)

となる．このように，条件付き密度 (2)の導入により，(1)における学習で必要なパラメー

タ C, εを尤度の観点からデータに基づき “自動的に”求めることが可能となる．よって，

θ0 の推定量 θ̂ は
θ̂ = argmin

θ∈Θ
�n(θ) (4)

として構築される．また，

�(θ) = E

[
log ε+

1

ε

∣∣∣Y − ηT X̃
∣∣∣
ε

]
とすると，

θ0 = argmin
θ∈Θ

�(θ)

と特徴づけられる．

推定量の計算方法と漸近的性質：最適化問題 (3)の解を実際に求める計算方法と，(4)で

構築される推定量 θ̂について，適当な仮定の下，漸近一致性と漸近正規性が成り立つこと

を報告した．さらに，それらを確認するシミュレーション結果や実データへの適用結果に

ついても報告した．
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Yi ∈ R xi = (x1 · · · xp)
T ∈ R

p

(y1,x1), . . . , (yn,xn)

β ∈ R
p g(·)

g(E[Y ]) = g(μ) = xTβ ([1] )

Y E[Y ] = μ

V ar[Y ] = V(μ) ([1] )

[2] Huber

Huber
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c > 0

ψH
c (x) =

{
x , |x| ≤ c,

c sign(x) , |x| > c

U(β)H =
n∑

i=1

ψH
c

(
yi − μi√
V(μi)

)
w(xi)√
V(μi)

∂μi

∂β
= 0

([2] )

Huber Huber Huber

Huber c > 0

ψpH
c (x) =

cx√
c2 + x2

([3] )

Huber Huber

Huber

Huber Huber

Huber

U(β)pH =
n∑

i=1

ψpH
c

(
yi − μi√
V(μi)

)
w(xi)√
V(μi)

∂μi

∂β
= 0

Huber Huber
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Regression with localized functional Bregman divergence

Kanta NAITO
Department of Mathematics and Informatics, Chiba University, Japan

Setting: Let (Y1,X1), . . . , (Yn,Xn) ∼i.i.d. f(y,x) = p(y|x)q(x), where (Yi,X i) ∈ R × R
d, f

is the joint density of (Y,X), p is the conditional density of Y given X = x, and q is the
density of X. Let t ∈ R

d be a target point at which we want to estimate the value of regression
function μ(t) = E[Y |X = t]. Our parametric model for μ is having the form

m(x,θ) = G−1
(
θT x̃

)
,

where x̃T = [1 xT ] ∈ R
d+1 is the vector of explanatory variables, θ = [θ0 θ1 · · · θd]T ∈ Θ ⊂ R

d+1

is the parameter vector, and G is the link function.
The functional Bregman divergence: Fix a strictly convex function U . Then the discrep-
ancy between μ(·) and its parametric model m(·,θ) = mθ(·) can be measured by the functional
Bregman divergence defined as

DU∗(u(mθ), u(μ)) =

∫
R×Rd

[U∗(u(m(x,θ)))− y · u(m(x,θ))] f(y,x)dydx (1)

+

∫
Rd

[−U∗(u(μ(x))) + μ(x)u(μ(x))] q(x)dx,

where u = U ′: the derivative of U , U∗ is the convex conjugate of U : U∗(s) = supz∈R{zs−U(z)}.
The usual parametric regression can be carried out by using a certain estimator θ̂ of the true
value of θ. Necessary tools for this estimation scheme are

ρ(y,x,θ) = U∗(u(m(x,θ)))− y · u(m(x,θ)), (2)

ψ(y,x,θ) =
∂

∂θ
ρ(y,x,θ) = {m(x,θ)− y} u′(m(x,θ))

G′(m(x,θ))
x̃, (3)

by which the estimator θ̂ and the true value θ∗ of θ can be defined as

θ∗ = argmin
θ∈Θ

∫
R×Rd

ρ(y,x,θ)dF (y,x), (4)

θ̂ = argmin
θ∈Θ

∫
R×Rd

ρ(y,x,θ)dFn(y,x), (5)

where Fn is the empirical distribution function based on (Y1,X1), . . . , (Yn,Xn), F is the cu-
mulative distribution function with its density f . Note that θ∗ in (4) is the minimizer of (1),
and the minimizer of the empirical version of (1) is nothing other than θ̂ in (5). The regression
function estimator can be obtained by plugging θ̂ into θ in m(·,θ):

μ̂G(x) = m(x, θ̂). (6)
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The localized functional Bregman divergence: We organize a scheme of estimation of θ
depending on t locally. Necessary functions are listed as follows:

ρ(t, y,x,θ) = K

(
x− t

h

)
ρ(y,x,θ), (7)

ψ(t, y,x,θ) =
∂

∂θ
ρ(t, y,x,θ). (8)

Here K(z) is a smooth unimodal integrable function symmetric around z = 0d satisfying
K(0d) = 1, and h > 0 is the scalar bandwidth which controlls the degree of localization, here
0d is the zero vector in R

d. We notice that (7) and (8) are localized version of (2) and (3)
respectively, with the use of the kernel K. Using these functions, we define the true parameter
θ∗(t) at t and its estimator θ̂(t) as follows:

θ∗(t) = argmin
θ∈Θ

∫
R×Rd

ρ(t, y,x,θ)dF (y,x),

θ̂(t) = argmin
θ∈Θ

∫
R×Rd

ρ(t, y,x,θ)dFn(y,x).

This local estimator θ̂(t) of θ∗(t) also suggests us to make a regression estimator defined as

μ̂L(x) = m(x, θ̂(x)), (9)

which we call the local estimator of μ(x), because the involved estimator of parameter is deter-
mined locally. Since θ̂(x) can vary depending on x, μ̂L would be expected to be more flexible
than μ̂G. On the other hand, we call the estimator μ̂G(x) in (6) the global estimator of μ(x).

The following topics were reported at the symposium:

1. Asymptotic evaluation of the risk difference between the global estimator μ̂G in (6) and
the local estimator μ̂L in (9), under the situation both n → ∞ and h → ∞.

2. The local estimator μ̂L in (9) asymptotically improves the risk of the global estimator μ̂G

in (6), provided that the link function G equals to u = U ′.

3. A robustfing the above methodology by utilizing an another feature of the functional
Bregman divergence.

4. The localization can be applied also in this robust setting, and the the risk difference
between the global estimator μ̂G and the local estimator μ̂L can asymptotically be eval-
uated.

5. Under the use of the pseudo-Huber function as U , the local estimator μ̂L improves the
risk of the global estimator μ̂G, as the parameter δ involved in the pseudo-Huber function
getting large.

6. Some simple numerical illustrations which confirm theoretical results as well as the prac-
tical performance of estimators.
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Maximum Variance Discrepancy

1

P Q H X1, . . . , Xn
i.i.d.∼ P Y1, . . . , Ym

i.i.d.∼
Q

H0 : P = Q vs. H1 : P �= Q

Maximum Mean

Discrepancy(MMD) [1] MMD

Maximum Variance Discrepancy(MVD)

2

X ∼ P Y ∼ Q k k

H(k) k(·, X) k(·, Y ) k(·, X) k(·, Y )

Σk(P ) Σk(Q) H(k)⊗2 = H(k)⊗H(k) Σk(P ) =

EX∼P [(k(·, X)−μk(P ))⊗2] Σk(Q) = EY∼Q[(k(·, Y )−μk(Q))⊗2]

μk(P ) μk(Q) k(·, X) μk(P ) = EX∼P [k(·, X)] μk(Q) = EY∼Q[k(·, Y )]

⊗ f ∈ H(k) f⊗2 = f ⊗ f = 〈f, ·〉H(k) f

3

k(·, X) k(·, Y )

sup
||f ||H(k)=1

| 〈f, μk(P )− μk(Q)〉H(k) | = ||μk(P )− μk(Q)||H(k)

2 Maximum Mean Discrepancy (MMD)

k(·, X) k(·, Y )

sup
||A||H(k)⊗2=1

| 〈A,Σk(P )− Σk(Q)〉H(k)⊗2 | = ||Σk(P )− Σk(Q)||H(k)⊗2
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2 ‖Σk(P )− Σk(Q)‖2H(k)⊗2

T̂ 2
n,m =

∣∣∣∣∣∣Σ̂k(P )− Σ̂k(Q)
∣∣∣∣∣∣2
H(k)⊗2

Σ̂k(P ) =
1

n

n∑
i=1

(k(·, Xi)− μ̂k(P ))⊗2, μ̂k(P ) =
1

n

n∑
i=1

k(·, Xi),

Σ̂k(Q) =
1

m

m∑
i=1

(k(·, Yi)− μ̂k(Q))⊗2, μ̂k(Q) =
1

m

m∑
i=1

k(·, Yi)

T̂ 2
n,m

H0 : P = Q V T̂ 2
n,m

1 χ2 ([4] )

λ̂�∑n−1
�=1 λ̂�Z

2
� (n+m)T̂ 2

n,m

MMD MVD MMD

Type I error Type I

error MVD MMD
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”Density Estimation via Stagewise Algorithm

with a Dictionary Having Various Bandwidths”

1
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