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Hierarchical clustering and its asymptotic behaviors
in high-dimensional settings

Kento Egashiraa, Kazuyoshi Yatab, Makoto Aoshimab

aDegree Programs in Pure and Applied Sciences, Graduate School of
Science and Technology, University of Tsukuba

bInstitute of Mathematics, University of Tsukuba

Hierarchical clustering is a methodology to group a set of data by building den-
drogram based on a similarity or a dissimilarity between clusters so that data in a
cluster are similar in the sense of pre-determined linkage function. In hierarchical
clustering, one can observe a process how a cluster is combined or divided through
dendrogram on graphic. Hierarchical clustering has been approved as useful tool
for analysis of gene expression microarray data. In fact, applications of hierarchical
clustering on gene expression microarray data are given by Eisen et al. [4], Perou et
al. [8], Bhattacharjee et al. [2], among others. A characteristic of data used in Eisen
et al. [4], Perou et al. [8] and Bhattacharjee et al. [2] is that the number of variables
is much larger than sample size. This type of data represented by gene expression
microarray data is called high-dimension, low-sample-size (HDLSS) data. Substan-
tial work about clustering has been done on HDLSS asymptotics in recent years.
Liu et al. [6] proposed a two-way split clustering called “statistical significance of
clustering(SigClust)” especially for HDLSS data. Ahn et al. [1] proposed a hierar-
chical divisive clustering and considered its high dimensional asymptotics. Huang
et al. [5] developed the SigClust by Liu et al. [6] with soft thresholding approach.
Yata and Aoshima [9] gave consistency properties of sample principal component
scores and applied it to clustering under high dimensional settings. Nakayama et al.
[7] investigated clustering by kernel principal component analysis for HDLSS data.
Borysov et al. [3] studied behaviors of hierarchical clustering under several asymp-
totic settings from moderate dimension through HDLSS, nevertheless it is considered
that theoretical assumptions are strict for HDLSS data due to having discussions on
several asymptotic settings at once. Given this background, we focused on HDLSS
settings and considered asymptotic properties of hierarchical clustering with several
linkage functions.

In this talk, we investigated the hierarchical clustering theoretically in the HDLSS
context as dimension goes to infinity while sample size is fixed. We gave asymptotic
properties of hierarchical clustering and showed the threshold to decide the asymp-
totic behaviors. Finally, we deliberated performances of the hierarchical clustering
in numerical simulations and actual data analyses.
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Mixed effects modeling of clustered extreme values

鹿児島大学大学院　桃木 光輝 鹿児島大学大学院　吉田 拓真

1 はじめに

気象データから災害リスクを定量化することは，災害対策計画や都市開発の観点から重要
である．言い換えると，それは災害を引き起こすような極端な値の発生確率を予測すること
に相当する．しかしながら，稀な事象を対象とするこの分野では，利用可能なデータが決し
て多くないという問題がある．極値統計学では，数学的に保証されたパラメトリックな分布
を活用することで，このような状況下でもより精度の高い予測を実現する．一方，気象デー
タの特徴は複数の気象観測所でデータが蓄積されている点である．本研究で着目する混合効
果モデルは，全ての観測所のデータを一つのモデリングに統合してデータ全体の共通情報
を引き出しつつ，各観測所のデータの分布の差異を効率的・効果的に予測することができる
（Sugasawa and Kubokawa 2020)．そのため，混合効果モデルは，利用可能なデータが不足
しがちな極値統計学との相性が非常に良い．本研究では，混合効果モデルを応用した新たな
極値統計モデルを提案し，予測の不確実性を測るための漸近理論を確立した．
極値統計学において，最も重要視されているのは，極値指数（extreme value index）と呼
ばれる，分布の裾の重さに関連するパラメータの予測である．先行研究には，ベイズ階層モ
デルを応用した手法があるが，実データ解析において極値指数の予測結果の大きな不確実性
が指摘されていた (Dyrrdal et al. 2015)．本研究では，アプリケーションの範囲をリスクの
予測が難しいとされるものに限定することで，極値指数のより詳細な解析が可能な手法を実
現した．
また，その他の手法には，多変量極値統計学やコピュラなどがある（Davison et al. 2012）．
これらは全ての観測所のデータの同時分布をパラメトリックに解析する手法であり，主に，
観測所間のリスクの依存構造に焦点を当てている．しかしながら，多変量極値統計学の場合，
多くの観測所のデータを同時にモデリングすることが困難である（Huster and Wadsworth

2020）．また，災害は複雑な要因により引き起こされると考えられるが，これらの手法は位
置情報以外の共変量情報をモデリングに組み込むことが困難である．本研究では，災害リス
クの地理的な依存構造よりも，災害の要因を明らかにするためのモデリングの開発に専念
した．
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2 モデル

本研究はクラスターデータ（clustered data）

{
(Yij ,Xij) ∈ R

+ × R
p, i = 1, 2, · · · , nj , j = 1, 2, · · · , J}

を対象としており，気象データはその一例である．J がクラスターの個数，nj が各クラス
ター内のデータ数であり，(Yij ,Xij)は j番目のクラスターにおける i番目の観測である．た
だし，Yij は目的変数であり，Xij は説明変数である．
Uj を未知の分散 σ2

0 を持つ正規分布N(0, σ2
0)に従う未観測の確率変数とする．このとき，

Xij = xと Uj = uj が与えられた下での Yij の条件付き分布関数 F (y|x, uj) = P (Yij ≤
y|Xij = x, Uj = uj)に，パレート型分布（Pareto-type distribution）

1− F (y|x, uj) = y−1/γ(x,uj)L(y,x, uj)

を仮定する．ここで，γ(x, u) > 0が極値指数であり，L(y,x, u)は任意の s > 0に対して
limy→∞ L(ys,x, u)/L(y,x, u) → 1を満足するような関数である．この分布族には t分布や
パレート分布などの裾の重い分布が多く含まれる．分布の裾における挙動を決定する極値指
数の予測が本質的に重要である．本研究では，極値指数に混合効果モデル

log
{
γ(x, uj)

−1
}
= α0 + β�

0 x+ uj , j = 1, 2, · · · , J

を仮定する．ここで，α0 ∈ Rと β0 ∈ R
pは未知の回帰係数である．上記モデルは，Uj ≡ 0

の古典的な線形モデルについて研究したWang and Tsai (2009)の拡張である．α0と β0は
全クラスター共通のパラメータである．Uj = uj は変量効果と呼ばれ，これにより説明変数
Xij = xでは説明のつかない影響，すなわち，クラスター毎の分布の違いを考慮できる．ま
た，その実現値そのものを予測することも可能である．
講演では，研究を通して得られた提案モデルの数学的性質と数値パフォーマンスについて

報告した．

参考文献
[1] Davison, A.C., Padoan, S.A., and Ribatet, M. (2012) Statistical modeling of spatial extremes. Statistical

Science. 27 161–186.
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[3] Sugasawa, S., and Kubokawa, T. (2020) Small area estimation with mixed models: a review. Japanese
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104 1233–1240.
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1. φ-

φ- Csiszár [3] Ali and

Silvey [1] p = (p1, . . . , pk)
′ q = (q1, . . . , qk)

′

φ- Dφ(p, q) =
∑k

j=1 qjφ (pj/qj)

φ(t) t > 0

X = (X1, . . . , Xk)
′ Multk(n, π)∑k

j=1Xj = n,
∑k

j=1 πj=1, 0 < πj < 1, (j = 1, . . . , k), π = (π1, . . . , πk)
′

p = (p1, . . . , pk)
′

H0 : π = p φ- Kφ

Zografos et al. [6] Kφ Kφ = 2nDφ (X/n, p)

φ(1) = φ′(1) = 0 φ′′(1) = 1 (Pardo et al. [4])

φ φa(t) = {a(a+ 1)}−1{ta+1 − t+ a(1− t)} (a �= 0,−1);= t ln t+

1− t (a = 0);= − ln t−1+ t (a = −1) φ-

(Read and Cressie [6]) φ-

Kφ Cressie and Read [2]

Ra Ra Pearson

X2 (a = 1), (a = 0) Zografos et al. [7]

H0 φ-divergence Kφ ν = k−1

2. Second-order correction term

H0 s E(Ks
φ|H0) = E(F s

ν )+
mφ(s)

n + o(n−1), (s = 1, 2, . . .), Kφ

Fν ν mφ(s)

second-order correction term mφ(s)

ν

mφ(s)

φ-

3. Second-order correction term

Kφ H0

Kφ mφ(s)

1. φ(t) φ(4)(t) t = 1 pi =

O(k−1), (i = 1, . . . , k) mφ(s) = 0, (s = 1, 2, . . .) φ

H0 k 4φ
′′′
(1) + 3φ(4)(1)
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H0 p = (1/k, . . . , 1/k) symmetric

1 Pardo [5, p.183] symmetric s = 1, 2, 3

symmetric s ≥ 4

s φ φa

1. pi = O(k−1), (i = 1, . . . , k) Ra

a 2 mφa(s) = 0, (s = 1, 2, . . .) H0

k a = 1 a = 2/3

2. pi = O(k−1), (i = 1, . . . , k) R1 R2/3 s

mφ(s) mφ1(s) = Ask
s + O(ks−1), mφ2/3

(s) = Bsk
s + O(ks−1), (s =

1, 2, . . .) As = (1/2)s(s − 1)
{
(S/k2)− 1

}
, Bs = (s/27)

{
(s− 1)(S/k2)− 3(2s− 3)

}
(s = 1, 2, . . .) S =

∑k
i=1 1/pi

2 1 ≤ S/k2 < 33/29 |A1| < |B1| |As| < |Bs|, (s ≥ 2)

39/29 ≤ S/k2 |As| > |Bs|, (s ≥ 2)

Ra R2/3 R1

R1 R2/3

1 ≤ S/k2 < 33/29 R1

Second-order correction term

4.

n k

k n
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Simultaneous estimation of multiplicative Poisson means in two-way contingency
tables

Yuan-Tsung Chang (Mejiro University), Shinozaki Nobuo (Keio University)

Abstract

Shrinkage estimation of Poisson means is considered when observations are given in the form of a two-way con-
tingency table. Assuming a multiplicative Poisson model, estimators which shrink to the specified values or an
order statistic in one dimension and in two dimensions are considered and are shown to dominate the maximum
likelihood estimator (MLE) under normalized squared error loss.

1 Introduction

We consider two-way multiplicative model where xij , i = 1, . . . , I, j = 1, . . . , J , are independent random Poisson
random variables with means

λij = λαiβj , i = 1, . . . , I, j = 1, . . . , J,

where αi ≥ 0 and βj ≥ 0 satisfy
∑I

i=1 αi = 1 and
∑J

j=1 βj = 1, respectively. We denote the one-dimensional
frequencies and the total frequency by

xi+ =

J∑
j=1

xij , i = 1, . . . , I, x+j =

I∑
i=1

xij , j = 1, . . . , J, x++ =

I∑
i=1

J∑
j=1

xij .

As discussed in Hara and Takemura (2006) complete sufficient statistics are x1 = (x1+, . . . , xI+) and x2 =
(x+1, . . . , x+J). The MLE of λij is

λ̂ML
ij =

{ xi+x+j

x++
if x++ �= 0

0 if x++ = 0.

They have given a class of improved estimators which shrink the MLE toward the origin under the normalized
squared error loss. The simple one is

δHT
ij =

xi+x+j

x++

{
1− d

x++ + d

}
, i = 1, . . . , I, j = 1, . . . , J.

The following lemma is a special case of Lemma 2.1 of Hara and Takemura (2006) and is useful to evaluate the
risk of the shrinkage estimators when normalized squared error loss is concerned.

Lemma 1.1. If g(x1,x2) is a real-valued function satisfying E|g(x1,x2)| < ∞ and g(x1,x2) = 0 when xi+ = 0
or x+j = 0, then

E

{
g(x1,x2)

λij

}
= E

{
(x++ + 1)

(xi+ + 1)(x+j + 1)
g(x1 + eIi ,x2 + eJj )

}
,

where eIi (eJj ) is I × 1 (J × 1) unit vector with i-th (j-th) component 1.
Next section we consider one-dimensional shrinkage to an order statistic or a specified point.

2 One-dimensional shrinkage to an order statistic or a specified point

First, we consider one-dimensional shrinkage to an order statistic.
Let x(�)+ be the �-th smallest observation among x1+, . . . , xI+. We assume that I ≥ � + 2 and consider the

following estimator which shrinks xi+ toward x(�)+ when xi+ ≥ x(�)+:

δ
(1)
ij =

x+j

x++

{
xi+ − ϕ(W )

(xi+ − x(�)+)
+

W + d

}
, i = 1, . . . , I, j = 1, . . . , J,

where W =
∑I

i=1(xi+ − x(�)+)
+, a+ = max(0, a) and d is a positive constant. Then we have the following.
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Theorem 2.1. Suppose that ϕ(W ) is a non-decreasing function satisfying 0 ≤ ϕ(W ) ≤ 2(I − �− 1) and that d ≥
supϕ(W )/2. Then δ

(1)
ij , i = 1, . . . , I improves upon the MLE λML

ij , i = 1, . . . , I under the loss function
∑I

i=1(λ̂ij −
λij)

2/λij for any j = 1, . . . , J .

Next we consider the estimators shrink λ̂ML
ij to a specified non-negative values, bi.

Let bi ≥ 0, i = 1, . . . , I be given numbers and we propose the following shrinkage estimator which shrinks xi+

to bi when xi+ ≥ bi:

δ
(2)
ij =

x+j

x++

{
xi+ − ϕ(N,W )

(xi+ − bi)
+

W + d(N)

}
, i = 1, . . . , I, j = 1, . . . , J,

where W =
∑I

i=1(xi+ − bi)
+ and N = #{i|xi+ ≥ bi}. Then we have the following.

Theorem 2.2. Suppose that ϕ(N,W ) is a non-decreasing function of W and satisfies 0 ≤ ϕ(N,W ) ≤ 2(N − 1)+

for any 0 ≤ N ≤ I. Suppose that d(N) ≥ supW ϕ(N,W )/2. Then δ
(2)
ij , i = 1, . . . , I improves upon the MLE

λ̂ML
ij , i = 1, . . . , I under the loss function

∑I
i=1(λ̂ij − λij)

2/λij for any j = 1, . . . , J .
It may be noticed that the shrinkage is made only when N ≥ 2.

Remark Theorems 2.1 and 2.2 can be generalized directly to the case of Poisson multiplicative model for a
multi-way contingency tables.

Next section we also consider two-dimensional shrinkage to order statistics or to a specified point.

3 Two-dimensional shrinkage to order statistics.

Let x(�)+ and x+(m) be the �-th and m-th smallest observation among x1+, . . . , xI+ and x+1, . . . , x+J , respectively.
We assume that I ≥ � + 2 and J ≥ m + 2 and consider the estimator which shrinks xi+ toward x(�)+ when
xi+ ≥ x(�)+ in the first dimension and shrinks x+j toward x+(m) when x+j ≥ x+(m) in the second dimension

simultaneously. To improve upon the MLE λ̂ML
ij , we propose the following estimator :

δ
(3)
ij =

1

x++

{
xi+ − ϕ1(W1)

(xi+ − x(�)+)
+

W1 + d1

}{
x+j − ϕ2(W2)

(x+j − x+(m))
+

W2 + d2

}
, i = 1, . . . , I, j = 1, . . . , J,

where W1 =
∑I

i=1(xi+ − x(�)+)
+ and W2 =

∑J
j=1(x+j − x+(m))

+ and d1 and d2 are positive constants. Then we
have the following.

Theorem 3.1. Suppose that ϕ1(W1) and ϕ2(W2) are non-decreasing functions satisfying 0 ≤ ϕ1(W1) ≤ I−�−1
and 0 ≤ ϕ2(W2) ≤ J − m − 1, respectively. If d1 ≥ (I − � − 1)/(I − �) supϕ1(W1) and d2 ≥ (J − m −
1)/(J −m) supϕ2(W2). Then δ

(3)
ij , i = 1, . . . , I, j = 1, . . . , J improves upon the MLE λ̂ML

ij under the loss function∑I
i=1

∑J
j=1(λ̂ij − λij)

2/λij .

Next, we consider two-dimensional shrinkage to a specified point.
Let bi ≥ 0, i = 1, . . . , I and cj ≥ 0, j = 1, . . . , J be given numbers. Assuming that I, J ≥ 2, we shrink xi+ to bi

when xi+ ≥ bi and x+j to cj when x+j ≥ cj . To improve upon the MLE λ̂ML
ij , we propose the following estimator

δ
(4)
ij =

1

x++

{
xi+ − ϕ1(N1,W1)

(xi+ − bi)
+

W1 + d1(N1)

}{
x+j − ϕ2(N2,W2)

(x+j − cj)
+

W2 + d2(N2)

}
, i = 1, . . . , I, j = 1, . . . , J,

where W1 =
∑I

i=1(xi+ − bi)
+,W2 =

∑J
j=1(x+j − cj)

+, N1 = #{i|xi+ ≥ bi, i = 1, . . . , I} and N2 = #{j|x+j ≥
ci, j = 1, . . . , J}. Although it may be natural to put the condition

∑I
i=1 bi =

∑J
j=1 cj , we do not need it in the

following.

Theorem 3.2. Suppose that ϕi(Ni,Wi) is a non-decreasing function of Wi and satisfies 0 ≤ ϕi(Ni,Wi) ≤ (Ni−1)+

for any Ni ≥ 0, and that di(Ni) ≥ (Ni − 1)+/Ni supWi
ϕi(Ni,Wi), for any Ni ≥ 0, i = 1, 2. Then δ

(4)
ij improves

upon the MLE λ̂ML
ij under the loss function

∑I
i=1

∑J
j=1(λ̂ij − λij)

2/λij .
It may be noticed that the shrinkage in the i-th dimension is made only when Ni ≥ 2.

For the rest of the content, please refer to ”Simultaneous estimation of Poisson means in two-way contingency
tables under normalized squared error loss“, JJSDS (2022) vol.5, issue 2 p577-628.
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正方分割表における点対称性からの隔たりを測る
尺度の推定について

東京理科大学大学院 理工学研究科　中島 亮
東京理科大学大学院 理工学研究科　星野 瞭太

東京理科大学 理工学部　藤澤 健吾
東京理科大学 理工学部　田畑 耕治

1. APSモデルからの隔たりを測る尺度の推定について

行変数Xと列変数 Y が順序のある同じ分類からなるR×R正方分割表において, (i, j)

セル確率を pij (i = 1, . . . , R; j = 1, . . . , R)とする. 点対称 (PS) モデルは次のように定
義される (Wall and Lienert, 1976):

pij = pi∗j∗ (1 ≤ i, j ≤ R),

ただし, i∗ = R + 1− i, j∗ = R + 1− jである.

アナザー点対称 (APS) モデルは次のように定義される (Kurakami et al., 2017):

pij = pi∗j∗ (i+ j �= R + 1).

モデルが与えられたデータに適合しない場合, モデルからの隔たりを測る尺度に関心
がある. Iki and Tomizawa (2019)は pij + pi∗j∗ > 0 (i = 1, . . . , R; j = 1, . . . , R)を仮定
し, APSモデルからの隔たりを測る尺度を次のように提案した:

ΦAPS =
1

Δ log 2

∑∑

i+j �=R+1

pij log
2pij

pij + pi∗j∗
,

ただし, Δ =
∑∑

i+j �=R+1 pijである.

観測度数 nijがサンプル数 n (n =
∑

i

∑
j nij)の多項分布に従うと仮定し, pをR2 × 1

多項確率ベクトルとする. すなわち,

p = (p11, p12, . . . , p1R, p21, p22, . . . , p2R, . . . , pR1, pR2, . . . , pRR)
t,

ここで tは転置を表す. p̂ij を標本比率 (p̂ij = nij/n)とし, pij を p̂ij で置き換えたベクト
ルを p̂とする. ΦAPSの推定量 Φ̂APSの漸近バイアスを次のように与えた:

E(Φ̂APS − ΦAPS) =
1

2n
tr

([
∂2ΦAPS

∂p∂pt

]
(D(p)− ppt)

)
,

ここでD(p)は pの i番目の要素を i番目の対角要素とする対角行列, trは行列のトレー
スを表す. このとき, 次の推定量を提案した:

Φ̃APS = Φ̂APS − 1

2n
tr

([
∂2Φ̂APS

∂p̂∂p̂t

]

(D(p̂)− p̂p̂t)

)

,

ここで, [∂2Φ̂APS/∂p̂∂p̂
t]は [∂2ΦAPS/∂p∂p

t]の pijを p̂ijで置き換えたものである.
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2. RGS, CPSモデルからの隔たりを測る尺度の推定について

逆グローバル対称 (RGS) モデルは次のように定義される (Kurakami et al., 2017):

ΔU = ΔL,

ただし, ΔU =
∑∑

i+j<R+1 pij, ΔL =
∑∑

i+j>R+1 pijである.

条件付き点対称 (CPS) モデルは次のように定義される (Tomizawa, 1986):

pij = τpi∗j∗ (i+ j < R + 1).

Iki and Tomizawa (2019) はRGSモデルとCPSモデルからの隔たりを測る尺度をそれ
ぞれ次のように提案した:

ΦRGS =
1

log 2

(
Δc

U log
Δc

U

1/2
+ Δc

L log
Δc

L

1/2

)
,

ΦCPS =
1

Δ log 2

∑∑

i+j<R+1

(
pij log

Δp∗ij
ΔU

+ pi∗j∗ log
Δp∗i∗j∗
ΔL

)
,

ただし, Δc
U = ΔU/Δ, Δc

L = ΔL/Δ, p∗ij = pij/(pij + pi∗j∗)である.

APSモデルの場合と同様にして, 尺度の推定量をそれぞれ次のように提案した:

Φ̃RGS = Φ̂RGS − 1

2n
tr

([
∂2Φ̂RGS

∂p̂∂p̂t

]

(D(p̂)− p̂p̂t)

)

,

Φ̃CPS = Φ̂CPS − 1

2n
tr

([
∂2Φ̂CPS

∂p̂∂p̂t

]

(D(p̂)− p̂p̂t)

)

.

Φ̂APS, Φ̂RGS, Φ̂CPSの漸近バイアスを n倍したものをΛAPS, ΛRGS, ΛCPSとする. このと
き, 次の定理及び系を得た:

定理 1. ΛAPSはΛRGSとΛCPSの和に等しい.

系 1. Φ̃APSは Φ̃RGSと Φ̃CPSの和に等しい.

定理 2. Φ̂APS, Φ̂RGS, Φ̂CPSの漸近バイアスの比率はR(R− 1)/2 : 1 : (R + 1)(R− 2)/2

である.
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正方分割表におけるモーメントに基づく
周辺同等性からの隔たりを測る尺度

足立 匠 1 安藤 宗司 2 田畑 耕治 2

1 東京理科大学大学院 理工学研究科 情報科学専攻
2 東京理科大学 理工学部 情報科学科

順序カテゴリ r × r 正方分割表において，行変数と列変数をそれぞれ X と Y とし，(i, j) セル確率を
pij = Pr(X = i, Y = j)とする (i = 1, . . . , r; j = 1, . . . , r)．正方分割表解析では，観測度数が主対角セルに
集中する傾向があるため，行変数と列変数の独立性は成り立たないことが多い．そのため，独立性に代わり，
行変数と列変数の対称性に関して関心がある．行変数と列変数の対称性を表す代表的なモデルとして，周辺同
等 (MH)モデル (Stuart [1])がある．
MHモデルは次のように表される．

pi· = p·i (i = 1, . . . , r),

ただし，pi· =
∑r

t=1 pit, p·i =
∑r

s=1 psi である．MHモデルは様々な表現があることが知られている．行変
数 X と列変数 Y の周辺累積確率を用いると，MHモデルは次のようにも表される．

FX
i = FY

i (i = 1, . . . , r − 1),

ただし，

FX
i =

i∑

s=1

ps· = Pr(X ≤ i), FY
i =

i∑

t=1

p·t = Pr(Y ≤ i).

周辺累積確率 FX
i と FY

i の差を考えると，MHモデルは次のようにも表される．

G1(i) = G2(i) (i = 1, . . . , r − 1), (1)

ただし，

G1(i) =
i∑

s=1

r∑

t=i+1

pst = Pr(X ≤ i, Y ≥ i+ 1), G2(i) =
r∑

s=i+1

i∑

t=1

pst = Pr(X ≥ i+ 1, Y ≤ i).

与えられたデータに対してMHモデルの当てはまりが悪い場合，(i) MHモデルよりも制約の弱いモデルを
適用すること，(ii) MHモデルの当てはまりが悪い原因を分析すること，(iii) MHモデルからの隔たりの程度
を測ることに関心がある．MHモデルの表現として式 (1)に注目して，これら (i)から (iii)に関する先行研究
を述べる．
式 (1)に基づく周辺非同等モデルとして，Tahata and Tomizawa [2]は，m次パラメータ周辺同等 (MH(m))

モデルを提案した．既知のm (m = 1, . . . , r − 1)に対して，MH(m)モデルは次のように定義される．

G1(i) =
m−1∏

k=0

ψik

k G2(i) (i = 1, . . . , r − 1).

ψ0 = ψ1 = · · · = ψm−1 = 1 のとき，MH(m) は MH モデルに一致する．MH(1) モデルは拡張周辺同等
(EMH)モデル (Tomizawa [3])，MH(2)モデルは一般化周辺同等モデル (Tomizawa [4])に一致する．
式 (1)に基づくMHモデルよりも制約の弱いモデルとして，Tahata and Tomizawa [2]は，k次モーメント
周辺一致 (k-MME)モデルを提案した．既知の正の整数 kに対して，k-MMEモデルは次のように定義される．

E[Xk] = E[Y k],
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ただし，

E[Xk] =
r∑

s=1

skps·, E[Y k] =
r∑

t=1

tkp·t.

さらに，Tahata and Tomizawa [2]は，k-MMEモデルの別表現を次のように与えた．

r−1∑

i=1

[
(i+ 1)k − ik

]
G1(i) =

r−1∑

i=1

[
(i+ 1)k − ik

]
G2(i).

MHモデルの当てはまりが悪い原因を分析するために，Tahata and Tomizawa [2]は，「MHモデルが成り
立つことと，全ての k = 1, . . . , r − 1に対して k-MMEモデルが成り立つことは必要十分である」という分解
定理を与えた．この分解定理から，どのモーメントが一致していないことによりMHモデルの当てはまりが悪
くなったのかを特定することが可能になる．
Tomizawa, Miyamoto and Ashihara [5]は，G1(i) +G2(i) > 0 (i = 1, . . . , r − 1)を仮定し，式 (1)に基づ
くMHモデルからの隔たりの程度を測る尺度を次のように提案した．

Ψ =
1

log 2

r−1∑

i=1

[
G∗

1(i) log
G∗

1(i)

Q∗
i

+G∗
2(i) log

G∗
2(i)

Q∗
i

]
,

ただし，

G∗
1(i) =

G1(i)

Δ
, G∗

2(i) =
G2(i)

Δ
, Q∗

i =
G∗

1(i) +G∗
2(i)

2
, Δ =

r−1∑

i=1

(G1(i) +G2(i)).

尺度 Ψは次の性質がある．

• 0 ≤ Ψ ≤ 1，
• Ψ = 0 ⇔ G1(i) = G2(i) (i = 1, . . . , r − 1) ⇔ MHモデル，
• Ψ = 1 ⇔「G1(i) = 0かつ G2(i) > 0」または「G1(i) > 0かつ G2(i) = 0」(i = 1, . . . , r − 1)．

分解定理は，MHモデルの当てはまりが悪い原因を特定するには有用であるが，MHモデルからの隔たりの
程度を測ることは難しい．一方，尺度 ΨはMHモデルからの隔たりの程度を測ることには有用であるが，MH

モデルの当てはまりが悪い原因を特定することは難しい．本講演では，MHモデルの当てはまりが悪い原因を
特定することが可能な MH モデルからの隔たりの程度を測る尺度を提案した．提案尺度により，与えられた
データに対してMHモデルの当てはまりが悪い場合，そのデータの特徴をより詳細に分析することが可能にな
ると期待される．

参考文献
[1] A. Stuart. A test for homogeneity of the marginal distributions in a two-way classification. Biometrika,

42(3/4):412–416, 1955.

[2] K. Tahata and S. Tomizawa. Generalized marginal homogeneity model and its relation to marginal

equimoments for square contingency tables with ordered categories. Advances in Data Analysis and

Classification, 2(3):295–311, 2008.

[3] S. Tomizawa. Diagonals-parameter symmetry model for cumulative probabilities in square contingency

tables with ordered categories. Biometrics, 49(3):883–887, 1993.

[4] S. Tomizawa. A generalization of the marginal homogeneity model for square contingency tables with

ordered categories. Journal of Educational and Behavioral Statistics, 20(4):349–360, 1995.

[5] S. Tomizawa, N. Miyamoto, and N. Ashihara. Measure of departure from marginal homogeneity for

square contingency tables having ordered categories. Behaviormetrika, 30(2):173–193, 2003.
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国民生活基礎調査による
日本の所得分布と所得格差

西埜晴久 ∗

17 Dec. 2022†

1 はじめに
国民生活基礎調査は，厚生労働省が行っている統計である．昭和 61(1986)年から始まり，3
年ごとに大規模調査が行われている．近年では，2019年，2016年，2013年，2010年が大規
模調査が行われた年である．大規模調査の年の間の各年に簡易調査が行われている．なお，
2020年調査の簡易調査は調査が中止されている．
大規模調査の年では，世帯票，健康票，所得票などがある．そのうちの所得票の個票デー

タを用いて所得分布の分析を行う．直近の大規模調査は 2019年であり，その際の集計客体
数は世帯票・健康票で 217,179世帯，所得票で 22,288世帯である．
以下に公表されている所得票の数値を掲げる．

Table 1: 所得票の数値
年 調査期間 集計客体数 平均所得 中央値
1998年（H10） H9年 1月～12月 30506 657.7 536
2010年（H22） H21年 1月～12月 26115 549.6 438
2019（R1） H30年 1月～12月　 22288 552.3 437

なお，平均所得，中央値は総世帯で単位は (万円)である．

2 所得分布の推定
1998年の個票データの総所得から平均値，中央値，ジニ係数を直接計算すると平均値 657.96,
中央値 536, ジニ係数 0.4042となる．これらの数値は公表されている値とほぼ同じである．
また，個票データを用いて，一般化ベータ分布，Singh-Maddalaおよび第 2種の一般化ベー
タ分布の所得分布に用いられる確率分布を最尤法で推定し，パラメータの推定値を得ること
が出来た．
拡大乗数について：2000年代以降の調査では，拡大乗数を用いて調整することで，平均所
得などを計算している．拡大乗数とは，ある地域の国勢調査で得られる世帯数と所得票の調
査世帯数との比である．実際には県別でかつ県内でも指定都市とそれ以外に分けて拡大乗
数を算出している．一般的には，都市部の世帯の標本サイズが郡部の世帯の標本サイズに比
べ小さいので，拡大乗数が大きくなる傾向がある．つまり，拡大乗数とは，各地域に対して
ウェイトを与えていることになるので，そのウェイト（拡大乗数）を考慮して対数尤度を求
めた方が良い．

Table 2には個票データ（個別）と 10分位のデータで推定したジニ係数を掲げた．
∗広島大学大学院人間社会科学研究科
†科研費シンポジウム「統計科学の開拓」金沢大学サテライト・プラザ
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Table 2: ジニ係数

H10 H22 R01

直接 0.40420 0.40326 0.40910

個別 10分位 個別 10分位 個別 10分位
GG 0.4096 0.4033 0.4060 0.3912 0.4120 0.4037
SM 0.4011 0.3835 0.4005 0.3970 0.4065 0.3987
GB2 0.3991 0.3824 0.4016 0.3908 0.4076 0.3954

Table 3: ξの推定結果
　H10 　H22 　R01　

ξの推定値
上位 1%　 0.2124 0.4056 0.1899
上位 0.5% 0.0418 0.1312 0.1952

集計客体数 30506 26115 22288
5000万円以上 72 21 20

3 所得分布の上裾の推定
Moriguchi and Saez (2008)1 は，税務統計より所得の上位 1%が占める割合と，上位 0.1%
の占める割合を調べた．第二次世界大戦前の不平等度は高かったが，戦後の不平等度は小さ
く，米国が 1980年代以降上位所得者の割合が上昇したのに比べ日本はそれほど上昇してい
ないことを示した．そこでこの場合には分布の上裾がどうなっているかに関心がある．よっ
て分布の上裾の部分を．一般化パレート分布 GPD(ξ, σ, u)を当てはめて形状パラメ―タ ξ
の推定を行った．形状パラメ―タ ξの推定結果は Table 3に掲げてある．

4 今後の課題
GB2の推定は不安定なので，初期値の選び方などもう少し安定して推定する方法を考えた
い．また，今回取り上げた以外の分布を推定する．
所得票のデータと世帯票のデータを接続することで各世帯の世帯数を把握することが出

来る．世帯数が分かると所得を世帯人数の平方根で割った等価所得を求めることが出来る．
年につれて世帯人員数（世帯の構成員数）が減少する傾向があるので，等価所得を用いると
世帯人数の減少の影響を除いて所得の変化を調べることができる．
ただし，等価可処分所得については，所得票に公表されている年もある．「等価可処分所

得」とは，下記によって算出される．
等価可処分所得　＝　（当初所得 ＋ 社会保障給付 － 税金　－　社会保険料　－　掛金

など）　÷　√世帯人員数

1 Moriguchi, C. and Saez, E. (2008) “The Evolution of Income Concentration in Japan, 1886-2005:
Evidence from Income Tax Statistics” The Review of Economics and Statistics, 90, 713–734.
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多変量分布間の回帰モデル

東京大学経済学研究科 岡野遼

東京大学総合文化研究科 今泉允聡

1. はじめに
説明変数と結果変数が共に分布の形で与えられるような回帰を考える. このような回帰は分布間回帰（distribution

regression）と呼ばれ, 複雑データ解析の一分野として近年関心がもたれている. 例えば, ある年のある国における年
齢別死亡率は, 横軸を年齢, 縦軸を死亡率とする密度関数として表示することで, 一次元分布に値をとるデータとみな
すことができる. [1], [2]では世界 37各国の 2013年の年齢別死亡率分布を 1983年のそれに回帰することで, これら
の国々の年齢別死亡率分布が時間を経てどのように変化したかを分析している.

W を R
d 上の分布で有限な 2次モーメントを持つもの全体とし, W に 2-Wasserstein 距離 dW を与えてできる距

離空間 (W, dW )をWassersetin空間と呼ぶ. F をW ×W 上の分布とし, (ν1, ν2) ∼ F とする. 分布間回帰は ν1 を
説明変数, ν2 を結果変数とするような回帰問題として定式化される.

分布間回帰のモデルは近年いくつか提案されているが, それらのほとんどは分布の次元を d = 1の場合に限定して
いる. 例えば, [1]はWasserstein空間の tangent bundle, [2]は最適輸送写像を用いた分布間回帰モデルをそれぞれ提
案しているが, これらのモデルは d = 1のときに最適輸送問題が closed formな解を持つことを利用しており, d ≥ 2

の一般の分布に対してそのまま拡張することは困難である. 本研究では, 多変量分布であっても分布のクラスを適切
に制限すれば, 最適輸送問題が closed formな解な解を持つことに注目し, 新たな分布間の回帰モデルを提案する.

2. 背景：ガウス分布間の最適輸送問題
以下では簡単のため, 分布のクラスをガウス分布族を制限した場合を考えるが, より一般にある種の楕円分布に
制限しても同様に議論ができる. G を R

d 上の Gauss 分布全体とする. 非退化な共分散行列を持つ二つのガウス分
布 μ1 = N(m1,Σ1), μ2 = N(m2,Σ2) ∈ G が与えられた時, それらの間の最適輸送写像 tμ2

μ1
及びWasserstein 距離

dW (μ1, μ2)はそれぞれ以下のように陽に表されることが知られている：

tμ2
μ1
(x) = m2 +Σ

−1/2
1 [Σ

1/2
1 Σ2Σ

1/2
1 ]1/2Σ

−1/2
1 (x−m1),

dW (μ1, μ2) =

√
‖m1 −m2‖2 + tr[Σ1 +Σ2 − 2(Σ

1/2
1 Σ2Σ

1/2
1 )1/2].

また, Σ∗ を非退化な共分散行列とすると, μ∗ = N(m∗,Σ∗) ∈ G における空間 (G, dW ) の接空間は, 内積空間
Tμ∗ = (Rd × Sym(d), Gμ∗) によって与えられることが知られている ([3]). ここで, Sym(d) はサイズ d × d の対称
行列全体で, z = (a, V ), w = (b,W ) ∈ R

d × Sym(d)に対して, それらの間の内積を Gμ∗(z, w) = a�b+ tr(V Σ∗W )

によって定めている. さらに, μ∗ における exponential map expμ∗ : Tμ∗ → G は expμ∗(a, V ) = N(a + m∗, (V +

I)Σ∗(V + I)) によって与えられ, μ∗ における logarithmic map logμ∗ : G → Tμ∗ は, logμ∗ N(m,Σ) = (m −
m∗,Σ

−1/2
∗ [Σ

1/2
∗ ΣΣ

1/2
∗ ]1/2Σ

−1/2
∗ − I) によって与えられる. 一般に, 多変量分布間の最適輸送問題は解を陽に表すこ

とができないが, 分布のクラスをガウス分布族 G に制限することで, このように最適輸送写像, Wasserstein距離及び
接空間の点との対応を陽に与えることが可能となる.

3. 提案するモデル
F を G × G 上の同時分布とし, (ν1, ν2) ∼ F , νj = N(mj ,Σj), j = 1, 2 とする. また, 各 j = 1, 2 に対し, νj の

Fréchet平均を νj⊕ = N(mj⊕,Σj⊕) とする. 以下では, ν1 を説明変数, ν2 を結果変数とするような, G から G への回
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帰を考える. [1] と同様に空間 (G, dW )の幾何を用いて, ガウス分布 ν1 及び ν2 をそれぞれ非線形制約のない行列に変
換し, 分布値データ間の回帰を行列データ間の回帰に帰着させるというアプローチを取る.

まず, 各 j = 1, 2に対し, Fréchet平均 νj⊕ において (G, dW )の接空間をはり, 分布 νj = Nj(mj ,Σj)を logνj⊕ νj ∈
Sd という行列に変換する. ここで, Sd は Sd = {(a,B) ∈ R

d×(d+1) : a ∈ R
d, B ∈ Sym(d)} という非線形制約の無い

行列の集合である. そして, 変換後の行列 X = logν1⊕ ν1 と Y = logν2⊕ ν2 の間に, 線形回帰モデル

Y = 〈X,B〉+ E, E[E|X] = 0

を仮定する. ここで, 4 次のテンソル B ∈ R
d×(d+1)×d×(d+1) が回帰パラメータであり, 〈X,B〉 ∈ R

d×(d+1) は
contracted tensor product と呼ばれる行列とテンソルの間の積である. さらに, 分布の次元 dが大きい時は, 回帰係
数 Bの要素数は膨大になるため, Bは低ランクを持つことを仮定する. 最後に, 空間 (G, dW )とその接空間の間の対
応が一対一になるために, 確率 1で 〈X,B〉 ∈ logν2⊕ G となることも仮定する.

4. 推定量の構成とその性質について
実際には確率分布が直接観測されることは稀で, 我々は各分布からの離散観測のみが得られる場合が多い. そこで,

以下ではまずガウス分布のペア (ν1i, ν2i) ∼ F , i = 1, ..., n が潜在的に生成され, その後潜在的な各分布から d次元ベ
クトルWjir ∼ νji, r = 1, ..., N が離散観測されるという設定を考える. 回帰パラメータ Bが識別されるようにパラ
メータ空間 Θをとり, 観測値Wjir ∼ νji, r = 1, ..., N, i = 1, ..., n, j = 1, 2に基づいて Bを推定する.

推定量の構成法は以下の通りである. まず, 離散観測 Wjir, r = 1, ..., N を用いて, 潜在的な分布 νji の推定量
ν̂ji = Nj(m̂ji, Σ̂ji)を構成し, 推定された分布 ν̂ji, i = 1, ..., N を用いて, 経験 Fréchet平均 ν̂j⊕ を計算する. 次に, 経
験 Fréchet平均 ν̂j⊕ で接空間をはり, 推定された分布 ν̂ji を X̂i = logν̂1⊕ ν̂1i ∈ Sd, Ŷi = logν̂2⊕ ν̂2i ∈ Sd という行列
に変換する. 最後に, 規準関数を M̂n,N (B) = n−1

∑n
i=1 ‖Ŷi − 〈X̂i,B〉‖2F とおき, 最小二乗法 argmin

B∈Θ M̂n,N (B)

によってパラメータを推定する. ここで, ‖ · ‖F はフロべニウスノルムを表す.

こうして得られる推定量について, 一致性, 収束レート及び漸近正規性に関する以下の結果が示せる.

Theorem 1 真の Fréchet平均 ν1⊕, ν2⊕ が既知であると仮定し, その状況で得られる推定量を B̂n,N とする. また, パ
ラメータの真値を B0 とする. この時, いくつかの正則条件のもと, ‖B̂n,N − B0‖F = Op(n

−1/2 + N−1/4) が成立.

さらに, N は n の数列で, N(n) = nq(q > 2) あれば, n → ∞ のとき
√
n(vec(B̂n,N ) − vec(B0)) はある正規分布

N(0, V )に分布収束する.

発表ではこの他, Calgary weather dataを用いた実データの解析例なども紹介した.

参考文献
[1] Yaqing Chen, Zhenhua Lin, and Hans-Georg Müller. Wasserstein regression. Journal of the American Sta-

tistical Association, pages 1-14, 2021.

[2] Laya Ghodrati and Victor M Panaretos. Distribution-on-distribution regression via optimal transport maps.

Biometrika (to appear), available at arXiv preprint arXiv:2104.09418.

[3] Asuka Takatsu. Wasserstein geometry of gaussian measures. Osaka Journal of Mathematics, 48(4):1005 ‒
1026, 2011.
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GMANOVAモデルでの仮定緩和のさらなる可能性
(報告書)

中京大学 教養教育研究院 永井 勇

n個の各個体に対して, 全ての個体で測定時点を揃った状態で p回測定して得られる経時測

定データと呼ばれるデータの分析を本講演では考えた．このようなデータの分析の主な目的は,

データに隠れている経時変動と呼ばれる時間的な変動を上手く捉えることである. そのため

の分析には, Pothoff and Roy (1964) で提案された次の一般化多変量分散分析 (GMANOVA)

モデルがよく使われる;

Y = 1nμ
′X ′ +AΞX ′ + E . (1)

ここで 1n は全ての成分が 1の n次元ベクトル, Y は各行が各個体で測定して得られた経

時測定データからなる n × p行列, Aは各行が各個体の特徴を表す測定時点に無関係な k個

の説明変数のデータからなる n × k説明変数行列とし, A′1n = 0k (0r は全ての成分が 0の

r次元ベクトル) を満たしているとし, X は後述のように, qは解析者が用いる関数によって

決まるような, 各行が測定時点の関数からなる p× q行列であり, これらは既知である. また,

rA = rank(A), rX = rank(X)とする. さらに, μは q次元の未知ベクトル, Ξは k × qの未

知行列であり, E は E[E ] = 0n0
′
p, Cov[vec(E)] = Σ⊗ Inの n× pの誤差行列とし, Σは未知

の p × p正定値行列とする. ここで, Aが満たしているA′1n = 0k は, 各説明変数 (各列) ご

とにそれぞれ中心化されていることを表している.

このモデルで, p回の測定時点を t1, . . . , tp (t1 < t2 < · · · < tp) とし, 例えばX の i行目を

(t0i , t
1
i , . . . , t

q−1
i )とすると, μやΞは t1, . . . , tpの (q − 1)次多項式の係数からなるベクトルと

行列をそれぞれ表しており, これらを推定することが測定時点 t1, . . . , tpの (q − 1)次多項式

を用いて経時変動E[Y ]を推定することに対応していることを講演した. また, 過剰適合の問

題もあるが, より柔軟な関数をX に用いて経時変動を推定することも可能であり, その際は,

用いる関数の重み付き和で経時変動を推定することとなり, μやΞは重みの部分に対応して

いることも講演で触れた. これらのことから分かるように, GMANOVAモデルであるモデル

(1) における未知のベクトル μや行列Ξを推定することで経時変動が推定できる.

したがって, このGAMOVAモデルにおいて, 経時測定データからなる行列 Y や各個体の

説明変数を各行に持つ説明変数行列Aなどから, 未知の μ, Ξを推定することが, 経時測定

データの分析における目的である経時変動の推定において重要であることから, 本講演では

これらを rAや rX の様々な状況における推定について着目した. これらの推定は, 次のリス

ク関数を最小にすることでよく行われている;

R(μ,Ξ|Σ) = tr
{
(Y − E[Y ])}Σ−1 (Y − E[Y ])′

}
,

ここでE[Y ] = 1nμ
′X ′ +AΞX ′である.
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このリスク関数 R(μ,Ξ|Σ)を最小にするような μと Ξを求めることで得られるそれぞれ

の推定量 μ̂, Ξ̂ は, rA = k かつ rX = q であれば, μ̂ = (X ′Σ−1X)−1X ′Σ−1Y ′1n/n と

Ξ̂ = (A′A)−1A′Y Σ−1(X ′Σ−1X)−1の形で陽に得られることなどを講演では触れた. しかし

ながら, n < kなどの状況で起きる rA = kかつ rX = qを満たさない場合はこれらの推定量

が陽に得られないため, リスク関数の計算を工夫するなどして最小化する必要があることか

ら, 本講演で様々な状況での推定量について講演した.

そこで, rA = kかつ rX < qの仮定の下での推定量を永井 (2022a, 2022b) で提案したこ

とを講演で報告した. また, 多変量線形回帰モデル (モデル (1) でX = Ipとしたモデル) に

おいて永井 (2021, 2022c) で提案した推定量をモデル (1) へ拡張することで, rA < k かつ

rX = qの仮定の下での推定量を, 本講演ではサブとして提案した. さらに，本講演のメイン

として，rA < kかつ rX < qの仮定の下での推定量を提案した. その際に用いた共通するア

イデアにおいて，非常に強い仮定を置くとKoll and von Rosen (2005; Def. 4.1.3) で提案さ

れた Extended GMANOVAモデルと対応していることにも触れた．そこで提案した推定量

は，一つだけ陽に得られ，他は順番に求まることを述べた．また，メインで提案した推定量

の問題点にも触れ，そこを改良するアイデアとして永井 (2019) の手法が用いれると考えられ

ることにも触れた．

GMANOVAモデル (1) において，様々な仮定とそれぞれで提案してきた推定量が以下の

ようにまとめられることを講演した.

表; rAや rX の仮定と推定手法について
仮定 μの推定量やΞの推定量 それぞれの不偏推定量

rA = k & rX = q (X ′Σ−1X)−1X ′Σ−1Y ′1n/n, (A
′A)−1A′Y Σ−1X(X ′Σ−1X)−1

rA = k & rX < q 永井 (2022a) 永井 (2022b)

rA < k & rX = q 本講演でサブとして提案
rA < k & rX < q 本講演のメインとして提案 アイデア段階として触れた

引用文献:
[1] Kollo, T. & von Rosen, D. (2005). Advanced Multivariate Statistics with Matrices,

Springer.

[2] Pothoff, R. F. & Roy, S. N. (1964) A generalized multivariate analysis of variance model

useful especially for growth curve problems. Biometrika, 51, 313–326.

[3] 永井 勇 (2019) バランス型経時測定データにおけるExtended GMANOVAモデルの解釈
と新たな推定法, 多様な分野における統計科学に関する諸問題.

[4] 永井 勇 (2021) 高次元小標本における多変量線形回帰モデルでの推定法, 2021年度統計
関連学会連合大会.

[5] 永井 勇 (2022a) GMANOVAモデルにおける新たな推定方法とその解釈, .多様な分野に
おける統計科学の理論とその応用.

[6] 永井 勇 (2022b) GMANOVAモデルにおける新たな推定方法と解釈, 大規模複雑データ
の理論と方法論～新たな発展と関連分野への応用～.

[7] 永井 勇 (2022c) 説明変数がランク落ちしている状況での多変量線形回帰における不偏推
定量, 2022年度統計関連学会連合大会.
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多変量正規母集団における条件付き独立性検定について

松内 直輝（神戸大学大学院理学研究科）

首藤 信通（神戸大学大学院理学研究科）

本報告においては, 多変量正規母集団における条件付き独立性検定問題について

議論した. 特に, 多変量正規性を持つ p次元確率変数ベクトルX = (X
′
1,X

′
2,X

′
3)

′

に対し, 母集団から得られた標本ベクトルを基にしてX1が与えられた下で, X2

とX3の条件付き独立性を帰無仮説とする仮説検定を行うための尤度比検定を構

成した. ただし, X iはXの pi次元分割ベクトル, p = p1 + p2 + p3である.

本報告では, まずX1が与えられた下で, X2とX3が条件付き独立であることと

同値となる条件を求めた. p変量正規母集団Np(μ,Σ)の下では, 平均べクトル μ,

分散共分散行列Σについて, Xの分割と対応する分割を

μ =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

μ1

μ2

μ3

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

, Σ =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

Σ11 Σ12 Σ13

Σ21 Σ22 Σ23

Σ31 Σ32 Σ33

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

とする. 本報告で扱う仮説検定問題の帰無仮説と

Σ23·1 ≡ Σ23 − Σ21Σ
−1
11 Σ13 = O23

が同値であることを示すことができた. ここに, μiはμの pi次元分割ベクトル, Σij

はΣの pi × pj分割行列である.

また, 以下のようなパラメータの変換
⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

Σ11 Σ−1
11 Σ12

Σ−1
21 Σ

−1
11 Σ22·1

Σ−1
(12)Σ(12)3

Σ3(12)Σ
−1
(12) Σ33·(12)

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

→

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

Ψ11 Ψ12 Ψ13

Ψ21 Ψ22 Ψ23

Ψ31 Ψ32 Ψ33

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

,

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

μ1

μ2 −Ψ21μ1

μ3 −Ψ3(12)

⎛

⎝
μ1

μ2

⎞

⎠

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

→

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

η1

η2

η3

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠
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を考えるとX1が与えられた下で, X2とX3の条件付き独立性に関する仮説検定

問題は

H0 : Ψ23 = O23 vs. H1 : Ψ23 �= O23

と書き換えることができる.

具体的に, Π : Np(μ,Σ)から得られたN 個の p次元標本ベクトル y1, . . . ,yN が

得られたとしてこの仮説検定問題における尤度比検定統計量を構成すると尤度比

検定統計量は

−2 log λ = N
(
log(det(S33·1))− log(det(S33·(12))

)

= N
(
log(det(S33·1))− log(det(S33·1 − S32·1S−1

22·1S23·1))
)

となることが示された. ここに, Sijは

ȳ =
1

N

N∑

j=1

yj, S =
1

N

N∑

j=1

(
yj − ȳ

) (
yj − ȳ

)′
,

としたとき, Sの pi × pj分割行列である. また, Sij·1 = Sij − Si1S
−1
11 S1j,

S(12) =

⎛

⎝
S11 S12

S21 S22

⎞

⎠ , S(12)3 =

⎛

⎝
S13

S23

⎞

⎠ , S33·(12) = S33 − S3(12)S
−1
(12)S(12)3

である.

最後に数値実験を行い, 本報告で議論している条件付き独立性の下で擬似的に

発生させたデータセットから尤度比検定統計量を求め, シミュレーションで与えら

れる上側 100α%番目の値と, 自由度 p2p3のカイ二乗分布の上側 100α%点の比較を

行った. 数値実験の結果から pや p1の値よりも p2p3の値が強く第 1種過誤の精度

に影響を与えることを確認した.

今後の課題としてより少ない標本でも検定の精度が保てるように分布の修正を

行うことや, より緩い仮定の下での仮説検定の構成を行うことなどが考えられる.
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[0,1] {W (t)} {BH(t)}
2 (1) (2) (3)

(1) g

Fg(t) =
∫ t

0

∫ t1

0
· · ·

∫ tg−1

0
W (tg) dtg dtg−1 · · · dt1 (g = 1, 2, ...)

Vg =
∫ 1

0
F 2
g (t) dt

E(eiθVg) =
(
Dg(2iθ)

)−1/2

Dg(λ) Cov(Fg(s), Fg(t))
(FD) FD g = 1, 2, 3 FD

D1(λ) =
1

2
(1 + cosλ1/4 coshλ1/4),

D2(λ) =
1

9

[
2(1 + cosλ1/6 + cosλ1/6ω + cosλ1/6ω2) + cosλ1/6 cosλ1/6ω cosλ1/6ω2

]
,

ω =
1 +

√
3i

2
,

D3(λ) =
1

16

[
3 cos a cos b cos c cos d+ 2

(
cos a cos b+ cos b cos c+ cos c cos d

+cos d cos a
)
+ cos a cos c+ cos b cos d+ 3

]

+

√
2

16

[
sin a sin b (1 + cos c cos d) + sin b sin c (1 + cos d cos a)

+ sin c sin d (1 + cos a cos b)− sin d sin a (1 + cos b cos c)
]
,

a = λ1/8, b = aω, c = aω2, d = aω3, ω =
1 + i√

2
.

g Dg(λ) = 0

(2)

Rg =
F 2
g (1)/2

∫ 1

0
F 2(t) dt

(g = 1, 2, ...)

P (Rg < x) = P
(
x
∫ 1

0
F 2
g (t) dt−

1

2
F 2
g (1) > 0

)
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= P
(∫ 1

0

∫ 1

0
Kg(s, t; x) dW (s) dW (t) > 0

)

=
1

2
+

1

π

∫ ∞

0

1

θ
Im

[(
Dg(2iθ; x)

)−1/2
]
dθ

Dg(λ; x)

Kg(s, t; x) =
1

(g!)2

[

x
∫ 1

max(s,t)

(
(u− s)(u− t)

)g
du− 1

2

(
(1− s)(1− t)

)g
]

FD FD

f(t) = λ
∫ 1

0
Kg(s, t; x)f(s) ds

f (2g+2)(t) + (−1)gλxf(t) = 0

2g + 2

f(1) = f ′(1) = · · · = f (g−1)(1) = 0, f (g)(1) =
(−1)g−1λ

2g!

∫ 1

0
(1− s)gf(s) ds,

f (g+1)(0) = f (g+2)(0) = · · · = f (2g+1)(0) = 0.

E(Rg) = g + 1

(3)

QH =
B2

H(1)/2∫ 1

0
B2

H(t) dt

BH(t) (fBm)
fBm 0

Cov(BH(s), BH(t)) =
1

2
[s2H + t2H − |s− t|2H ]

SH =
∫ 1

0
B2

H(t) dt QH

SH

TH =
∫ 1

0
C2

H(t) dt, CH(t) =
√
2(1−H) t2H−1

∫ t

0
u1/2−H dW (u)

TH FD

DH(λ) = Γ(1− ν)J−ν(η)

/(
η

2

)−ν

J−ν(η) 1 η =
√
2(1−H)λ/(H+1/2), ν =

(2H − 1/2)/(H + 1/2) QH

RH =
C2

H(1)/2∫ 1

0
C2

H(t) dt
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On Asymptotic Distribution in Martingale Convergence of

Supercritical Branching Processes with Poissonian offsprings

Bat-Erdene A.*, Kawasaki S.*, Li J.**, Altantsetseg E.***

*
Faculty of Science and Engineering, Iwate University

** School of Computer Science, Chongqing University
***School of the Engineering and Applied Sciences, National University of Mongolia

Abstract

A branching process is a mathematical model of Erdos-Renyi random graphs. For a normalized
process, a martingale convergence theorem holds. However, its asymptotic distribution has not
been known so far. We propose a characterization of the distribution via analysis on a functional
equation for the Laplace transform of the distribution. It turns out that a numerical analysis mostly
coincides well with the theoretical characterization. Applications of the Branching process include
a biological population, nuclear chain reactions, and the spread of computer software viruses in
common. Mathematical models of these applications play a central role in figuring out the main
process and predicting future extensions. Our funding works in common cases and provides an
explanation for the characterization of the processes.

Problem. Let Wn = Zn/λ
n, n = 0, 1, 2, · · · , where Zn is the supercritical branching process with

the mean λ which is greater than 1. Then, {Wn} is known [2] to form a martingale and converges to
a random variable W∞ on R+ = [0,∞) a.s. as n → ∞.

However, not much is known about the distribution of W∞ so far in previous studies. The paper
aims to characterize the distribution by analyzing a functional equation that holds for the Laplace
transform of the distribution.

Analysis and result. W∞ is known to have a density function on (0,∞) [2, Corollary 12.1], which
we denote by w : (0,∞) �→ R+, while W∞ has a point mass at the origin [2, Theorem 6.2]. Thus, we
may write W∞ ∼ ηδ(x) + w(x) on x ∈ R+ and δ(x) being the Kronecker delta function.
Let ϕ : R+ �→ R+ be the Laplace transform of W∞,

(1) ϕ(u) =

∫
(0,∞)

e−uxw(x) dx.

Mclaurin’s expansion was used to approximate the function ϕ(u) described in below.

(2) ϕ(u) =
∑
n∈N0

ϕ(n)(0)

n!
un

Then, upon calculating ϕ(n)(0), n ∈ N recursively. To the evaluate ϕ(n)(0), an approximation of Kn

as we defined in below is necessary

(3) ϕ(n)(0) = −Kn (−ρ)n−1, n ∈ N

for appropriate functions Kn = Kn(λ).
We write 1 + 1

λ + · · · + ( 1λ )
n−2 � ρn−1 below. We note that ρn −→ ρ. Through the recursive
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relation

Kn =
1

ρn−1

n−1∑
l=1

(
n− 1

l

)
λ−(n−1−l) Kn−l(λ)Kl(λ)

=
(n− 1)!

ρn−1

n−1∑
l=1

λ−(n−1−l) Kn−l(λ)

(n− l)!
· Kl(λ)

l!
· (n− l),(4)

In the result stage, we propose an approximation function Kn(λ) as follows:

Theorem 1. For arbitrarily fixed λ ∈ [1,∞),

(5) Kn � cn × (n− 1)!
[
λ(λ+ 1)

]−(an+b) ·
(
1 +O

(
λ−n

))
, as l → ∞

for some cn > 0.

A derivative ϕ′(u), instead of ϕ(u) has considered. That is,

(6) ϕ′(u) =
∑
n∈N0

ϕ(n+1)(0)

n!
un = −

∑
n∈N0

Kn+1(λ)

n!
(−ρu)n.

Applying the expression (5) to (6), we have that the main term of ϕ′(u) is given by

const.×
∑
n∈N0

(
− ρ

[
λ(λ+ 1)

]−a
u
)n

= const.× 1

u+ ρ−1
[
λ(λ+ 1)

]a .

Now we recall that ϕ′(u) is the Laplace transform of −xw(x). Thus, by the inverse Laplace transform
of ϕ′(u), we found that w(x) has the corresponding main component of the probability density function
given by

const.× x−1 exp
(
− [

λ(λ+ 1)
]a

x
)
, x ∈ (0,∞).

Figure 1: a. The function Kn(λ), its relation and values of an equation pn = an + b. b. Asymptotic
linearity, pn = an+ b at some fixed λ
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Forest Construction of Gaussian and Binary Variables based on WBIC

Ashraful Islam, Joe Suzuki
Graduate school of Engineering Science, Osaka University, Japan

Mutual information (MI) is a metric that determines the association between two random variables by
measuring the amount of information that one variable holds about the other. It quantifies the dependency
between them. A higher mutual information value indicates a stronger relationship between the random
variables. It is related to the concept of entropy and is used in various fields such as information theory,
statistics, and machine learning. Estimated joint probabilities from observed samples in each variable
category combination are used to calculate MI between discrete variables. But the conventional method
is inefficient for estimating the MI of a mixture of discrete and continuous random variables because the
conditional probabilities for discrete variables given continuous variables cannot be determined. In this
paper, we examine a new MI method that can accommodate a mixture of discrete and continuous random
variables. The estimation of free energy for new MI is not easy, but we can use WBIC to calculate the
corresponding free energies. After that, the Chow-Liu algorithm can be modified to take into account
the new MI in order to build a forest rather than spanning trees.

This section will outline the paper’s most significant findings and conclusions. Chow and Liu (1968)
considered estimating mutual information between two discrete variables. When only one of the variables
is Gaussian and the rest are discrete, Edwards, De Abreu, and Labouriau (2010) recalculated mutual
information using the ANOVA model. If X is a Gaussian random variable, and Y and Z are discrete
variables, getting maximum likelihoods of the graphical models such as X − Z and Y − X are simple,
but obtaining maximum likelihoods for other types of graphical models as Y − X − Z by maximizing
observational mutual information estimates is difficult(Suzuki, 2017). The state-of-the-art avoids this
problem by restricting the class to forests that separate discrete and continuous nodes.

On the other hand, the Bayesian method makes the assumption that there is infinite number of
histograms, but the number of histograms that are required for accuracy is unclear to us. Each cluster
also has a large sample size variance. Adjusting parameters is difficult when many clusters have no
sample. The proposed approach succeeds where the other methods fail in capturing the relationship
between multiple gene expressions and SNPs. Some previous works that relate to our research are as
follows:

Suzuki (1993) considers MDL method and obtains total lengths for all the variables, and estimates
the mutual information as:

Jn = In − (α− 1)(β − 1)

2n
log2 n (1)

For large n, Jn ≤ 0 indicates the independence of X and Y (Suzuki, 2012).
Edwards et al. (2010) assumed about a situation where some random variables are continuous and

some are Gaussian variables. Assume, X(1), X(2), . . . , X(N) are Gaussian. And, mutual information:

In(i, j) = −1

2
log2

(
1− ρ̂2

)
, (2)

To use the mutual information estimator, Edwards et al. (2010) imposed the limitation that no
Gaussian variables could be intermediate between the discrete ones.

Suzuki (2017) took into account the Dirichlet distribution with the proportionality
∏

x θ(x)
a(x)−1,

and derived the formula for mutual information as follows:

Jn =
1

n
log2

Qn (xn, yn)

Qn (xn)Qn (yn)
(3)

Suzuki (2017) has found that −log2Q
n(xn, yn) is nothing but the free energy of the mixture of xn and

yn. In the field of data science, free energy refers to the amount of uncertainty or surprise present in a
system or dataset. In statistical mechanics and information theory, free energy is employed to quantify
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the disorder or randomness of a system. But obtaining free energy is not easy. In this circumstance,
WBIC (Watanabe, 2021) is a way to figure out free energy.

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10
11

12

Figure 1: Forest for
’P.sojae.survey’ data

The WBIC algorithm estimates the free energy of a system us-
ing Bayesian statistics, taking into account the uncertainty in the
model’s parameters. Again, we use the Kernel Hilbert–Schmidt in-
dependence criterion (HSIC) to verify the Mutual Information we
get from the new mutual information method. In the context of
statistical inference, the HSIC was developed to assess how much
the embedding of the Hilbert space depends on the underlying dis-
tribution. To obtain the free energy from the mixture of discrete
and Gaussian, we use stan. Stan specifies statistical models proba-
bilistically. Stan uses Markov Chain Monte Carlo methods like the
No-U-Turn sampler for continuous variable Bayesian inference.

Let, for large n, X and Y are discrete and Gaussian random
variables, respectively, and their joint pdf,

f(x, y) =

2∑
i=1

px(1− p)1−x.
1√
2πσi

exp{ 1

2σi
(y − μi)

2}

Figure 2: Forest using simulated
data

And we propose the new mutual information:

Jn =
1

n
log

Qn(Xn, Y n)

Qn(Xn).Qn(Y n)
=

1

n
log

e−Fxy

e−Fx.e−Fy
=

1

n
(Fx+Fy−Fxy)

(4)
We calculate the MI from equation 4 using simulated data for

a mixture of discrete and Gaussian variables.
When we use n=500, we get the following results for the mu-

tual information: -0.008828827, HSIC: 0.000759246, and p-value:
0.2397602. These findings both confirm and imply that the vari-
ables X and Y are free to move around without influence from one
another.

We can see that the suggested mutual information estimator
works for all types of variables: discrete, continuous, or a mix-
ture of discrete and continuous variables. After calculating the
mutual information from the new method, we applied it to the
Chow-Liu algorithm to find the forest. Figure 1 shows the forest

for P.sojae.survey data with 12 variables; we can see that the first variable is independent of the others.
That is why it is separated from the other variables. Figure 2 shows a forest with 75 simulated observa-
tions with a mixture of discrete and continuous variables with 100 samples each. Therefore, depending
on the previous results and the figures, the current method can construct a forest from a mixture of
discrete and continuous nodes, depending on the independence of the variables. In future work, we will
apply the proposed mutual information method to multiple gene expressions and SNPs (single-nucleotide
polymorphism) data.
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多次元空間における埋め込み 1次元曲線の同時信頼領域

千葉大・融合理工学府　山添 滉弥
千葉大・理学研究院　内藤 貫太

はじめに: 道路交通網上の交通事故や，脳神経細胞網における樹状突起スピンの分布といった，枝分かれした
1次元曲線上で観測されるデータをネットワークデータを呼ぶ．ネットワークデータに対して，与えられたネッ
トワーク上における密度推定の手法についてはすでに研究されている (Liu and Ruppert, 2021; McSwiggan

et al., 2017)．しかしながら，ネットワークを構成する 1次元曲線の同時信頼領域をデータから構築する方法に
ついては，いまだ研究がないようである．本研究ではこの問題を多次元空間に埋め込まれた 1次元曲線の同時
信頼領域を構築する問題として捉え，ノンパラメトリック回帰のアプローチから取り組んだ．
問題: I = [a, b] ⊂ Rを閉区間とし，ϕi : I → R (i = 1, . . . , d)を滑らかな関数とする．このとき，R

d に埋め
込まれた 1次元曲線を

ϕ(t) =

⎡

⎢
⎣

ϕ1(t)
...

ϕd(t)

⎤

⎥
⎦ ∈ R

d

で表す．確率ベクトル Y ∈ R
d と共変量 T ∈ I の組 (T,Y )からの n個の観測値 (T1,Y1), . . . , (Tn,Yn)に基づ

き 1次元曲線 ϕの同時信頼領域を構築したい．つまり，Mϕ =
{
ϕ(t) ∈ R

d | t ∈ I ⊂ R
}
としたとき，十分小

さい α > 0に対して，
P (D ⊃ Mϕ) ≥ 1− α

となるような有界閉領域 D ⊂ R
d の構築を目指す．

設定: 1次元曲線の推定の関連研究であるHastie and Stuetzle (1989)を参照しつつ，モデルの仮定を行う．R
d

に埋め込まれた 1次元曲線 ϕに対して，任意の点 tにおける勾配ベクトル ϕ′(t)を ϕ′(t) = [ϕ′
1(t) · · · ϕ′

d(t)]
T

で表す．また，n1(t), . . . ,nd−1(t)を {ϕ′(t)/ ‖ϕ′(t)‖ ,n1(t), . . . ,nd−1(t)}が R
d の正規直交基底となるように

とる．さらに，T を I 上の密度 fT に従う確率変数とし，V = [V1 · · · Vd−1]
T を原点中心半径 r の (d− 1)次

元球 Bd−1
r 上の密度 fV に従う確率ベクトルとする．

(T1,V1), . . . , (Tn,Vn)
i.i.d.∼ fT × fV と E[V1] = 0を仮定する．確率ベクトル Y の d次元標本 Y1, . . . ,Yn と

して，
Yi = ϕ(Ti) +N(Ti)Vi

を考える．ただし，Yi = [Yi1 · · · Yid]
T ,Vi = [Vi1 · · · Vid−1]

T , N(t) = [n1(t) · · · nd−1(t)]である．
同時信頼領域の構築: 共変量 T = [T1 · · · Tn]

T と Y の第 j-成分のデータ Ỹj = [Y1j · · · Ynj ]
T との組

(T , Ỹi) (i = 1, . . . , d)に基づき，tにおける ϕi(t)の局所線形推定量 ϕ̂i(t)(i = 1, . . . , d)が得られる．これらを
並べることにより ϕ(t)の推定量 ϕ̂(t)が構築される．さらに ϕ̂(t)を用いてその勾配ベクトルを求める：

ϕ̂(t) =

⎡

⎢
⎣

ϕ̂1(t)
...

ϕ̂d(t)

⎤

⎥
⎦ , ϕ̂′(t) =

d

dt
ϕ̂(t).
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局所線形推定量については Wand and Jones (1995); Fan and Gijbels (1996) などを参照されたい．
n̂1(t), . . . , n̂d−1(t)を {ϕ̂′(t)/ ‖ϕ̂′(t)‖ , n̂1(t), . . . , n̂d−1(t)}が R

d の正規直交基底となるようにとり，

D̂a(r) =

{
ϕ̂(a)−R

ϕ̂′(a+)

‖ϕ̂′(a+)‖ + N̂(a)v

∣
∣
∣
∣ 0 ≤ R ≤ r,v ∈ Bd−1√

r2−R2

}
,

D̂J(r) =
{
ϕ̂(t) + N̂(t)v

∣
∣
∣ t ∈ J,v ∈ Bd−1

r

}
,

D̂b(r) =

{
ϕ̂(b) +R

ϕ̂′(b−)

‖ϕ̂′(b−)‖ + N̂(b)v

∣
∣
∣
∣ 0 ≤ R ≤ r,v ∈ Bd−1√

r2−R2

}
,

N̂(t) =
[
n̂1(t) · · · n̂d−1(t)

]

とする．3つの排反な領域を用いて同時信頼領域 D̂(r) ⊂ R
d を

D̂(r) = D̂a(r) ∪ D̂J(r) ∪ D̂b(r)

として定義する (図 1参照)．本講演では ϕ̂(t)と D̂(r)の理論的性質および，信頼係数 1− αから D̂(r)の r を
決定する方法について解説を与えた．また，共変量 T がデータとして得られていない場合において，Y1, . . . ,Yn

から T1, . . . , Tn を作成する方法についても報告した．さらに，提案領域が同時信頼領域として機能しているこ
とを確認するシミュレーション実験の結果や，実データへの適用例についても報告した．

0.6

0.8

1.0

1.2

1.4

1.6

0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6
x

y

図 1 推定曲線 ϕ̂(t)から作られた同時信頼領域 ̂D(r)の例
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多標本問題における 2-step単調欠測データの下での
平均ベクトルの同等性検定の検出力について

神戸大学・理・院　勝又　真　
神戸大学・理・院　首藤　信通

本報告では, k個の母集団Π(g) : Np(μ
(g),Σ) (g = 1, . . . , k)から, 2-step単調欠測

データが得られた下で帰無仮説H0 : μ
(1) = · · · = μ(k)に対する尤度比検定統計量

を導出し, その第 1種の過誤や検出力について数値的評価を与えた.

具体的には, 第 g母集団 Π(g) (g = 1, . . . , k)からN
(g)
1 個の p次元標本ベクトル

x
(g,1)
j =

(
x
(g,1)′
1j ,x

(g,1)′
2j

)′
(j = 1, . . . , N

(g)
1 ), N

(g)
2 個の p1次元標本ベクトルx

(g,2)
1j (j =

1, . . . , N
(g)
2 )が観測されたと仮定し, 尤度比検定統計量が

−2 log Λ =N log

{

1 +
1

N

k∑

g=1

1

N (g)

(
x
(g,1)
1· + x

(g,2)
1·

)′
Δ̂−1

11

(
x
(g,1)
1· + x

(g,2)
1·

)

− 1

N2

(
x
(·,1)
1· + x

(·,2)
1·
)′
Δ̂−1

11

(
x
(·,1)
1· + x

(·,2)
1·
)}

+N1 log

{

1 +
k∑

g=1

N
(g)
1

(
x̄
(g,1)
1· − x̄

(·,1)
1·

x̄
(g,1)
2· − x̄

(·,1)
2·

)′
(
W (·,1))−1

(
x̄
(g,1)
1· − x̄

(·,1)
1·

x̄
(g,1)
2· − x̄

(·,1)
2·

)}

−N1 log

{

1 +
k∑

g=1

N
(g)
1

(
x̄
(g,1)
1· − x̄

(·,1)
1·
)′ (

W
(·,1)
11

)−1 (
x̄
(g,1)
1· − x̄

(·,1)
1·
)
}

となることを示した. ここで, x
(g,i)
1· =

∑N
(g)
i

j=1 x
(g,i)
1j , x̄

(g,i)
1· = N

(g)−1

i

∑N
(g)
i

j=1 x
(g,i)
1j ,

x̄
(·,1)
1· = N−1

1

∑k
g=1 x

(g,1)
1· , Δ̂11 = N−1(W

(·,1)
11 +W (·,2)),W (·,1)

11 =
∑k

g=1

∑N
(g)
1

j=1

(x
(g,1)
1j − x̄

(g,1)
1· )(x

(g,1)
1j − x̄

(g,1)
1· )′,W (·,2) =

∑k
g=1

∑N
(g)
2

j=1 (x
(g,2)
1j − x̄

(g,2)
1· )(x

(g,2)
1j − x̄

(g,2)
1· )′

+
∑k

g=1

{
N

(g)
1 N

(g)
2 /N (g)(x̄

(g,1)
1· − x̄

(g,2)
1· )(x̄

(g,1)
1· − x̄

(g,2)
1· )′

}
, N (g) = N

(g)
1 +N

(g)
2 ,

N =
∑k

g=1 N
(g), N1 =

∑k
g=1 N

(g)
1 , N2 =

∑k
g=1 N

(g)
2 である.

また, k = 3, p = 6, p1 = 2, 3, 4, 5の場合における上記の尤度比検定統計量につい
て, 自由度 p(k − 1) = 12のカイ二乗分布の上側 5%点を棄却限界値として用いた
場合の仮説検定方式と, 同様の設定の下でN

(1)
2 = N

(2)
2 = N

(3)
2 = 0 における尤度比

検定統計量について同じ棄却限界値を用いた場合の仮説検定方式の第 1種の過誤
を比較した. 表 1はその結果の一部であり, 前者の第 1種の過誤はASL(miss), 後
者の第 1種の過誤はASL(comp)で表す.
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表 1: k = 3, p = 6, p1 = 2における第 1種の過誤の比較
N

(1)
1 N

(1)
2 N

(2)
1 N

(2)
2 N

(3)
1 N

(3)
2 ASL(miss) ASL(comp)

10 10 10 10 10 10 0.085274 0.089827

20 10 20 10 20 10 0.062790 0.063582

30 10 30 10 30 10 0.057406 0.057700

40 10 40 10 40 10 0.054916 0.055446

数値実験の結果, 完全データのみで尤度比検定を構成するよりも欠測データを利
用して尤度比検定を構成する方が, 第 1種の過誤がより正確に制御されることを確
認した. また, サンプルサイズN が小さいとき, p1が大きくなるほど, 第 1種の過
誤がより正確に制御されることを確認した.

次に, Σ = Ipの場合において, 欠測パターンに対応するマハラノビス二乗距離を
それぞれ δ2i = (μ

(1)
i − μ

(2)
i )′(μ(1)

i − μ
(2)
i ) (i = 1, 2)とする. これらのマハラノビス

二乗距離を変化させたときに k = 3, p = 6, p1 = 2, 3, 4, 5における検出力が p1の影
響を受けるかについて確認した. 表 2はその結果の一部である.

表 2: δ21 = (0.0)2, N
(1)
1 = N

(2)
1 = N

(3)
1 = N

(1)
2 = N

(2)
2 = N

(3)
2 = 10における検出力

の比較
δ21 δ22 p1 = 5 p1 = 4 p1 = 3 p1 = 2

(0.0)2 (0.1)2 0.072707 0.079148 0.083119 0.087148

(0.0)2 (0.5)2 0.122120 0.128863 0.134764 0.138954

(0.0)2 (1.0)2 0.311521 0.320074 0.328623 0.336122

(0.0)2 (1.5)2 0.621688 0.632784 0.642896 0.652537

(0.0)2 (2.0)2 0.875459 0.883849 0.891225 0.898671

(0.0)2 (2.5)2 0.977481 0.980229 0.982739 0.985267

(0.0)2 (3.0)2 0.997588 0.998116 0.998584 0.998942

数値実験の結果, サンプルサイズNが小さいとき, p1が小さくなるほど検出力が
高くなる傾向を確認することができた. また, 欠測データでも同様にサンプルサイ
ズN が増加するにつれて, 検出力が高くなる傾向を確認した.　
今後の課題として, サンプルサイズNが小さい状況下でも, ほぼ正確な仮説検定
となるような分布の修正を行うことなどが挙げられる. また, 本報告で提案する仮
説検定では平均ベクトルの差がどの群間にあるかを推測することができないので,

これを行うには欠測データの下での平均ベクトルに関する多重比較法の構成につ
いて考える必要がある.
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Subexponentiality of densities of infinitely divisible distributions
on the whole real line

Muneya Matsui

Abstract

We show the equivalence of three properties for an infinitely divisible distribution:
the subexponentiality of the density, the subexponentiality of the density of its
Lévy measure and the tail equivalence between the density and its Lévy measure
density, under monotonic-type assumptions on the Lévy measure density. The key
assumption is that tail of the Lévy measure density is asymptotic to a non-increasing
function or is almost decreasing. Our conditions are natural and cover a rather wide
class of infinitely divisible distributions. Several significant properties for analyzing
the subexponentiality of densities have been derived such as closure properties of
[ convolution, convolution roots and asymptotic equivalence ] and the factorization
property. Moreover, we illustrate that the results are applicable for developing
the statistical inference of subexponential infinitely divisible distributions which are
absolutely continuous.

Introduction

Let f, g be probability density functions on R and denote by f ∗ g the convolution of f and g:

f ∗ g(x) =
∫ ∞

−∞
f(x− y)g(y)dy,

and denote by f∗n the nth convolutions with itself. Throughout the paper, for functions α, β : R →
R+, α(x) ∼ β(x) means that limx→∞ α(x)/β(x) → 1. We study the following characteristics for
densities.

Definition 0.1. (i) f is (right-side) long-tailed, denoted by f ∈ L, if there exists x0 > 0 such that
f(x) > 0, x ≥ x0 and for any fixed y > 0 f(x+ y) ∼ f(x).
(ii) f is (right-side) subexponential on R, denoted by S, if f ∈ L and f∗2(x) ∼ 2f(x).
(iii) f with dist. F is weakly (right-side) subexponential on R, denoted by S+, if f ∈ L and the
function f+(x) = 1R+(x)f(x)/F (0), x ∈ R is subexponential, i.e. f+ ∈ S. Here F (x) = 1− F (x).

Definition 0.2. (i) We say that a density f : R → R+ is asymptotic to a non-increasing function
(a.n.i. for short) if f is locally bounded and positive on [x0,∞) for some x0 > 0, and

sup
t≥x

f(t) ∼ f(x) and inf
x0≤t≤x

f(t) ∼ f(x).(0.1)

(ii) We say that a density f : R → R+ is almost decreasing (al.d. for short) if there exists x0 > 0
and K > 0 such that

f(x+ y) ≤ Kf(x), for all x > x0, y > 0.

Notice that the al.d. property includes the a.n.i. property, and the latter is satisfied by the
regularly varying functions with negative indices.

We will investigate properties of the above sort, particularly on infinitely divisible distributions
μ on R. The characteristic function (ch.f.) of μ is

μ̂(z) = exp
{∫ ∞

−∞
(eizy − 1− izy1{|y|≤1})ν(dy) + iaz − 1

2
b2z2

}
,(0.2)

where a ∈ R, b ≥ 0 and ν is the Lévy measure satisfying ν({0}) = 0 and
∫∞
−∞(1 ∧ x2)ν(dx) < ∞.

Throughout this paper, we always assume that the Lévy measure ν of μ has a density, and we
denote by ID(R) the class of all infinitely divisible distributions on R.
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Main contents

We separate the cases depending on weather ν(R) < ∞ or ν(R) = ∞. Note that we use notation g
also for the (non-proper) density of a Lévy measure. The followings are the results for the absolutely
continuous case (ν(R) = ∞).

Theorem 0.3. Let μ ∈ ID(R) with ν(dx) = g(x)dx such that ν(R) = ∞. Let f0(x) be a density of
μ0 ∈ ID(R) with a = b = 0 and ν(dx) = 1{|x|≤1}g(x)dx. Suppose that g1(x) = 1{x>1}g(x)/ν((1,∞))
is bounded, and there exists γ > 0 such that

lim
x→∞ eγxf0(x) = 0.(0.3)

For a density f of μ we consider the following properties.

(i) f ∈ S+ and f is al.d.

(ii) g1 ∈ S+

(iii) g1 ∈ L & lim
x→∞ f(x)/g1(x) = ν((1,∞)).

(a) If g is a.n.i., then we can choose f such that (i), (ii) and (iii) are equivalent.
(b) If g is al.d., then we can choose f such that (ii) ⇔ (iii) implies (i).

We could remove several conditions in Theorem 0.3 by assuming the absolute integrability of the
spectrally positive part μ̂+(z).

Theorem 0.4. Let μ ∈ ID(R) with and ν(dx) = g(x)dx such that g1(x) is bounded. Suppose that∫∞
−∞ |μ̂+(z)|dz < ∞, which implies

∫∞
−∞ |μ̂(z)|dz < ∞, so that μ has a bounded continuous density

f . Then the following relations hold between the properties (i), (ii) and (iii) of Theorem 0.3.
(a) If g is a.n.i., then we can choose f such that (i), (ii) and (iii) are equivalent.
(b) If g is al.d., then we can choose f such that (ii) ⇔ (iii) implies (i).

We apply our results to the consistency proof of the maximum likelihood estimation (MLE for
short) for μ ∈ ID(R) which is absolutely continuous. For simplicity we put a = b = 0 in μ̂(z) of
(0.2) and assume that the spectrally positive part μ̂+(z) is absolutely integrable.

Let f(x; θ) be the density of μ with θ a parameter vector and g(x; θ) be a density of the corre-
sponding Lévy measure ν. Let (X1, . . . , Xn) be a random sample from f(x; θ0) with θ0 ∈ Θ where
Θ is a compact parameter space. Define the likelihood function

Mn(θ) = n−1
n∑

i=1

log f(Xi; θ).

MLE θ̂n maximizes the function θ �→ Mn(θ). We say that a function α(x; θ) is identifiable if

α(· ; θ) �= α(· ; θ′) every θ �= θ′ ∈ Θ, i.e. α(x; θ)
a.e.
= α(x; θ′) does not hold. For convenience, we

only consider the symmetric or positive-half case, but we can easily generalize the result in the
non-symmetric two-sided case. We use the function g1 defined in Theorem 0.4.

Proposition 0.5. Let μ ∈ ID(R) given by (0.2) with a = b = 0 such that μ̂+(z) is absolutely inte-
grable. Let g(x; θ) be a symmetric or positive-half density of ν. Suppose (i) : g(x; θ) is identifiable,
θ �→ g(x; θ) is continuous in θ for every x, and

∫
(supθ∈Θ | log g1(x; θ)|)g1(x; θ0)dx < ∞ with Θ a

compact set such that θ0 ∈ Θ. Suppose (ii) : g1(x; θ) is bounded and a.n.i., and g1 ∈ S. Then MLE

θ̂n satisfies θ̂n
p→ θ0.
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カーネル型推定量を利用した推測について

中央大学理工学部 前園宜彦

1.カーネル型推定量
X1, X2, ..., Xn を互いに独立で同じ分布にしたがう確率変数とし，分布関数を FX，密度
関数を fX とする．この分布関数 FX の推定量としては経験分布関数

Fn(x) =
1

n

n∑

i=1

I(Xi ≤ x), x ∈ R,

がある．ここで I(A) は定義関数である．経験分布関数は階段関数となり連続ではない．
連続になるような推定量でよく利用されるのがカーネル型推定量である．
カーネル型分布関数推定量（Nadaraya (1964)）は

F̂X(x) =
1

n

n∑

i=1

K

(
x−Xi

h

)
, x ∈ R,

で与えられる．ただし k(·) はカーネル関数とし，∫∞−∞ k(v)dv = 1 の条件を満たす．バン
ド幅は n → ∞ のとき h → 0 かつ nh → ∞ とする．このとき K(v) =

∫ v
−∞ k(u)du であ

る．適当な条件の下で n → ∞ のとき

Bias[F̂X(x)] =
h2

2
f ′
X(x)

∫ ∞

−∞
v2k(v)dv + o(h2),

V ar[F̂X(x)] =
1

n
FX(x)[1− FX(x)]− 2h

n
r1fX(x) + o

(
h

n

)

となる．ただし r1 =
∫∞
−∞ vk(v)K(v)dv で，多くの場合非負の値をとる．

2.確率点推定
p-確率点は Q(p) = F−1(p) で定義される．経験分布関数に基づく p-確率点 Q(p) の推定
量は

Q̃(p) = F−1
n (p) = inf{x;Fn(x) ≥ p}

で与えられる．漸近平均二乗誤差は

AMSE(Q̃(p)) =
p(1− p)

nf2(Q(p))
=

{Q′(p)}2p(1− p)

n

となる．Falk(1984) や Maesono & Penev(2011) では，カーネル関数 k(·) を利用した滑
らかな推定量

Q̂p,h =
1

h

∫ 1

0
F−1
n (x)K

(
x− p

h

)
dx

の漸近分布について研究している．漸近平均二乗誤差は

AMSE(Q̂p,h) =
{Q′(p)}2p(1− p)

n
+

2h

n
Q′(p)2

(
−1

2
+

1

2

∫ 1

−1
K2(x)dx

)

で与えられる．
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3.順位検定の連続化への応用
X1, X2, . . . , Xn を互いに独立で同じ母集団分布 F (x − θ) にしたがう無作為標本とする．
ここで対応する確率密度関数は f(−x) = f(x) を満たす原点対称な分布とする．θ は未知
母数で，帰無仮説 H0 : θ = 0 に対して対立仮説 H1 : θ > 0 の検定問題を考える．この
問題に対する順位検定統計量の有意確率については Lehmann & D’abrera(2006) でも指
摘されているように，検定統計量の取り得る値が細かいほど有意確率が小さくなる傾向が
ある．
ψ(x) = 1 (x ≥ 0), = 0 (x < 0) とおくとき，符号検定 S とウィルコクソンの符号付き
順位検定 W は

S =
n∑

i=1

ψ(Xi), W =
∑

1≤i≤j≤n

ψ(Xi +Xj)

である．これら S,W の連続化として

S̃ = n− nF̃n(0) = n−
n∑

i=1

K

(
−Xi

h

)
, W̃ =

n(n+ 1)

2
−

∑

1≤i≤j≤n

K

(
−Xi +Xj

2h

)

が考えられる．この統計量の分布は帰無仮説の下でも母集団分布に依存することになるが，
漸近平均と漸近分散は F (·) に依存しない．この S̃, W̃ は S,W を滑らかにしたものに
なっている．
4.境界バイアス縮小す推定量に基づくノンパラメトリック検定
F を仮定された分布関数とするとき，次の検定問題を考える．

帰無仮説 H0 : FX = F 対立仮設 H1 : FX �= F

このような一般的な設定の下でよく利用される検定として

KSn = sup
x∈R

|Fn(x)− F (x)|, CvMn = n

∫ ∞

−∞
[Fn(x)− F (x)]2dF (x)

を検定統計量とするコルモゴロフ・スミルノフとクラーメル・フォンミーゼス検定統計量
が知られている．
Rizky & Maesono(2022)は全単射関数 g を用いたバイアスを縮小するカーネル型推定量

F̃X(x) =
1

n

n∑

i=1

W

(
g−1(x)− g−1(Xi)

h

)

, x ∈ Ω

を用いて

K̃S = sup
x∈R

|F̃X(x)− F (x)|, C̃vM = n

∫ ∞

−∞
[F̃X(x)− F (x)]2dF (x)

を提案している．これに対して

|KSn − K̃S| →p 0, |CvMn − C̃vM | →p 0

が成り立つ．このことより，検定統計量 K̃S と C̃vM を利用した有意確率は，通常のコ
ルモゴロフ・スミルノフ検定統計量およびクラーメル・フォンミーゼス検定統計量に対す
る数表を利用して検定できる．シミュレーションの結果では，検出力が高いことが示され
た．
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On a generalization of Clayton-Oakes model by R. L. Prentice

Hideatsu Tsukahara∗

January 3, 2023

When we have two failure times T1 and T2 and our primary interest is in the association
between them, we need families of bivariate survivor functions S(t1, t2) for statistical modeling.
Postulating some desirable properties on certain conditional hazard functions, Clayton [1] de-
rived such a family which is now called Clayton-Oakes model. In terms of the associated copula,
it is written as

C(u1, u2) = (u−θ + v−θ − 1)−1/θ ∨ 0, θ ∈ [−1,∞) \ {0}.
This family is an example of Archimedean copulas, which are closely related to the frailty model
in survival analysis as shown in Oakes [3]. The cross ratio function of T1 and T2 is defined by

θ∗(t1, t2) :=
S(t1, t2)∂12S(t1, t2)

∂1S(t1, t2)∂2S(t1, t2)

Oakes [3] shows that the cross ratio function is a function of survivor function only if and only
if the associated copula is Archimedean. The Clayton-Oakes model amounts to assuming that
the cross ratio function is constant.

Prentice [4] proposed a generalization of the Clayton-Oakes model; he wrote “A trivariate
generalization with unrestricted marginal and pairwise marginal survivor functions is

S(t1, t2, t3) =
{
S(t1, t2, 0)

−θ + S(t1, 0, t3)
−θ + S(0, t2, t3)

−θ

− S(t1, 0, 0)
−θ − S(0, t2, 0)

−θ − S(0, 0, t3)
−θ + 1

}−1/θ ∨ 0,

where −1 ≤ θ < ∞.” However, this is a functional equation in S(t1, t2, t3), and it is not clear
that there exists a 3-dimensional survivor function S(t1, t2, t3) satisfying this equation. So the
problem should be correctly posed in the following way.

Problem Given three bivariate sf’s S12(t1, t2), S13(t1, t3), S23(t2, t3) satisfying the compati-
blility conditions

S12(t1, 0) = S13(t1, 0) =: S1(t1),

S12(0, t2) = S23(t2, 0) =: S2(t2),

S13(0, t3) = S23(0, t3) =: S3(t3),

is the function G defined by

G(t1, t2, t3) =
{
S12(t1, t2)

−θ + S13(t1, t3)
−θ + S23(t2, t3)

−θ

− S1(t1)
−θ − S2(t2)

−θ − S3(t3)
−θ + 1

}−1/θ ∨ 0

∗Faculty of Economics, Seijo University, 6–1–20 Seijo, Setagaya-ku, Tokyo, 157-8511, Japan, E-mail:
tsukahar@seijo.ac.jp
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a proper survivor function?

The problem can be stated in terms of copulas as well. Let C12(u1, u2), C13(u1, u3), C23(u2, u3)
be the copula associated with S12(t1, t2), S13(t1, t3), S23(t2, t3); namely

S12(t1, t2) = C12(S1(t1), S2(t2)),

S13(t1, t3) = C13(S1(t1), S3(t3)),

S23(t2, t3) = C23(S2(t2), S3(t3)).

The problem is then reduced to whether the function

Ĝ(u1, u2, u3) =
{
C12(u1, u2)

−θ + C13(u1, u3)
−θ + C23(u2, u3)

−θ

− u−θ
1 − u−θ

2 − u−θ
3 + 1

}−1/θ ∨ 0

is a (proper) copula for any given copulas C12, C13 and C23.

One can easily observe that the answer is “no”; if the answer were yes, then the Fréchet class
F(F12, F13, F23) (the set of trivariate distributions with three given bivariate margins) would
always be non-empty (see Joe [2, Section 3.4]).

In this expository note, we begin with the review of the original Clayton-Oakes model and
the key concept of cross ratio, give an explicit counterexample to the above problem, and discuss
under which conditions Prentice’s generalization gives a valid survivor function.
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Kendallの順位相関係数を固定した下での最小情報コピュラ

助田 一晟 ∗ 清智也 †

1 最小情報コピュラ
一般に d 次元コピュラとは全ての周辺分布が [0, 1] 上の一様分布である d 次元の分布関数を指し, 任意の d 次元
分布は Sklar の定理によりコピュラと周辺分布を用いて表現することができることから, コピュラは 2 変数間の従
属性を完全に記述しているとされる. 所与の制約条件下で, 独立コピュラ ([0, 1]2 上の一様密度を持つコピュラ) に
Kullback-Leibler情報量の意味で最も近いコピュラを最小情報コピュラと呼ぶ. このコピュラは以下の最適化問題の
解として与えられるものである（例えば Bedford et al. [1]）.

minimize

∫ 1

0

∫ 1

0

p(x, y) log p(x, y)dxdy (1.1)

s.t.

∫ 1

0

p(x, y)dy = 1,

∫ 1

0

p(x, y)dx = 1 (1.2)

∫ 1

0

∫ 1

0

hk(x, y)p(x, y)dxdy = μk (1.3)

最小情報コピュラの離散近似版として最小情報チェス盤コピュラが考えられている [3]. 最小情報コピュラと同様
に, エントロピー最大化原理に則った枠組みで定式化を行うことで, 最小情報チェス盤コピュラは以下の最適化問題の
解と捉えることができる.

minimize

n∑

i=1

n∑

j=1

πij log πij (1.4)

s.t.

n∑

j=1

πij =
1

n
,

n∑

i=1

πij =
1

n
(1.5)

n∑

i=1

n∑

j=1

hk,ijπij = μk (1.6)

ただし, h1, . . . , hK は所与の関数, hk,ij は領域 Dij の中心での hk(x, y)の値, θ = (θ1, . . . , θK)は未知パラメータ
である. この最適化問題は有限次元凸最適化問題となっており, 最適解が一意に存在する.

2 ２次の最小情報コピュラへの拡張
従来の最小情報コピュラは所与の制約として 1次の母数（ある関数の期待値の形で表されるもの）のみを扱ってい

た. たとえば, Spearmanの順位相関係数は 1次の母数であり, Spearmanの順位相関係数を固定した状況は従来の最
小情報コピュラの枠組みで扱うことができる. 一方, Spearmanの順位相関係数と比較されることが多い Kendallの
順位相関係数は 2次の母数であるため, Kendallの順位相関係数を固定した状況は従来の最小情報コピュラの枠組み
で扱うことができない. そこで本研究では所与の制約式を 2次の母数である Kendallの順位相関係数としたときの最
適解（最小情報チェス盤コピュラ）を考察する.

∗ 東京大学大学院情報理工学系研究科数理情報学専攻
† 東京大学大学院情報理工学系研究科数理情報学専攻
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従来の最小情報チェス盤コピュラと同様に, Kendall の順位相関係数を τ(∈ [−1, 1]) に固定した下での最小情報
チェス盤コピュラは以下のように最適化問題の解として定式化される. ただし最後の制約はチェス盤コピュラ上の
Kendallの順位相関係数 [2]を固定している.

(MP ) minimize
n∑

i=1

n∑

j=1

πij log πij (2.1)

s.t.
n∑

j=1

πij =
1

n
,

n∑

i=1

πij =
1

n
(2.2)

1− Tr(ΞΠΞΠT) = τ, Π = (πij),Ξ =

⎛

⎜
⎜
⎝

1 0 . . . 0
2 1 . . . 0
. . .
2 2 1

⎞

⎟
⎟
⎠ (2.3)

まず, 各領域の確率質量（分割表モデルにおける各マス目の値）を移動させる操作を以下のように導入する. チェ
ス盤コピュラ全体の空間を一様コピュラ U = 1

n2 I を原点とするベクトル空間 (の部分空間)とみなし, (n− 1)2 本か
ら成る斜交基底 (Tij)i=1,...,n−1, j=1,...,n−1 を考える. ただし, Tij は i行 j 列と i+ 1行 j + 1列が +1, i行 j + 1列
と i+ 1行 j 列が −1, それ以外が 0となっている行列である. 任意のチェス盤コピュラ Πは以下のように一意な係数
aij を用いて表記できる : Π = U +

∑
i,j aijTij , (i = 1, . . . , n− 1, j = 1, . . . , n− 1)

この操作に対する最適化問題 (MP )の停留条件を考えることで, 以下の主張を得た.

Lemma 1. 任意のチェス盤コピュラ Πと任意の成分移動操作 Tij と Ti′j′ に対し,

Π′ := Π + εTij − rεTi′j′ , r :=
πi,j + πi+1,j + πi+1,j + πi+1,j+1

πi′,j′ + πi′+1,j′ + πi′+1,j′ + πi′+1,j′+1
(2.4)

と定める. このとき,

1− Tr(ΞΠΞΠT) = 1− Tr(ΞΠ′ΞΠ′T) +O(ε2) (2.5)

Lemma 2. チェス盤コピュラ Π = (πij)に対し, 任意の成分移動操作 Tij を微小に行なった時の情報量の変分は

log
πi,jπi+1,j+1

πi+1,jπi,j+1

Theorem 1 (2 次の最小情報チェス盤コピュラの不変量). 2 次の最小情報チェス盤コピュラでは任意の (i, j) の組
み (i, j = 1, . . . , n− 1)に対し, 以下の値が一定.

1

πi,j + πi+1,j + πi+1,j + πi+1,j+1
log

πi,jπi+1,j+1

πi+1,jπi,j+1

また, 発表ではその他 Total Positivity や幾何構造等の諸性質や, 提案した最小情報コピュラモデルを実際の株価
データにモーメント法を基にフィッティングさせた結果を紹介した.
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スピアマンランク行列による主成分分析のロバストネス

千葉大・融合理工学府　渡邊 宏大
千葉大・理学研究院　内藤 貫太

はじめに: ロバストな主成分分析については，これまで多くの手法が提案されている．本発表では，Marden

(1999)の Rankから派生したスピアマンランク行列に基づく主成分分析のロバスト性について報告した．Han

and Liu (2018)で議論されている Kendall’s tauとの比較についても考察した．

設定と定義: y ∈ R
d の Spatial signを

S(y) =

{ y

‖y‖2 , y �= 0

0 , y = 0

で定義する．X,Y ,Z,X1, . . . ,Xn を有限な分散共分散行列 Σを持つ d次元確率分布 F にしたがう互いに独
立な確率ベクトルとする．Spatial sign に基づくロバストな主成分分析の手法が，Marden (1999)，Han and

Liu (2018)で議論されている．
母集団での Kendall’s tau matrix K ∈ R

d×d は

K = EX,Y

[
S(X − Y )S(X − Y )T

]

で定義され，その推定量は

K̂ =
2

n(n− 1)

∑

j<i

S(Xi −Xj)S(Xi −Xj)
T

で定義される．一方，母集団でのスピアマンランク行列 ΣR ∈ R
d×d は

ΣR = EX,Y ,Z

[
S(X − Y )S(X −Z)T

]
= EX

[
EY [S(X − Y )]EZ [S(X −Z)]

T
]

で定義され，その推定量は

Σ̂R =
1

n(n− 1)(n− 2)

n∑

i=1

∑

j �=i,k �=i,j �=k

S(Xi −Xj)S(Xi −Xk)
T

で定義される．

問題: 重要な事実として，F が楕円分布のとき，Σ，K および ΣR は同じ直交行列で対角化されることが知ら
れている (Marden (1999)，Han and Liu (2018)を参照)．Marden (1999)においても，ΣR の推定量 Σ̃R によ
るロバストな主成分分析が議論されているが，その Σ̃R は

Σ̃R =
1

n
K̂ +

(
1− 2

n

)
Σ̂R　
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と分解される．n → ∞のとき，K̂ はK に，Σ̂R は ΣR に確率収束することが示される．このことから，Σ̃R

と K̂ の比較は，漸近的には Σ̂R と K̂ の比較となる．我々の問題は特に，Σ̂R と K̂ はどちらがロバストな主成
分分析を提供するのか？ということになる．

影響関数: ロバストネスの指標として影響関数を考える (影響関数については，Hampel et al. (1986)を参照)．
F を楕円分布とする．比較の対象として，K と ΣR の最大固有値に関する影響関数および固有ベクトルに関す
る影響関数を与える．
　K は直交行列 Γ = [γ1 · · ·γd]と対角行列 A = diag(a1, . . . , ad)，a1 > · · · > ad > 0によってK = ΓAΓT

とスペクトル分解されるとする．上で述べた重要な事実から，ΣR も同じ直交行列によって ΓΛΓT，Λ =

diag(λ1, . . . , λd)とスペクトル分解できる．ただし，対応する固有値については，λ1 > · · · > λd > 0となるか
は定かではない．したがって，γ1 が属している固有値を λM，M ∈ {1, . . . , d}，ΣR の最大固有値と対応する固
有ベクトルをそれぞれ λmax，γL，L ∈ {1, . . . , d}とする．このとき，K と ΣR の最大固有値に関する影響関
数 IFK(x, a1, F )，IFΣR

(x, λmax, F )はそれぞれ

IFK(x, a1, F ) = γT
1 A(x)γ1 − 2a1, (1)

IFΣR
(x, λmax, F ) = γT

LB(x)γL − 3λmax (2)

で与えられる．ここで，

A(x) = 2EX

[
S(x−X)S(x−X)T

]
,

B(x) = EX,Y

[
S(X − Y )S(X − x)T + S(X − x)S(X − Y )T + S(x−X)S(x− Y )T

]

である．また，K と ΣR の固有ベクトル γ1 に関する影響関数 IFK(x,γ1, F )，IFΣR
(x,γ1, F )はそれぞれ

IFK(x,γ1, F ) =

d∑

k=2

1

a1 − ak
γT
k A(x)γ1 · γk, (3)

IFΣR
(x,γ1, F ) =

∑

k �=M

1

λM − λk
γT
k B(x)γ1 · γk (4)

で与えられる．

ロバストネスの比較と適用例：　本講演においては，いくつかの 2次元楕円分布のもとで，固有値，固有ベクト
ルの影響関数 (1)，(2)，(3)，(4)の曲面を描画することおよび固有空間の類似度の比較を通して，Σ̂R による主
成分分析のロバスト性を報告した．外れ値を含む実データへの適用結果についても報告した．
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