
等比数列に関する一様分布論

金子 元

2021 年 3 月 14 日

目 次

1 本 pdfファイルの趣旨 1

2 一様分布の定義 2

3 エルゴード理論と一様分布論 3

4 等比数列 (ξαn)n≥0 に関する一様分布論 5

4.1 ほとんどすべての実数 ξに関する結果 . . . . . . . . . . . . . . 5

4.2 例外集合 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

5 連分数および連分数展開における正規数 8

5.1 連分数の定義と有理近似誤差 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

5.2 連分数展開における正規数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

6 Badly approximable numberと Lagrange spectrum 10

6.1 Badly approximable numberと有理近似 . . . . . . . . . . . . 10

6.2 Lagrange spectrumに関連する結果 . . . . . . . . . . . . . . . 12

7 等比数列の小数部分に関する Lagrange spectrumの類似 13

1 本pdfファイルの趣旨

本 pdfファイルでは, 等比数列に関する一様分布論に関する紹介を書く. 一

様分布論では, 実数列の小数部分が取る挙動が研究対象となる. その中でも,

1を法として一様分布な数列では, 実数列の小数部分が区間 [0, 1]上で一様に

分布をする (厳密な定義は 2章で行う). 一様分布論は, エルゴード理論と密

接な関係がある. エルゴード理論とは, 元は物理学から発展した分野です. エ

ルゴード理論の研究対象は写像の反復合成である. 写像 T : [0, 1] → [0, 1]が

与えられたとき, Tn を T の n回反復合成とする. つまり, T 0 を [0, 1]上の恒
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等写像とし, Tn(x)を Tn(x) = Tn−1(T (x))により帰納的に定義する. 本ファ

イルでは, エルゴード定理を紹介する. 等差数列の小数部分はエルゴード理論

の典型的な対象である.

一方, 等比数列の小数部分は, 一般にはエルゴード理論の対象ではない. 反

復合成写像により, 等比数列の小数部分を表現できないためである.

本ファイルを通じて用いる記号� �
1. 実数 xに対して, 整数部分および小数部分を ⌊x⌋および {x}によ
り記述する. また, ⌈x⌉により, x以上の整数の中で最小のものを表

す. さらに, ∥x∥ = min{|x− n| | n ∈ Z}で xと最も近い整数との

距離を表す.

2. Nで非負整数全体の集合を表し, Z+ で正整数全体の集合を表す.� �
2 一様分布の定義

実数列の分布は, Bohl [2], Sierpiński [13], Weyl [15]により, 1909年から

1910年の間に独立に考えだされた. その後, Weyl[16, 17]により, 実数列の小

数部分の一様分布に関する基礎が与えられた. 本章では, 一様分布の定義およ

びWeylの判定法を紹介する.

定義 2.1. (xn)n≥0 を実数列とする. このとき, (xn)n≥0 が 1を法として一様

分布する (u.d. mod 1)とは, 以下が成立することである:

0 ≤ a < b ≤ 1を満たす任意の実数 a, bに対して,

lim
N→∞

1

N
Card{n | 0 ≤ n < N, a ≤ {xn} < b} = b− a. (2.1)

定理 2.1 (Weylの判定法). (xn)n≥0 を実数列とする. このとき, 以下の 3条

件は互いに同値である:

1. (xn)n≥0 は u.d. mod 1.

2. 任意の複素数値連続関数 f : [0, 1] → Cに対して, f(0) = f(1)ならば,

lim
N→∞

1

N

N−1∑
n=0

f({xn}) =
∫ 1

0

f(x)dx. (2.2)

3. 0ではない任意の整数 hに対して,

lim
N→∞

1

N

N−1∑
n=0

e2πihxn = 0. (2.3)
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補足 1. 1. 0 ≤ a < b ≤ 1を満たす任意の実数 a, bに対して, f : [0, 1] → Rを
以下のように定める:

f(x) :=

1 a ≤ x < b

0 その他の x.

すると, 式 (2.2)は式 (2.1)を表す. なお, この f は連続関数ではないが, 連続

関数により近似をすることができる.

2. 0ではない任意の整数 hに対して, f(x) = e2πix とおく. すると, 式 (2.2)

は式 (2.3)を表す.

Weylの判定法の応用として, 等差数列の小数部分について考察する.

系 2.1. αを実数とする. このとき, 等差数列 (nα)n≥0が 1を法として一様分

布する必要十分条件は, αが無理数となることである.

Proof. α が有理数 p/q の場合は, {αn} ∈ {0/q, 1/q, . . . , (q − 1)/q} より,

(nα)n≥0 が 1を法として一様分布しない.

以下, αが無理数である場合を考える. hを 0ではない任意の整数とする. す

ると, ∣∣∣∣∣
N−1∑
n=0

e2πihαn

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣e2πihαN − 1

e2πihα − 1

∣∣∣∣ ≤ 2

|e2πihα − 1|

より, (2.3)が成立する. ここで, e2πihα − 1 ̸= 0であることに注意する. よっ

て, Weylの判定法により, (nα)n≥0 は 1を法として一様分布する.

3 エルゴード理論と一様分布論

※本章では結果のみ紹介する. 証明については, 例えば [5]を参照のこと.

以下, 本章では (X,B, µ)を, コンパクト距離空間X 上の確率空間とする. た

だし, BをX 上の Borel集合全体のなす集合とする.

定義 3.1. 写像 T : X → X を考える.

(1) T が (µに関して)measure-preservingとは,

(∀A ∈ B)に対して µ(T−1A) = µ(A)となることである. µが T -invariantと

も言う.

(2) T が ergodicとは, µが measure-preservingかつ, 以下が成立することで

ある: (∀A ∈ B)に対して, T−1A = Aならば, (µに関して)µ(A) = 0または

µ(A) = 1.

例 3.1. αを実数とする. Rα : [0, 1] → [0, 1]をRα(x) := {x+α}により定義
する. このとき, Rα が [0, 1]上の Lebesgue測度に関して ergodicであるため

の必要十分条件は, αが無理数となることである.
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前章でのべた等差数列の小数部分は, 例 3.1 の Rα と関連がある. 実際,

x ∈ [0, 1]に対して, Rn
α(x) = {x+ nα}となる.

エルゴード理論の典型的な結果である Birkhoffの定理を述べる.

定理 3.1 (Birkhoffの定理). T : X → Xを (X,B, µ)に関して ergodicな写像

とする. また, f : X → Cを µに関する可積分関数とする. すると, µ-almost

everywhereな x ∈ X に対して,

lim
N→∞

1

N

N−1∑
n=0

f(Tn(x)) =

∫
X

f(x)dµ(x) (3.1)

が成立する.

補足 2. Birkhoffの定理 (定理 3.1)において, X = [0, 1]かつ µが [0, 1]上の

Lebesgue測度の場合を考える. x ∈ [0, 1]に対して, xn = Tn(x)とおく. 補足

1にある通り, 0ではない任意の整数 hに対して (2.3)が, (Lebesgue測度の意

味で)ほとんどすべての x ∈ [0, 1]に対して成立する. すなわち, 例外集合の

測度が 0である. よって, 測度が 0の集合の可算和も測度が 0のため, ほとん

どすべての x ∈ [0, 1]に対して, Weylの判定法 (定理 2.1)の 3番目の条件が

成立するので, (Tn(x))n≥0 は 1を法として一様分布する.

系 3.1. αを無理数とする. すると, 任意の x ∈ [0, 1]に対して, (Rn
α(x))n≥0

は 1を法として一様分布する.

Proof. x, y ∈ [0, 1] に対して, (Rn
α(x))n≥0 が 1 を法として一様分布するこ

とと, (Rn
α(y))n≥0 が 1を法として一様分布することは同値である. よって,

0 ≤ a < b ≤ 1を満たす有理数 a, bに対して,

f(x) :=

1 (x ∈ [a, b)),

0 (x ̸∈ [a, b))

として Birkhoffの定理 (定理 3.1)を用いると, 系 3.1が従う.

例 3.2. aを 2以上の整数とする. 写像 Ta : [0, 1] → [0, 1]を Ta(x) := {ax}
により定義する. このとき, Ta は [0, 1]上の Lebesgue測度に関して ergodic

である.

x ∈ [0, 1)および n ≥ 0に対して, {anx} = Tn
a (x)であることを帰納的に証明

できる.

実際に, n = 0のときは明らかである. 次に, nのときに成立すると仮定する.

anx = ⌊anx⌋+ {anx} = ⌊anx⌋+ Tn
a (x)の両辺を a倍すると,

an+1x = a⌊anx⌋+ aTn
a (x)

となります. a⌊anx⌋が整数のため, 小数部分を考えると

{an+1x} = {aTn
a (x)} = Tn+1

a (x)
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となる. この変形は, aが整数だからこそ成立する. aが一般の実数の場合,

a⌊anx⌋ が整数とは限らないことに注意する. Birkhoffの定理 (定理 3.1)およ

び補足 2 により, Lebesgue測度に関してほとんどすべての実数 x ∈ [0, 1]に

関して (anx)n≥0 は 1を法として一様分布する.

4 等比数列 (ξαn)n≥0に関する一様分布論

4.1 ほとんどすべての実数 ξに関する結果

等差数列が 1を法として一様分布するための必要十分条件は, 公差が無理

数となることであった. 一方, 等比数列 ξαn (n = 0, 1, . . .)に関しては, 1を法

として一様分布するかどうかの判定は一般には難しい. また, 前章で述べた通

り, 等比数列の小数部分は, 一般には反復写像によって扱うことができないた

め, Birkhoffの定理 (定理 3.1)を応用できない. しかし, ほとんどすべての実

数に関する結果 (metricalな結果と呼ぶ)については, Weylによって証明され

ている.

定理 4.1 (Weyl[17]). (xn)n≥0 を実数列とする.

lim inf
n→∞

(xn+1 − xn) > 0

であると仮定する. すると, (Lebesgue測度の意味で)ほとんどすべての実数

ξに対して, (ξxn)n≥0 は 1を法として一様分布する.

定理 4.1から, 以下が導かれる.

系 4.1. αを 1より大きい実数とする. すると, (Lebesgue測度の意味で)ほ

とんどすべての実数 ξに対して, (ξαn)n≥0 は 1を法として一様分布する.

系 2.1の場合, 等差数列 (nα)n≥0 の小数部分が一様分布するための必要十

分条件が述べられている. しかし, 系 4.1の場合, どのような ξ に対して等比

数列 (ξαn)n≥0の小数部分が一様分布するかについて, 一般に記述することは

難しい. αが 2以上の自然数 aである場合は, ξが a進展開において正規数で

あることと同値であることがWallにより証明された. さて, 正規数の定義を

述べる. 次の定義では, 実数 ξの a進展開を

ξ =
∑
n≥0

tn(a; ξ)

an

と書くことにする. ただし, t0(a; ξ) = ⌊ξ⌋であり, n ≥ 1に対して tn(a; ξ) ∈
{0, 1, . . . , a−1}とする. ここで,無限に多くのn ≥ 1に対して, tn(a; ξ) ≤ a−2

とする. 例えば, a = 10, ξ = 0.1のとき, ξの 10進展開として 0.09999 . . .を採

用せず, 0.10000 . . .を用いる. なお, ξの a進展開を考察していることが明らか
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な場合, tn(a; ξ)を単に tnと書く. 通常のa進展開の記法通り, ξ = (t0.t1t2 . . .)a

などと書く.

また, ℓ ≥ 1に対して, 0, 1, . . . , a− 1の数字を ℓ個並べた文字列 v1v2 · · · vℓ
のことを, A = {0, 1, . . . , a− 1}をアルファベットに持つ長さ ℓのワードと呼

ぶ. ワード v1v2 · · · vℓ を単に vと書く. さらに, N ≥ 1に対して,

λ(ξ, v;N) = Card{1 ≤ n ≤ N | tn(a; ξ)tn+1(a; ξ) · · · tn+ℓ−1(a; ξ) = v}

とおく. すなわち, λ(ξ, v;N)は ξの a進展開において連続する ℓ個の digitに

vが現れる回数を表している. Aをアルファベットにもつ長さ ℓのワードは合

計 aℓ通りある. ξが a進展開において正規数であるとは, ξの a進展開におい

て, 長さ ℓの各ワードが均等に 1/bℓずつの割合で出現するということである.

定義 4.1. ξを実数とする. また, aを 2以上の整数とする.

ξが a進展開において正規数であるとは, 以下が成立することである:

任意の正整数 ℓおよび A = {0, 1, . . . , a − 1}をアルファベットに持つ長さ ℓ

の任意のワード vに対して,

lim
N→∞

1

N
λ(ξ, v;N) =

1

aℓ
.

定理 4.2 (Wall[14]). ξを実数とする. また, aを 2以上の整数とする.

このとき, 以下の 2条件は同値である:

1. (ξan)n≥0 は 1を法として一様分布する.

2. ξは a進展開に関して正規数である.

等差数列の場合, (nα)n≥0 の小数部分が一様分布しないような (例外集合

の)αを考察する. このとき, αは有理数であるため, 等差数列の小数部分は

周期的となる. 一方, 公比が 1より大きい実数 αである等比数列を考察する.

(ξαn)n≥0 の小数部分が一様分布しないような (例外集合の)ξ には, 興味深い

数も含まれる. このような例外集合を考察することが本プリントの目標であ

る. なお, 各公比 α > 1に対して, 例外集合は空集合ではないことが知られて

いる.

なお, 公比ではなく初項 ξ を固定する場合も, (Lebesgue測度の意味で)ほ

とんどすべての実数 α > 1に対して (ξαn)n≥0の小数部分が一様分布する. こ

の事実は, Koksmaによる判定法 [9](具体的な内容は割愛)によって得られる.

4.2 例外集合

4.1節で述べた通り, α > 1を固定するとき, 等比数列 (ξαn)n≥0の小数部分

が一様分布しないような (例外集合の)ξについて考察する. そのために, Pisot

数などの用語を導入する. αを複素数とする. αが代数的数とは, 0ではない
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f(X) ∈ Z[X]が存在して, f(α) = 0となることである. f(α) = 0を満たす多

項式 f(X) = adX
d + ad−1X

d−1 + · · ·+ a0 ∈ Z[X] (ad ̸= 0)で, 次数最小, な

おかつ ad > 0と gcd(ad, ad−1, . . . , a0) = 1(最大公約数)を満たすものが唯一

つ存在する. この唯一つの多項式を αの最小多項式と呼ぶ. αの最小多項式

を Pα(X)で表す. Pα(X)の次数を αの次数と呼び, Pα(X) = 0の根を αの

共役と呼ぶ1. 例えば, α = 1/
√
3は次数 2の代数的数であり, 最小多項式は

3X2 − 1である (環論や体論で学ぶ最小多項式とは少し定義が異なるので注

意). また, αの共役は ±1/
√
3である. また, αが代数的整数とは, 最高次係

数が 1である (monicな)f(X) ∈ Z[X]が存在して, f(α) = 0となることであ

る. 実は, 代数的数 αに対して, αが代数的整数となることと, αの最小多項

式 Pα(X)が monicであることは同値である. よって,
√
3は代数的整数であ

るが, 1/
√
3は代数的整数ではないことがわかる.

なお, 代数的数ではない複素数のことを超越数と呼ぶ (7章で用いる).

定義 4.2. α > 1を代数的整数とし, その共役を α1 = α, α2, . . . , αd とする.

(1) αが Pisot数であるとは, 2 ≤ i ≤ dなる任意の iに対して |αi| < 1となる

ことである.

(2) αが Salem数であるとは, 以下が成立することである: 2 ≤ i ≤ dなる任

意の iに対して |αi| ≤ 1かつ, 2 ≤ j ≤ dなる j が存在して, |αj | = 1.

例 4.1. (1) 2以上の整数 bは Pisot数である. また, (
√
5+ 1)/2は Pisot数で

ある.

(2) X4 −X3 −X2 −X + 1 = 0の解 αで, α > 1を満たすものは唯一つ存在

するが, これは Salem数である.

命題 4.3. αを Pisot数とする. このとき, limn→∞ ∥αn∥ = 0が成立する.

Proof. α = α1, α2, . . . , αd を αの共役とする. すると, 非負整数 nに対して,

αn
1 + αn

2 + · · ·+ αn
d ∈ Zである. よって, αは Pisot数であるため

lim
n→∞

∥αn∥ = lim
n→∞

∥αn
2 + · · ·+ αn

d∥ = 0

である.

なお, Salem数に関しては, 以下の事実が知られている (証明は割愛).

命題 4.4. αは Salem数であるとする. このとき, ({αn})n≥0 は [0, 1]におい

て稠密である. しかし, (αn)n≥0 は 1を法として一様分布しない.

例外集合の元 ξ に対して, (ξαn)n≥0 は 1を法として様々な挙動をとる (命

題 4.3および命題 4.4では ξ = 1). 特に, αが Pisot数であるとき, 等比数列

と最短整数の距離 ∥ξαn∥を考察する. すると, 最大極限点 lim supn→∞ ∥ξαn∥
が興味深い挙動を示すことが判明した. 特に, この最大極限点は Lagrange

1複素共役と区別するときは Galois 共役と呼ぶ
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spectrumと呼ばれる対象と類似した性質を持つことが分かったので, 7章で

紹介する. そのために, 5章で連分数および連分数展開における正規数を紹介

し, さらに 6章で badly approximable numberと Lagrange spectrumについ

て紹介する.

5 連分数および連分数展開における正規数

5.1 連分数の定義と有理近似誤差

aを 2以上の整数とする. 3章で定義した通り, x ∈ [0, 1)に対して, Ta(x) :=

{ax}とおく. すると, 実は ξ ∈ [0, 1)の a進展開
∑

n≥1 tn/a
n における digit

は, 以下のように求めることができる: tn = ⌊aTn
a (ξ)⌋. 本章では, ガウス写像

を通じて, 実数の正則連分数展開を定義する. この展開は, 実数の有理近似と

関連が深い. ここでは, 簡略化のため無理数の正則連分数展開のみ考察し, 以

下連分数は正則連分数のことを表す.

ガウス写像 TG : [0, 1] → [0, 1]を以下のように定義する: x ∈ [0, 1]に対し

て, TG(x) := {1/x}. 簡略化のため, I ′ := [0, 1]\Qと置く. x ∈ I ′ に対して,

(an)n≥0 = (an(x))n≥0 を以下のように定義する:

an(x) :=

⌊
1

Tn−1
G (x)

⌋
.

ここで, 任意の n ≥ 1に対して an(x)は正整数であることに注意する.

x = lim
n→∞

1

a1 +
1

a2 +
1

. . . +
1

an

= lim
n→∞

pn
qn

(5.1)

が成立することが知られている. ただし, pn/qn = pn(x)/qn(x)は既約分数と

する. pn/qn を xの n次近似連分数と呼ぶ. 等式 (5.1)を,

x =
1

a1 +
1

a2 +
1

a3 +
.. .

で表す. 連分数展開と実数の有理近似は, 次の定理のような関連がある:

定理 5.1. x ∈ I ′ とする. (1) 任意の n ≥ 1に対して,∣∣∣∣x− pn
qn

∣∣∣∣ < 1

q2n
.

(2) a/b ∈ Q (a, b ∈ Z, b ≥ 1)とする.∣∣∣x− a

b

∣∣∣ < 1

2b2
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ならば, n ≥ 1が存在して, a/b = pn/qn.

定理 5.1により, 実数の有理数による近似誤差と, 実数の連分数展開は密接

に関連がある. したがって, 連分数展開における digitの列 (an(x))n≥1の挙動

が重要である. では, 実数 xに対して digitの列 (an(x))n≥1 はどのような挙

動を示すであろうか. 次の節で, metricalな結果を述べる.

5.2 連分数展開における正規数

実数の a進展開における正規数と同様に, 実数の連分数展開における正規

数も定義することができる. そのために, ガウス写像に対する不変測度を紹介

する.

[0, 1]上の Borel可測集合A ∈ Bに対して, µG(A)(AのGauss測度)を以下

のように定義する;

µG(A) :=
1

log 2

∫
A

1

1 + x
dx.

Gaussは 1845年に, µGが TG-invariantな確率測度であることを発見した. な

お, TG は µG に関して ergodicである.

さて, ℓ ≥ 1に対して, 正整数を ℓ個並べた文字列 v = v1 . . . vℓ を Z+ をア

ルファベットにに持つ長さ ℓのワードと呼ぶ. これに対して, I ′ の部分集合

C[v]を以下のように定める.

C[v] := {x ∈ I ′ | v = a1(x)a2(x) · · · aℓ(x)}.

a進数における正規数の定義では, ワード vの出現率を b−ℓで定義したが, 連

分数における正規数の定義ではワード vの出現率を µG(C[v])で定義する.

定義 5.1. x ∈ I ′ とする. xが連分数展開において正規数であるとは, 以下が

成立することである: 任意の ℓ ≥ 1, および Z+ をアルファベットにに持つ長

さ ℓの任意のワード vに対して,

lim
N→∞

1

N
Card{1 ≤ n ≤ N | an(x)an+1(x) · · · an+ℓ−1(x) = v} = µG(C[v])

が成立する.

定理 5.2. µGの意味で (したがって Lebesgue測度の意味で)ほとんどすべて

の x ∈ I ′ に対して2, xは連分数展開において正規数である.

Proof. v を Z+ をアルファベットにに持つ長さ ℓのワードとする. 非負整数

mに対して,

Tn
G(x) =

1

am+1 +
1

am+2 +
1

am+3 +
.. .

2µG([0, 1] ∩ Q) = 0 より, 無理数のみを考察する
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である. よって, 正整数 n に対して, an(x)an+1(x) · · · an+ℓ−1(x) = v と

Tn−1(x) ∈ C[v]は同値である. x ∈ [0, 1]に対して,

f(x) =

1 x ∈ C[v]

0 その他の x

とおく. Birkhoffの定理 (定理 3.1)により, ほとんどすべての x ∈ I ′に対して

lim
N→∞

1

N
Card{1 ≤ n ≤ N | an(x)an+1(x) · · · an+ℓ−1(x) = v}

= lim
N→∞

1

N

N−1∑
n=0

f(Tn(x))

=

∫
X

f(x)dµG(x) = µG(C[v])

が成立する. Z+をアルファベットにに持つ長さ ℓのワード全体の集合は可算

集合であるため, 定理 5.2が示された.

系 5.1. j を正整数とする. すると, µG の意味で (したがって Lebesgue測度

の意味で)ほとんどすべての x ∈ I ′に対して, digitの列 (an(x))n≥1に jが現

れる頻度は
2 log(1 + j)− log j − log(2 + j)

log 2

である.

Proof. 長さ 1 のワード j を考えると, C[j] = ((j + 1)−1, j−1)\Q である.

よって,

µG([j]) =
1

log 2

∫ 1/j

1/(j+1)

1

1 + x
dx

=
2 log(1 + j)− log j − log(2 + j)

log 2

である. したがって, 定理 5.2より系 5.1が示された.

連分数展開において, 正規数ではない x(例外集合)の中にも興味深い数があ

る. 次の章では badly approximable numberと呼ばれる数について紹介する.

6 Badly approximable numberとLagrange spec-

trum

6.1 Badly approximable numberと有理近似

この章では, 5章と同じ記法を用いる. 特に, x ∈ I ′ の連分数展開における

digitを (an(x))n≥1 と書く.
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定義 6.1. x ∈ I ′ とする. (an(x))n≥1 が有界な数列となるとき, xが badly

approximable numberという.

Badly approximable numberについて解説するために, 定理 5.1を詳細に

したものを紹介する. そのために, 正整数の無限列 (bn)n≥1 及び非負整数 b0

に対して,

[b0; b1, b2 . . . , bn] := b0 +
1

b1 +
1

b2 +
1

. . . +
1

bn

,

[b0; b1, b2, b3, . . .] := b0 +
1

b1 +
1

b2 +
1

b3 +
.. .

という記号を用いる.

定理 6.1 (Perron, 1921). x ∈ I ′とする. また, n ≥ 1とする. このとき, xと

n次近似分数 pn/qn の誤差は以下のように与えられる:

q2n

∣∣∣∣x− pn
qn

∣∣∣∣ = 1

[0; an, an−1 · · · , a1] + [an+1; an+2, an+3, . . .]
. (6.1)

定理 6.1および定理 5.1の (2)より, 以下が分かる:

系 6.1. x ∈ I ′ とする. すると, xが badly approximableであるための必要

十分条件は, ある正定数 C が存在して, 以下が成立することである. 任意の有

理数 a/b (a, b ∈ Z, b ≥ 1)に対して,

b2
∣∣∣x− a

b

∣∣∣ ≥ 1

C
. (6.2)

具体例として, Hurwitzに依る結果を紹介する: x = (1 +
√
5)/2の場合を

考える. εを任意の正の実数とするとき,

b2

∣∣∣∣∣1 +
√
5

2
− a

b

∣∣∣∣∣ ≤ 1√
5 + ε

を満たす有理数 a/bは有限個である. 一方, 任意の x ∈ I ′ に対して,

b2
∣∣∣x− a

b

∣∣∣ ≤ 1√
5

を満たす有理数 a/bは無限に多く存在する.

以上を踏まえて, badly approximable number xに対して, 以下で定義され

る ρ(x)の値を考察する:

sup

{
D > 0

∣∣∣∣無限に多くの有理数 a

b
に対し,

∣∣∣x− a

b

∣∣∣ < 1

Db2

}
.
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例えば, ρ((1 +
√
5)/2) =

√
5 である. また, 任意の badly approximable

number xに対して, ρ(x) ≥
√
5である.

一方,

b2
∣∣∣x− a

b

∣∣∣ = b|bx− a|

において, |bx− a| = ∥bx∥を満たすような整数 aを取る. すると, ρ(x)は, 以

下のように言い換えられる:

ρ(x) :=
(
lim inf
n→∞

n∥nx∥
)−1

.

Badly approximable numberに対する ρ(x)全体の集合

L = {ρ(x) | x(∈ I ′)は badly approximable number}

は Lagrange spectrumと呼ばれる. これは [
√
5,∞)の部分集合であるが, 幾

何学的に興味深い集合であることが知られている. Lagrange spectrumに関

して知られている結果を次の節で紹介する.

6.2 Lagrange spectrumに関連する結果

まずは, Lの位相的な性質を紹介する.

定理 6.2 (Cusick[3]). Lは Rにおける閉集合である.

次に, Lにおいて, discrete partと呼ばれる部分集合を紹介する.

定理 6.3 (Markoff[10]). L ∩ [
√
5, 3)は離散集合である. また, 3 ∈ Lは Lの

最小の集積点である. さらに, L ∩ [
√
5, 3)は以下のように記述することがで

きる:

L ∩ [
√
5, 3) =

{√
9− 4

z2n

∣∣∣∣∣ n = 0, 1, . . .

}

=

{
√
5 <

√
8 <

√
221

5
< · · ·

}
.

ただし, (zn)n≥0 はMarkoff数, すなわち, 以下の性質を満たす正整数である:

正整数 x, y(x ≤ y ≤ zn)で x2 + y2 + z2n = 3xyznを満たすようなものが存在

する.

定理 6.3とは対比的に, Hall[7]は [6,∞) ⊂ Lであることを示した (特に, L
には区間が含まれ, Hall’s rayと呼ばれる). この結果の精密化を紹介する.

定理 6.4 (Frĕıman[6]). L ⊃ [c,∞)を満たす最小の実数 cF は

cF =
2221564096 + 283748

√
462

491993569
= 4.527829566 . . .

である.
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最後に, discrete partとHall’s rayの中間部分を説明するために, Hausdorff

次元を考察する. ここではHausdorff次元の詳細な定義は述べないが, Rの部
分集合の大きさを測るものである. Rの部分集合 Sに対して, その Hausdorff

次元を dH(S)と書く. すると, 0 ≤ dH(S) ≤ 1であり, Sが可算集合の場合は

dH(S) = 0である. また, S の Lebesgue測度が正の場合は dH(S) = 1であ

る. さて, t ≥
√
5に対して, d(t) := dH(L ∩ [3, t])と置く.

定理 6.5 (Moreira[11]). (1) 任意の正の実数 εに対して, d(3+ ε) > 0である.

(2) d(
√
12) = 1である. ※

√
12 = 3.4641016151377 . . ..

(3) d(t)は tに関する連続関数である.

定理 6.2, 定理 6.3および定理 6.4の類似が等比数列に関する一様分布に対

しても成立する, という結果が論文 [1]の主な内容である. 詳細は 7章で解説

する.

7 等比数列の小数部分に関するLagrange spectrum

の類似

本章の結果を述べる前に, 単数の定義を述べる: 代数的整数 αが単数である

とは, 最小多項式 Pα(X)の定数項が 1または −1となることと定義する. 実

は, 代数的整数 αに対して, αが単数であることと, α−1が代数的整数である

ことは同値な条件である.

4章と同様に等比数列 (ξαn)n≥0に関する一様分布論を考察する. 本章では

公比 α > 1を固定する. 系 4.1によると, Lebesgue測度の意味でほとんどす

べての実数 ξ に対して, (ξαn)n≥0 は 1を法として一様分布するのであった.

この例外集合の元 ξに対して, 1を法とした (ξαn)n≥0の挙動を調べる. 特に,

最大極限点 lim supn→∞ ∥ξαn∥について考察する. 最大極限点全体を集めた

集合 L(α)を以下のように定義する:

L(α) :=
{
lim sup
n→∞

∥ξαn∥ | ξ ∈ R
}
.

L(α)は区間 [0, 1/2]の部分集合である. 実は, αが Pisot数のとき, L(α)に興
味深い性質が成立する. 特に, α(> 1)が整数, または単数で次数が 2のもの

(2次の単数と呼ぶ)3のとき, L(α)は Lagrange spectrum Lと類似の性質を持
つということが判明した. 以下, 論文 [1]の結果を述べる. まず, 一般の Pisot

数 αに対して成立する性質を紹介する:

定理 7.1. αが Pisot数のとき, L(α)は区間 [0, 1/2]の閉部分集合である.

31 より大きい 2 次の単数は Pisot 数である.
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次に, αが 2以上の整数 aまたは 2次の単数,つまりX2−bX±1 = 0(b ∈ Z)
の場合を考える. 技術的な理由により, α > 3という条件を仮定する. すると,

後者に対しては, α = (b+
√
b2 ∓ 4)/2である. また, αの共役を α, α2と書く

と, α2 = ±α−1 である. さて, L(α)の Discrete partに関する結果を述べる.

まず, αが 2以上の整数の場合を考える. 非負整数 kに対して,

E(k)(X) :=
1 +X2k − (1−X)

∏k−1
m=0(1−X2m)

2X(1 +X2k)

とおき,

E(X) :=
1− (1−X)

∏∞
m=0(1−X2m)

2X

とおく. 次の定理の証明には, Dubickas[4]によるアイディアを本質的に用い

る. 特に, 最小の極限点は Dubickas[4]によって得られた.

定理 7.2. aを 2以上の整数とする. すると, L(a) ∩ [0, a−1E(a−1))は離散集

合である. また, a−1E(a−1)は L(a)の最小の集積点である. さらに, discrete

partを以下のように記述することができる:

L(a) ∩
[
1

a
E

(
1

a

))
=

{
1

a
E(k)

(
1

a

) ∣∣∣∣ k = 0, 1, 2, . . .

}
.

次に, αが 2次の単数の場合を考える. 簡単のために, αの共役が α−1の場

合のみを記述するが, αの共役が−α−1の場合も同様の結果が成立する. α > 3

は α2 − bα+ 1 = 0を満たすとする. ただし, bは正整数とする. さて, α > 3

は α2 − bα+ 1 = 0を満たすとする. ただし, bは正整数とする. このとき, 実

は以下の等式が成立する:

1

1 + α
=

1

1 + b− 1

b− 1

b− 1

. . .

(7.1)

さて, (7.1)の右辺を [0; 1 + b, b, b, b, . . .]neg と書くことにする. また, (7.1)の

右辺を n番目の箇所で打ち切ったものを

Pn

Qn
:= [0; 1 + b, b, b, b, . . . , b︸ ︷︷ ︸

n

]neg

と書く. さらに,

p2n
q2n

=
Pn

Qn
,

p2n−1

q2n−1
=

Pn−1 + Pn

Qn−1 +Qn

とおく. すると, L(α)の discrete partはこの有理数 pn/qnを使って書くこと

ができる.
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定理 7.3. α > 3は α2 − bα+1 = 0を満たすとする. ただし, bは正整数とす

る. すると, L(α)∩ [0, (1+α)−1)は離散集合である. また, (1+α)−1は L(α)
の最小の集積点である. さらに, discrete partを以下のように記述することが

できる:

L(α) ∩
[
0,

1

1 + α

)
=

{
pn
qn

∣∣∣∣ n = 0, 1, 2, . . .

}
.

補足 3. aを 2以上の整数とする. すると, 定理 7.2により, L(a)の最小の集
積点は a−1E(a−1)であった. さて, E(X)の定義には無限積

∏∞
m=0(1−X2m)

が用いられている. この無限積は, Mahler関数と呼ばれている特殊な関数で

ある. Mahler関数の特殊値の超越性に関する理論 (例えば, 文献 [12]を参照

のこと)により, a−1E(a−1)は超越数である.

一方, 定理 7.3に現れる最小の集積点 (1 + α)−1 は代数的数である. なお,

L(α)を考察するために, ∥ξαn∥に関する公式が論文 [1]に記述されている4.

次に, Hall’s rayの類似について考察する. 実は, αが整数の場合と 2次の

単数の場合で, 異なる結果が生じる.

定理 7.4. (1) aを 2以上の整数とする. すると, 任意の正の実数 δ に対して

dimH(L(a)∩ [0,−δ+ 1/2)) < 1である. 特に, L(a)のルベーグ測度は 0であ

り, L(a)は正の長さの区間を含まない.

(2) αを 2次の単数とし, α > 3と仮定する. すると, ある δ > 0が存在して,

[1/2− δ, 1/2] ⊂ L(α)である.
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