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—————————————————————————————————————————

実数 Rの部分集合A ⊂ Rに対して，M ∈ Rが任意の a ∈ Aに対して a ≤ M が成り立つとき，M は
Aの上界といい，A ⊂ {x ∈ R|x ≤ M}が成り立つ．上界が存在するとき，Aは上に有界という．
実数 Rの部分集合A ⊂ Rに対して，M ∈ Rが任意の a ∈ Aに対して a ≥ M が成り立つとき，M は

Aの下界といい，A ⊂ {x ∈ R|x ≥ M}が成り立つ．下界が存在するとき，Aは下に有界という．
実数 Rの部分集合A ⊂ Rが上に有界かつ下に有界であるとき，Aは有界という．
Aの下界全体の集合をL(A)と書き，Aの上界全体の集合をU(A)とかく．A ⊂ Rに対して，U(A) ̸= ∅

であれば，U(A)の最小値，L(A) ̸= ∅であれば，L(A)の最大値は必ず存在することを実数の連続性公理
という．U(A) ≠ ∅のとき，U(A)の最小値をAの上限といい，supAとかき，L(A) ̸= ∅のとき，L(A)

の最大値をAの下限といい，inf Aとかく．
—————————————————————————————————————————

実数列 {an}∞n=1が実数 αに収束するとは, 任意の ε > 0に対して, ある自然数N が存在し, n ≥ N な
らば |an − α| < εが成り立つことである. このことを論理記号を用いて表すと,

∀ε > 0, ∃N > 0 s.t. n ≥ N =⇒ |an − α| < ε

や
∀ε > 0, ∃N ∈ N, ∀n ∈ N [n ≥ N =⇒ |an − α| < ε]

のように書くことができる.

ただし、∀は「任意の」と読み、∃は「ある～が存在して」と読み、s.t.は、「～となるような・・・」と
読む。

演習問題

問題 1 [上界，下界]

πの小数展開に応じて以下の数列のなす集合 A = {3, 3.14, 3.141, 3.1415, · · · } を考える．U(A)と L(A)

を求めよ．
(答え) U(A) = {x ∈ R|x ≥ π}, L(A) = {x ∈ R|x ≤ 3}.

問題 2 [上限，下限]

2つの区間A,BをA = {x ∈ R|x ≤ 1}, B = {x ∈ R|x > 0}とする．このとき，次の各問に答えよ．

(1) 集合A \B, B \A, A ∩Bのそれぞれを求めよ．

(2) Aの上界の集合 U(A)と上限 supAを求めよ．

(3) Bの下界の集合 L(B)と下限 inf Bを求めよ．

(答え)

(1)A \B = A∩Bc = {x ∈ R|x ≤ 0} B \A = B ∩Ac = {x ∈ R|x > 0} A∩B = {x ∈ R|0 < x ≤ 1}
(2)U(A) = {x ∈ R|x ≥ 1} = [1,∞), supA = 1

(3)L(B) = {x ∈ R|x ≤ 0} = (−∞, 0], inf B = 0

問題 3 [上限，下限]

次の集合の上限，下限を求めよ．
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(1) A = {x ∈ R|3x+ 2 < 5}

(2) B = {x ∈ R|x2 ≤ 0}

(3) C = {x ∈ R|x3 > 27}

(答え)

(1) A = {x ∈ R|x < 1} = (−∞, 1), supA = 1, inf A = −∞
(2) B = {0}, supB = inf B = 0

(3) C = {x ∈ R|x > 3} = (3,∞), supC = ∞, inf C = 3.

問題 4 [上界，上限，下限，下界]

数列 {an}∞n=1を

a1 = 1, an =


2an−1 − 1

3
nが奇数

an−1 + 2

3
nが偶数

と定める．集合 {an|n ∈ N}の上限，下限を求めよ．
(答え) 教科書問 1,3,3の答えを見よ。

問題 5 [上限，下限]

上に有界な部分集合A ⊂ Rに対して，最大値maxAが存在すれば，上限 supAに一致することを示せ．

(答え) maxAは ∀x ∈ Aに対して、x ≤ maxAを満たす。よって、maxAは Aの上界である。よっ
て、上限の定義から supA ≤ maxAである。supAが Aの上界であり、maxA ∈ Aであることから、
maxA ≤ supAである。ゆえにmaxA = supAである。
(教科書問 1,3,4の答えも参照せよ)

問題 6 [ε-N 論法 1]

以下で与えられる実数列の極限値 αを推測したうえで, n ≥ N のとき |an − α| < 10−2を満たすような
自然数N はいくつ以上であればよいか調べよ.

(1) an = 2−n, (n = 1, 2, 3, . . .).

(2) an =
n

n+ 1
(n = 1, 2, 3, . . .).

(3) a1 = a, an+1 =
1

2
an + 1, (n = 1, 2, 3, . . .). ただし, aは実定数.

(答え) 教科書 問 6.3.1を見よ.

問題 7 [ε-N 論法 2]

実数列

an = 2 +
1

n2
, (n = 1, 2, 3, . . .)

を考える.

(1) n ≥ N のとき, |an − 2| < 10−4を満たすような自然数N を 1つ求めよ.

(2) lim
n→∞

an = 2であることを, ε-N 論法を用いて示せ.
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(答え)

教科書 例 6.2.1を見よ.

問題 8 [ε-N 論法 3]

an =
1

n
は 0に収束し、1に収束しないことを ϵ-N 論法を用いて示せ．

(答え)実数 ϵ > 0を任意にとる。ある
1

ϵ
< N となる自然数N をとる。このとき、∀n > N に対して、

|an − 0| = 1

n
<

1

N
< ϵ

となる。よって、an → 0となる。

ある実数 ϵ =
1

2
をとる。任意の自然数N に対して、n > N のとき、

|an − 1| = 1− 1

n
≥ ϵ =

1

2

となる。よって、anは 1に収束しない.

問題 9 [ε-N 論法 4]

次の数列 anは，任意の ϵに対してどれほど大きく自然数N を取れば ∀n > N に対して an < ϵとなるか？

(1) an =
n

n2 + 1

(2) an =
1

1 + en

(3) an =
n2 + n

3n3 + 1

(答え)

(1) ∀ϵ > 0をとる。
1

ϵ
< N となる自然数N をとる。このとき、∀n > N に対して |an| =

n

n2 + 1
<

1

n
<

1

N
< ϵである。

(2) ∀ϵ > 0をとる。log
1

ϵ
< N となる自然数N をとる。このとき、∀n > N に対して |an| =

1

1 + en
<

1

en
<

1

eN
< ϵである。

(3) ∀ϵ > 0をとる。
2

3ϵ
< N となる自然数 N をとる。このとき、∀n > N に対して |an| =

n2 + n

3n3 + 1
<

n2 + n2

3n3
=

2

3n
<

2

3N
< ϵである。

問題 10 [ε-N 論法 5]

an =
1

2n + 3n
は 0に収束することを示せ．

(答え)

実数 ϵ > 0を任意にとる。ある log2
1

ϵ
< N となる自然数N をとる。このとき、∀n > N に対して、

|an − 0| = 1

2n + 3n
<

1

2n
<

1

2N
< ϵ

となる。よって、an → 0となる。
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問題 11 [ε-N 論法 6]

an = (−1)nはどこにも収束しないことを示せ．

(答え)

教科書 問 6.3.2を見よ.

問題 12 [ε-N 論法 7]

実数列

an =
3n− 1

3n+ 1
, (n = 1, 2, 3, . . .)

を考える.

(1) n ≥ N のとき, |an − 1| < 10−2を満たすような自然数N を 1つ求めよ.

(2) n ≥ N のとき, |an − 1| < 10−4を満たすような自然数N を 1つ求めよ.

(3) lim
n→∞

an = 1であることを, ε-N 論法を用いて示せ.

(答え) (1) 67 (実際は 67以上の任意の自然数であればよい. 以下も同様).

(2) 667.

(3) 任意の ε > 0に対して,

N = max

{
1,

[
2

3ε
− 1

3

]
+ 1

}
と選べばよい.

発展問題 13 [ε-N 論法 8]

正数 k > 1に対して, 以下の命題は同値であることを示せ:

∀ε > 0, ∃N1 ∈ N, ∀n ∈ N [n ≥ N1 =⇒ |an − α| < ε]. (1)

∀ε > 0, ∃N2 ∈ N, ∀n ∈ N [n ≥ N2 =⇒ |an − α| < kε]. (2)

(答え) (1)=⇒(2)を示す.

任意の ε > 0に対して, N2 = N1と選ぶと,

n ≥ N2 =⇒ |an − α| < ε < kε

が成り立つ.

(2)=⇒(1)を示す.

(2)の命題は,

∀η > 0, ∃N2(η) ∈ N, ∀n ∈ N [n ≥ N2(η) =⇒ |an − α| < kη]

と書くことができる. ここで, 任意の ε > 0に対して, ηを ε/kと置き直すと, ある自然数N2(ε/k)が決
まって,

n ≥ N2(ε/k) =⇒ |an − α| < k · ε/k = ε

が成り立つ. 従って, N1 = N2(ε/k)と選ぶと,

n ≥ N1 =⇒ |an − α| < ε

が成り立つ.
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発展問題 14 [ε-N 論法 9]

以下の命題は同値であることを示せ:

∀ε > 0, ∃N1 ∈ N, ∀n ∈ N [n ≥ N1 =⇒ |an − α| < ε]. (3)

∀ε > 0, ∃N2 ∈ N, ∀n ∈ N [n ≥ N2 =⇒ |an − α| ≤ ε]. (4)

(答え) (3)=⇒(4)を示す. 任意の ε > 0に対して, N2 = N1と定めれば,

n ≥ N2 =⇒ |an − α| < ε =⇒ |an − α| ≤ ε

が成り立つ.

(4)=⇒(3)を示す. (4)の命題は,

∀η > 0, ∃N2(η) ∈ N, ∀n ∈ N [n ≥ N2(η) =⇒ |an − α| ≤ η]

と書くことができる. ここで, 任意の ε > 0に対して, ηを ε/2と置き直すと, ある自然数N2(ε/2)が決
まって,

n ≥ N2(ε/2) =⇒ |an − α| ≤ ε/2

が成り立つ. 従って, N1 = N2(ε/2)と選ぶと,

n ≥ N1 =⇒ |an − α| ≤ ε/2 < ε

が成り立つ.
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