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第4回 (’25年 10月 22日：Keywords · · · 単体複体のホモロジーと胞体複体)

(目標)先週定義した単体複体のホモロジーの計算に習熟する。

単体複体のホモロジーを一般化し、胞体複体の定義を行う。

4.1 単体複体のホモロジーの計算例

例 4.1. ∂σ2のホモロジーを計算する。その単体複体ををKとする。頂点をv0, v1, v2

とする。また、これは S1の単体分割でもあり、S1のホモロジーを計算すること

にも相当する。

(1) C0(K) = Z⟨v0⟩ ⊕ Z⟨v1⟩ ⊕ Z⟨v2⟩, C1(K) = Z⟨v0v1⟩ ⊕ Z⟨v1v2⟩ ⊕ Z⟨v0v2⟩、
Ci(K) = 0 for i ≥ 2

(2) ∂i = 0 i ̸= 2であり、i ≥ 2においてHi(K) = 0

(3) ∂1⟨v0v1⟩ = ⟨v1⟩ − ⟨v0⟩、 ∂1⟨v1v2⟩ = ⟨v2⟩ − ⟨v1⟩, ∂1⟨v0v2⟩ = ⟨v2⟩ − ⟨v0⟩　 ∂1の

表現行列とその簡約化は−1 0 −1
1 −1 0

0 1 1

⇝
−1 0 −1

0 −1 −1
0 1 1

⇝
−1 0 −1

0 −1 −1
0 0 0


となる。Z1(K) = Ker(∂1) = Z⟨−⟨v0v1⟩ − ⟨v1v2⟩ + ⟨v0v2⟩⟩, B0 = Z(⟨v1⟩ −
⟨v0⟩) + Z(⟨v2⟩ − ⟨v1⟩)よってH1(K) = H0(K) = Zでそれ以外のホモロジー
群は 0と計算できる。

演習 4.2. 図 1,2の示す平面上の単体分割のホモロジーを求めよ。
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図 1: 単体分割
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図 2: 単体分割

演習 4.3. 図 3の (1)の頂点の対応 vi 7→ viが示す単体写像を f とするとき、f∗ :

H∗(K)→ H∗(L)は同型を誘導することを示せ。(2)で一般に単体複体Kにおいて

Kの 1-単体とその両端の 0-単体を共有する 2-単体σとの和集合をL = K ∪ σとす
る。この時、同様に得られる単体写像 f : K → Lは同型H∗(K) → H∗(L)を導く

ことを示せ。
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図 3: 単体写像 f : K → L

注 4.4. 上の演習に加えてふた続きの 1-単体と σ2の 2つの 1-単体をくっつけたも

のもホモロジーに同型を導く。

このように、単体複体をできるだけ簡単な単体複体に変形することで効率よく

単体複体のホモロジーを計算することができる。

4.2 接着および胞体複体の定義

一般に、空間に空間を接着させることを考える。

定義 4.5. 空間対 (X,A)と空間Y に対して、連続写像φ : A→ Y をとる。同値関

係∼を x ∈ Aに対して x ∼ φ(x)とし、それ以外の点では同一視しないこととし

て自然な射影 π : X ⊔ Y → X ⊔ Y/∼ =: Zを与え、Zをその商位相空間とする。

このZのことをφで貼り合わせて得られる空間といい、ZをY ∪φXと書き、φを
その貼り合わせ写像という。
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貼り合わせて得られる空間Zにおいて、π|Y : Y ↪→ Zは単射であり、Y はZに

おいて像に同相である。同様にX \ A→ Zも単射であり、像に同相である。

いま扱っている空間は素性のよい空間である。特にハウスドルフ性は成り立っ

ていて欲しい。しかし、一般にハウスドルフ空間を連続写像で貼り合わせて得ら

れる空間はハウスドルフとは限らない。ここで貼り合わせる方法を限定的にする

必要がある。また、その時必ずハウスドルフ性を確約できる。

補題 4.6. X,Y をハウスドルフとし、A ⊂ Xをコンパクトとする。もし、A ⊂ X

に対して、A ⊂ U となるXのある開集合が存在し、U はAのレトラクトである

とする。つまり、連続写像 r : U → Aが存在し、r|A = idAであるものが存在する

ことである。このとき、φによって貼り合わせて得られる空間Y ∪φXはハウスド
ルフである。

Proof. z1, z2 ∈ Y ⊂ Zをとるとする。持ち上げ ẑ1, ẑ2 ∈ Y に対して、ẑ1 ∈ V1, ẑ2 ∈
V2が Y 上で存在して、V1 ∩ V2 = ∅となる。ここで、r−1φ−1(V1) ⊔ V1はX ⊔ Y
で開集合であり、Bi = π(r−1φ−1(Vi) ⊔ Vi) ⊂ Z とすると、πは商写像であり、

π−1(Bi) = r−1φ−1(Vi)⊔ Viであり、r−1φ−1(V1)⊔ Viは開集合であるからBi ⊂ Zは

開集合である。zi ∈ BiかつB1 ∩B2 = ∅である。他の場合も同様である。

例 4.7. Y = {p}とし、cp : A → {p}とし、{p} ∪cp X = X/Aである。X/Aは位

相空間XにおいてA ⊂ Xを 1点につぶして得られる商空間である。

命題 4.8. 空間対 (X,A)に対して、Aを閉集合とし、A ⊂ Uとなる開集合があり、

ホモトピーFt : X → Xで、Ft(U) ⊂ Uで、Ft|A = idA, F0 = idX , F1(U) ⊂ A と

なるものが存在するとする。連続写像φ : A→ Y によって貼り合わせて得られる

空間Y ∪φ Xに対して同型写像

H∗(X,A) ∼= H∗(Y ∪φ X,Y )

が成り立つ。

これはホモロジーの公理から成り立つ。

例 4.9. 空間 Y に閉円盤 (Dn, Sn−1)をφ : Sn−1 → Xを用いて貼り合わせたとき、

(Dn, Sn−1)において、Sn−1 ⊂ Uとなる開集合で、ホモトピーでSn−1にレトラク

トするものが存在するので

Hk(Y ∪φ Dn, Y ) ∼= Hk(D
n, Sn−1) =

Z k = n

0 k ̸= 0

が成り立つ。
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ここで有限胞体複体を定義する。

定義 4.10. X(0)を有限個の点集合 (離散位相)とする。X(n−1)まで定まったとし

て、kn個のn次元円盤Dn
1 , · · · , Dn

kn
に対して、連続写像φ

(n)
i : ∂Dn

i → X(n−1)が存

在して、X(n) = X(n−1) ∪φn
i
⊔kni=1D

n
i として定義する。この開円盤 D̊n

i の像を eni と

かき、胞体という。

位相空間XがこのようにしてX(n)に同相であるとき、Xを胞体複体といい、そ

の分割を

X = ∪ni=0 ∪
ki
j=1 e

i
j

とかいてXの胞体分割という。

例 4.11. 例えばS1は e0と e1の和によって胞体分割されているつまりS1 = e0∪ e1

となる。S2は e0と e2の和によって胞体分割されている。つまり S2 = e0 ∪ e2と
なる。

宿題演習 3.24, 演習 4.2(4,5), 演習 4.3(2)を解答せよ。
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