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第13回のまとめ

● 除算の計算量

● （拡張）Euclid互除法の計算量

● 中国剰余算法の計算量
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第14回の内容

● 高速乗算法：

Karatsuba（カラツバ）の乗算アルゴリズム

○ 整数の乗算アルゴリズム

○ 1変数多項式の乗算アルゴリズム
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Karatsuba（カラツバ）の乗算アルゴリズム
（整数編）
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10進2桁の整数の乗算
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● a = a1 a0 = a1 ∙ 10 + a0, a0 , a1 ∈ [0, … ,9]

● b = b1 b0 = b1 ∙ 10 + b0, b0 , b1 ∈ [0, … ,9]



通常の方法で乗算を行う
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(a1 ∙ 10 + a0) (b1 ∙ 10 + b0)

= a1 b1 ∙ 102 + (a1 b0 + a0 b1) ∙ 10 + a0 b0

1桁の整数の乗算: 4回



Karatsubaの方法で乗算を行う
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(a1 ∙ 10 + a0) (b1 ∙ 10 + b0)

= a1 b1 ∙ 102 + ((a1 – a0)(b0 – b1) + a1 b1 + a0 b0) ∙ 10 + a0 b0

1桁の整数の乗算: 3回



10進 2N 桁の整数の乗算 (N>0)
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通常の方法: O(N2)（👉第6回）



10進 2N 桁の整数の乗算 (N>0)
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Karatsubaの方法:

a = a1 ∙ 10N + a0, b = b1 ∙ 10N + b0

(0 ≦ a0, a1, b0, b1 < 10N )

ab ← a1 b1 ∙ 102N 
+ ((a1 – a0)(b0 – b1) + a1 b1 + a0 b0) ∙ 10N + a0 b0

N桁の整数の乗算: 3回



10進 2N 桁の整数の乗算 (N>0)
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Karatsubaの方法:

さらに (a1 – a0)(b0 – b1), a1 b1, a0 b0 の乗算を再帰的に

分割して行う

分割統治 (Divide and conquer)



Karatsuba乗算の計算量
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定理: 10進 n 桁の整数の乗算の計算量は O(nlg 3).

証明: 2n 桁の整数 a, b の乗算の計算量をT(2n)とす

る. ただし T(1) := 1. N := 2n–1 とする.

a = a1 ∙ 10N + a0, b = b1 ∙ 10N + b0

0 ≦ a0, a1, b0, b1 < 10N



Karatsuba乗算の計算量
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このとき

ab ← a1 b1 ∙ 102N 

+ ((a1 - a0)(b0 - b1) + a1 b1 + a0 b0) ∙ 10N + a0 b0

● 2n–1
 桁の整数乗算: 3回 ⇒ 計算量 3 T(2n–1)

● 2n 桁の整数加算: 4回 ⇒ 計算量 ≦ 8 ∙2n

よって、漸化式 T(2n) = 3 T(2n–1) + 8 ∙2n を解く



Karatsuba乗算の計算量
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「2n 桁の整数加算: 4回 」の内訳

ab ← a1 b1 ∙ 102N 

+ ((a1 – a0)(b0 – b1) + a1 b1 + a0 b0) ∙ 10N + a0 b0

a1 – a0, b0 – b1 : 2n–1 桁の加算2回 = 2n 桁の加算1回

((a1 - a0)(b0 - b1) + a1 b1 + a0 b0): 2n 桁の加算2回



Karatsuba乗算の計算量

14

ab ← a1 b1 ∙ 102N 

+ ((a1 - a0)(b0 - b1) + a1 b1 + a0 b0) ∙ 10N + a0 b0

☝実質的に2n 桁の加算1回

以上で2n 桁の加算4回分 ⇒ 計算量 ≦ 8∙2n)

a1 b1 102N

((a1 - a0)(b0 - b1) + a1 b1 + a0 b0) ∙ 10N

a0 b0 



Karatsuba乗算の計算量
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T(2n) = 3 T(2n-1) + 8 ∙2n 

= 3(3 T(2n-2) + 8 ∙2n-1) + 8 ∙2n 

= 32 T(2n-2) + (3 ∙8 ∙2n-1 + 8 ∙2n)

= 33 T(2n-3) + (32 ∙8 ∙2n-2 + 3 ∙8 ∙ 2n-1 + 8∙2n)

= ∙∙∙

= 3n T(20) + 8 (3n-1∙2 + 3n-2∙22 + ∙∙∙ + 30∙2n)



Karatsuba乗算の計算量
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T(2n) = 3 T(2n-1) + 8 ∙2n 

= 3n T(20) + 8 (3n-1∙2 + 3n-2∙22 + ∙∙∙ + 30∙2n)

よって T(2n) = 3n + 16 (3n – 2n) = 17∙3n – 16∙2n = 
O(3n)

T(1) = 1 公比 2/3 の等比数列の和
= 16 (3n - 2n)



Karatsuba乗算の計算量
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T(2n) = 3n + 16 (3n - 2n) = 17∙3n – 16∙2n = O(3n)

2lg n = n より T(n) = T(2lg n) = O(3 lg n) 

より



Karatsubaの乗算アルゴリズム
（1変数多項式編）
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Karatsubaの乗算アルゴリズム(1変数多項式)
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基本的な方法は整数の乗算と同じ

f(x) = f1(x) ∙ xN + f0(x), g(x) = g1(x) ∙ xN + g0(x)

(N = 2n, 0 ≦ deg(f1), deg(f0), deg(g1), deg(g0) < N )

のとき

f(x) g(x) ← f1(x) g1(x) x2N 

+ ((f1 – f0)(g0 – g1) + f1 g1 + f0 g0) ∙ xN + f0 g0



Karatsubaの乗算アルゴリズム(1変数多項式)
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Algorithm Karatsuba-poly (f, g)

入力: f(x) = f1(x) ∙ xN + f0(x), g(x) = g1(x) ∙ xN + g0(x)

N = 2n, 0 ≦ deg(f1), deg(f0), deg(g1), deg(g0) < N

出力: f(x) g(x)



Karatsubaの乗算アルゴリズム(1変数多項式)

21

Algorithm Karatsuba-poly (f, g)

1. if N = 1 then return f(x) g(x) (通常の多項式の積)
2.

a. a  ← Karatsuba-poly (f1, g1);
b. b ← Karatsuba-poly (f0, g0);
c. c ← Karatsuba-poly (f1– f0, g0 – g1);

3. return a x2N + (a + b + c ) xN + b;



Karatsuba乗算の計算量(1変数多項式)
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定理: N = 2n, f, g ∈ R[x], deg(f), deg(g) < n のとき

Karatsuba乗算による f と g の乗算の計算量

(R の四則演算の回数) は O(nlg 3).



第14回のまとめ

● 高速乗算法：

Karatsuba（カラツバ）の乗算アルゴリズム

○ 整数の乗算アルゴリズム

○ 1変数多項式の乗算アルゴリズム
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第15回の内容

● 高速乗算法：高速フーリエ変換 (FFT)

○ 離散フーリエ変換 (DFT)

○ 高速フーリエ変換 (FFT)

○ FFTを用いた1変数多項式の高速乗算法
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