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第7回のまとめ

● 可換環の基本的定義の復習

● Euclid互除法

● 拡張Euclid互除法
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第8回の内容

● 拡張Euclid互除法の性質

● 拡張Euclid互除法の応用

○ 法逆元 (modular inverse) の計算
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拡張Euclid互除法 
(The Extended Eucliean Algorithm; 
EEA) の性質 (§ 4.3) (p. 53)
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定理 4.25

● f, g ∈ R

● 剰余つき除算により，λ≧ 0 に対し，

r1, … , rλ,  rλ+1 および q1, … , qλ をEA, EEAと同様に

定める

● s0, … , sλ,  sλ+1 および t0, … , tλ, tλ+1 をEEAと同様に

定める
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定理 4.25: ri , qi の定義
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(g = 0 のとき λ = 0, g ≠ 0 のとき λ > 0)



定理 4.25: si , ti の定義

● s0 = 1, t0 = 0

● s1 = 0, t1 = 1

● si+1 = si-1 - si qi ,  ti+1 = ti-1 - ti qi (i = 1, … , λ )

(ri+1 , si+1 ,  ti+1) = (ri-1 , si -1,  ti-1) - qi (ri , si ,  ti)

● アルゴリズム EEA の出力：

(d, s, t) = (ri-1 , si -1,  ti-1)
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定理 4.25

● このとき、次が成り立つ:

a. (f g) t(si ti) = ri , (f g) Ti = (ri  ri+1)

b.  Ti = T0 Q1 Q2  …  Qi = Q1 Q2  …  Qi

c. 任意の i に対し d = gcd(ri, ri+1) = gcd(f, g)

d. det Ti = si ti+1– si+1 ti = (–1)i, 従って si ⊥ ti

e.  f = (–1)i (ri ti+1– ri+1 ti ), g =  (–1)i
  (si ri+1– si+1 ri )
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定理 4.25

● 証明

a. (f g) t(si ti) = ri , (f g) Ti = (ri  ri+1)

前回の定理 (EEA) 1. の通り

b.  Ti = T0 Q1 Q2  …  Qi = Q1 Q2  …  Qi

(帰納法) i = 0 のときは明らか

0, …, i までで成り立つとき

Ti  = Q1 Q2  …  Qi
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定理 4.25

● 証明

b. (続き) このとき

10



定理 4.25

● 証明

c. 任意の i に対し

d = gcd(ri, ri+1) = gcd(f, g)

前回の定理 (EA) a. の通り
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定理 4.25

● 証明

d. det Ti = si ti+1– si+1 ti = (–1)i, 従って si ⊥ ti

det(T0) = 1, det(Qi) = –1

b. よりTi = Q1 Q2  …  Qi

ゆえに det(Ti) = det(Q1 Q2  …  Qi) = (–1)i
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定理 4.25

● 証明

e.  f = (–1)i (ri ti+1– ri+1 ti ), g =  (–1)i
  (si ri+1– si+1 ri )

a. より (f g) Ti = (ri  ri+1)

これを f, g に関する連立1次方程式と見て、ク

ラメルの公式などで解くことで結論を得る
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4.7 法逆元 (modular inverse) の計算
(p. 60)
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法逆元 (modular inverse) の計算

● R: 可換環 (commutative ring)

● I ⊂ R: イデアル (ideal)

● R/I: 剰余環 (residue class ring)

● a ∈ R/I が単元のとき（⇔ 乗法の逆元をもつ）、そ

の逆元を計算する

● この計算に拡張Euclid互除法が有効
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定理 4.48（法逆元の計算）

● (R, d): Euclid整域, d: Euclid関数

● a, m ∈ R

● このとき a mod m が R/mR の単元

⇔ gcd(a, m) = 1

● さらに、このとき、EEAを用いて R/mR における a 

mod m の乗法の逆元 b を計算可能
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定理 4.48 の証明

a mod m が R/mR の単元

⇔ ∃ s ∈ Rs.t. s a ≡ 1 (mod m)

⇔ ∃ t ∈ R s.t. s a – 1 = t m

⇔ s a + t m = 1 (s, t はEEAにより計算可能）

⇔ gcd(a, m) = 1
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定理 4.48 の備考

EEA (a, m) の出力を (r, s, t) とするとき

● r = 1 ⇒ s mod m は R/mR における a mod m の

乗法の逆元

●  r ≠ 1 ⇒ a mod m は R/mR において単元ではな

く、 a mod m の乗法の逆元は存在しない
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例 4.49（法逆元の計算）

● R = Z, m = 29, a = 12

● m = 29 を法として a = 12 の逆元が存在すれば求

める
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例 4.49（法逆元の計算）

● (r, s, t) = EEA( m = 29, a = 12 ) を計算する

● (r0 , s0 , t0 ) = (29, 1, 0)

● (r1 , s1 , t1 ) = (12, 0, 1)

● (r2 , s2 , t2 ) = (r0 , s0 , t0 ) – q1 (r1 , s1 , t1 )

   = (29, 1, 0) – 2 × (12, 0, 1)

= (29, 1, 0) – (24, 0, 2) = (5, 1, –2)
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例 4.49（法逆元の計算）

● (r3 , s3 , t3 ) = (r1 , s1 , t1 ) – q2 (r2 , s2 , t2 )

   = (12, 0, 1) – 2 × (5, 1, –2)

= (12, 0, 1) – (10, 2, –4) = (2, –2, 5)

● (r4 , s4 , t4 ) = (r2 , s2 , t2 ) – q3 (r3 , s3 , t3 )

   = (5, 1, -2) – 2 × (2, –2, 5)

= (5, 1, -2) – (4, –4, 10) = (1, 5, –12)
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例 4.49（法逆元の計算）

● (r5 , s5 , t5 ) = (r3 , s3 , t3 ) – q4 (r4 , s4 , t4 )

   = (2, -2, 5) – 2 × (1, 5, –12)

= (2, -2, 5) – (2, 10, –24) = (0, –12, 29)

● よって i = 4 のとき 5 × 29 + (–12) × 12 = 1
a = 12 に対し (–12) a ≡ 1 (mod 29)
17 ≡ –12 (mod 29) より、17が29を法とする12の逆

元
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問題 4.55（代数的数の逆数の計算）

● 方程式 x3 – x2 – x – 1 = 0 の根の一つを α とする

● α2 + α の逆数を Aα2 + Bα+ C の形で表せ

(A, B, C ∈ Q)
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問題 4.55（代数的数の逆数の計算）

● f(x) =  x3 – x2 – x – 1 = 0 の根の一つを α とする

● Q(α): 有理数体 Q のαによる拡大体

● Q[x]/⟨f(x)⟩: 剰余環
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問題 4.55（代数的数の逆数の計算）

● f(x) は Q 上既約より、Q(α) と Q[x]/⟨f(x)⟩ は同型

● g(x) = x2 + x の Q[x]/⟨f(x)⟩ 上の逆元を求める

⇔ g(x) の f(x) を法とする逆元を求める
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問題 4.55（代数的数の逆数の計算）

● (r, s, t) = EEA( f(x), g(x) ) を計算する

● (r0 , s0 , t0 ) = (f(x), 1, 0)

● (r1 , s1 , t1 ) = (g(x), 0, 1)

● (r2 , s2 , t2 ) = (r0 , s0 , t0 ) – q1 (r1 , s1 , t1 )

   = (f(x), 1, 0) – (x – 2) × (g(x), 0, 1)

= (x – 1, 1, –x + 2) 
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問題 4.55（代数的数の逆数の計算）

● (r3 , s3 , t3 ) = (r1 , s1 , t1 ) – q2 (r2 , s2 , t2 )

   = (g(x), 0, 1) – (x + 2) × (x – 1, 1, –x + 2)

= (2, –x – 2, x2 – 3)

● ゆえに (–x – 2) f(x) + (x2 – 3) g(x) = 2
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問題 4.55（代数的数の逆数の計算）

● 両辺を2で割って

● ゆえに
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問題 4.55（代数的数の逆数の計算）

● 検算

(1/2) (α2 – 3) (α2 + α) = (1/2)(α4 + α3 – 3α2 – 3α)

(1/2)(α4 + α3 – 3α2 – 3α) 

= (1 + α/2) f(α) + 1
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第8回のまとめ

● 拡張Euclid互除法の性質

● 拡張Euclid互除法の応用

○ 法逆元 (modular inverse) の計算
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第9回の内容

● 拡張Euclid互除法の性質（つづき）

● 拡張Euclid互除法の応用

○ 実数の連分数展開 (§ 4.13)
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